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Préface

La référence bibliographique la plus pertinente pour le cours est le livre de Brook-
shear [Brookshear89]. Certaines des preuves qui sont omises dans ces notes s’y trouvent.
C’est du livre de Gries et Schneider [Gries93] que la méthode de présentation des
preuves utilisée dans ces notes a été extraite.

La numérotation des exemples, exercices, définitions, ... est faite séquentiellement
a l'intérieur de chaque chapitre. Ainsi, < exemple 1.13 > référe a I'item 13 du chapitre
1, lequel item est un exemple.

Je sollicite vos suggestions pour ’amélioration de ces notes et j’aimerais que vous
me souligniez les erreurs que vous y trouverez, les petites comme les grosses.

Je remercie

e Pierre Audet et Frangois-Nicola Demers pour m’avoir aidé dans la rédaction de

ce texte.

e Paul Goulet, de la faculté des Sciences de ’éducation, pour ses commentaires

sur une ébauche de ces notes et pour son encouragement.

e [’université Laval et la faculté des Sciences et de génie pour le soutien financier

accordé dans le cadre du Programme institutionnel de soutien a [’innovation
pédagogique (1991-1992).

Jules DESHARNAIS

Depuis 'hiver 2000, je maintiens les notes de cours élaborées par M. DESHAR-
NAIS. J’ai introduit des modifications mineures. J’ai modifié, plus particuliérement,
I’expression du lemme de pompage et de son corollaire pour les langages non contex-
tuels.

C’est & moi que vous pouvez vous adresser pour les suggestions d’amélioration et
les erreurs.

Nadia TAWBI
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Objectifs

Voici la liste des objectifs généraux du cours d’informatique théorique (énuméra-
tion principale, numérique). Pour chaque objectif général, la sous-énumeération alpha-
bétique donne la liste des objectifs spécifiques qui lui sont rattachés. Les objectifs sont
énoncés dans l'ordre de leur apparition dans ces notes. La notation [i| désigne un ob-
jectif intermédiaire menant & I'atteinte des autres objectifs.

1. Se rappeler les définitions et les concepts de base de la théorie des ensembles.

(a) Dire si deux ensembles donnés sont égaux ou non et expliquer pourquoi.
[i]

(b) Distinguer les concepts d’appartenance, d’inclusion et d’inclusion stricte.

[i

Etant donné un ensemble A, construire I’ensemble puissance de A. [i]

Evaluer une expression constituée de plusieurs opérateurs ensemblistes. [i]

Enumérer les couples du produit cartésien de deux ensembles. [i]

—_—
@

=
—_— — ~— ~— ~— ~—

Distinguer les concepts de relation et de fonction. [if

Déterminer le domaine et le codomaine d’une relation. |i]

e

Etant données les trois propriétés des fonctions (injectivité, surjectivité,
bijectivité), classifier des fonctions données selon les propriétés qu’elles
possédent. |i]

2. Appliquer les méthodes de preuve par contradiction et de preuve par induction.

(a) Démontrer un énoncé donné au moyen d’une preuve par contradiction.

(b) Démontrer un énoncé donné au moyen d’une preuve par induction.

3. Distinguer les notions d’ensembles finis, infinis, dénombrables et non dénom-
brables.

(a) Etant donnés deux ensembles S et T, dire si la cardinalité de S est infé-
rieure, égale ou supérieure a la cardinalité de 7" et expliquer pourquoi.

(b) Dire si un ensemble donné est fini ou infini et expliquer pourquoi.

X
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(c) Dire si un ensemble donné est dénombrable ou non et expliquer pourquoi.
4. Comprendre la notion de langage.

(a) Dire si une séquence donnée appartient & un langage donné et expliquer
pourquoi.

(b) Décrire en frangais un langage exprimé formellement par une expression
ensembliste.

(c) Donner une expression ensembliste représentant un langage décrit par une
phrase francaise.

5. Comprendre les capacités et les limites des automates finis en tant que disposi-
tifs de reconnaissance de langages. Faire le lien avec les grammaires régulieres
et les expressions régulieres.

(a) Démontrer le fonctionnement d’un automate fini déterministe donné en
énumérant les configurations du ruban et les états consécutifs & une confi-
guration initiale donnée. |i

(b) Démontrer I'acceptation ou le rejet d’une séquence de symboles donnée
par un automate fini déterministe donné. |if

Décrire le langage accepté par un automate fini déterministe donné.

)
d) Construire un automate fini déterministe acceptant un langage donné.
) Démontrer qu’un langage donné n’est pas régulier.

)

Classifier des automates finis décrits par des diagrammes de transitions.
Dire tout d’abord si la description est correcte. Si oui, dire si I’automate
est déterministe. Expliquer la raison de chaque choix. [i]

(g) Classifier des descriptions formelles d’automates finis. Dire tout d’abord
si la description est correcte. Si oui, dire si 'automate est déterministe.
Expliquer la raison de chaque choix. [i

(h) Démontrer le fonctionnement d’un automate fini donné en énumérant les
configurations du ruban et les états consécutifs & une configuration initiale
donnée. |i]

(i) Démontrer I’acceptation ou le rejet d’une séquence de symboles donnée
par un automate fini donné. |i]

Transformer un automate non déterministe en automate déterministe.

~~
~—~ P
= ® <
N N N N N

Décrire le langage accepté par un automate fini donné.
Construire un automate fini acceptant un langage donné.
Décrire le langage généré par une grammaire réguliére donnée.

Construire une grammaire réguliére générant un langage donné.
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(o)
(p)
(a)

Décrire le langage représenté par une expression réguliére donnée.
Construire une expression réguliére représentant un langage donné.

Les grammaires réguliéres, les expressions réguliéres et les automates finis
décrivent les mémes langages : Passer d’une représentation a l'autre.

6. Comprendre les capacités et les limites automates & pile en tant que dispositifs
de reconnaissance de langages. Faire le lien avec les grammaires non contex-
tuelles.

(a)

- D &

—~

Démontrer le fonctionnement d’un automate a pile donné en énumérant les
configurations du ruban et celles de la pile ainsi que les états consécutifs
a une configuration initiale donnée. [i]

Démontrer I'acceptation ou le rejet d’une séquence de symboles donnée
par un automate a pile donné. |if

Transformer un automate qui accepte sans vider sa pile en automate qui
vide sa pile avant d’accepter. i

Décrire le langage accepté par un automate a pile donné.

Construire un automate a pile acceptant un langage donné.

Décrire le langage généré par une grammaire non contextuelle donnée.
Construire une grammaire non contextuelle générant un langage donné.
Passer d’une grammaire non contextuelle & un automate a pile.

Convertir une grammaire non contextuelle quelconque en grammaire sous
forme normale de Chomsky.

Donner I’arbre de dérivation d’une séquence donnée par une grammaire
non contextuelle donnée.

Classifier des automates a pile décrits par des diagrammes de transitions.
Dire tout d’abord si la description est correcte. Si oui, dire si 'automate
est déterministe. Expliquer la raison de chaque choix. [i]

Classifier des descriptions formelles d’automates a pile. Dire tout d’abord
si la description est correcte. Si oui, dire si 'automate est déterministe.
Expliquer la raison de chaque choix. [i]

Construire un automate a pile déterministe acceptant un langage donné.
Démontrer qu’un langage donné n’est pas un langage non contextuel.
Construire et utiliser des tables d’analyse LL(1).

Utiliser des tables d’analyse LR(1).

7. Comprendre les capacités et les limites des machines de Turing (et donc des
ordinateurs) en tant que dispositifs de reconnaissance de langages. Faire le lien
avec les grammaires a structure de phrase.
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Démontrer le fonctionnement d’une machine de Turing donnée en énumé-
rant les configurations du ruban et les états consécutifs a une configuration
initiale donnée. [i]

Démontrer le fonctionnement d’une machine de Turing donnée sous la
forme d’un schéma de combinaison de machines de Turing en énumérant les
configurations du ruban consécutives a une configuration initiale donnée.
i

Classifier des machines de Turing décrites par des diagrammes de tran-
sitions. Dire tout d’abord si la description est correcte. Si oui, dire si la
machine est déterministe. Expliquer la raison de chaque choix. [i]

Classifier des descriptions formelles de machines de Turing. Dire tout
d’abord si la description est correcte. Si oui, dire si la machine est dé-
terministe. Expliquer la raison de chaque choix. i

) Décrire le langage accepté par une machine de Turing donnée.

Construire une machine de Turing acceptant un langage donné.

Transformer une machine de Turing donnée en une machine équivalente
utilisant des conventions différentes pour I'acceptation.

Expliquer comment transformer une machine de Turing en une machine
équivalente utilisant des conventions différentes pour ’acceptation.

) Décrire le langage généré par une grammaire a structures de phrase donnée.

Construire une grammaire & structures de phrase générant un langage
donné.

Construire une machine de Turing décidant un langage donné.
Déterminer si un langage donné est décidable (récursif).

Déterminer si un langage donné est un langage a structures de phrase (est
récursivement énumeérable).



Chapitre 0

Préliminaires et révision

OBJECTIFS GENERAUX

1. Se rappeler les définitions et les concepts de base de la théorie des ensembles.

2. Appliquer les méthodes de preuve
e par contradiction,
e par induction.

3. Distinguer les notions d’ensembles finis, infinis, dénombrables et non dénom-
brables.




2 CHAPITRE 0. PRELIMINAIRES ET REVISION

Au coeur du cours d’informatique théorique se trouve la notion de langage. In-
tuitivement, un langage n’est rien de plus qu’un ensemble de phrases, de chaines,
de mots qui sont eux-mémes constitués d’éléments d’un autre ensemble : 'alphabet.
Puisque les objets de notre étude, les langages, sont définis a partir des ensembles,
nous allons consacrer & ces derniers une courte révision.

0.1 Concepts de base de la théorie des ensembles

OBJECTIFS SPECIFIQUES

Dire si deux ensembles donnés sont égaux ou non et expliquer pourquoi.
Distinguer les concepts d’appartenance, d’inclusion et d’inclusion stricte.
Etant donné un ensemble A, construire I’ensemble puissance de A.
Evaluer une expression constituée de plusieurs opérateurs ensemblistes.
Enumérer les couples du produit cartésien de deux ensembles.
Distinguer les concepts de relation et de fonction.

Déterminer le domaine et le codomaine d’une relation.

® N O W

Etant données les trois propriétés des fonctions (injectivité, surjectivité, bijec-
tivité), classifier des fonctions données selon les propriétés qu’elles possédent.

Le texte est constitué principalement de définitions, d’exemples illustrant les dé-
finitions et de simples exercices d’application. Faites les exercices au fur et & mesure
que vous les rencontrez.

0.1.1 Définitions et notation

0.1 Définition. Un ensemble est une collection (famille) d’objets. O

Les objets d'un ensemble sont aussi désignés sous le nom d’éléments ou de mem-
bres. En général les éléments d’un ensemble ont en commun une ou plusieurs pro-
priétés qui les caractérisent. On utilise les accolades ({, }) pour décrire un ensemble.
Par exemple, on écrit S = {a, b, c} pour indiquer que ’ensemble S est constitué des
éléments a,b,c. La description d’un ensemble (ce qu’il contient) s’effectue le plus
couramment par la définition des propriétés de ses objets, par I’énumération de ses
éléments ou par un diagramme.

0.2 Exemple. Soient A={n:ne€ Netn<5}, B=1{0,1,2,3,4} et
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C

L’ensemble A est défini en donnant les propriétés de ses éléments; I’ensemble B
est défini par I’énumération de ses éléments; finalement, C' est défini & partir d’un
diagramme. Notez que A = B = (. On peut informellement décrire un ensemble

infini en donnant une liste de ses premiers éléments, suivie de ..., lorsque le contexte
permet de comprendre ce que sont les éléments non énumérés. Par exemple, I’ensemble
des entiers positifs pairs est {2,4,6,8,...}. O

Les éléments d’un ensemble peuvent eux-méme étre des ensembles, comme par
exemple 'ensemble {{a}, {b}, {a,b}} dont les éléments sont {a}, {b} et {a,b}. Fina-
lement les ensembles peuvent contenir a la fois des ensembles et des non-ensembles,
comme {a,1,{a}, {b}} qui a comme éléments a, 1, {a} et {b}.

A titre de rappel, le tableau suivant présente les principaux ensembles de nombres :

Notation | Nom Description

N Les naturels Entiers positifs ou nuls

N Les naturels positifs | Entiers positifs

Z Les relatifs Entiers positifs, négatifs ou nuls

Q Les rationnels Nombres exprimables par un
rapport d’entiers

R Les réels Limites de suites de rationnels

Q' Les irrationnels Nombres réels non exprimables par
un rapport d’entiers

0.3 Définition. L’ensemble vide, noté {} ou (), est ’ensemble qui ne contient aucun
élément. O

0.4 Exercice. Est-ce que les ensembles suivants sont vides ? Justifiez votre réponse.
1. {0}
2. {freZ:x<0et2?<0}

3. {{}}

0.5 Définition. Deux ensembles sont égaux ssi! ils ont les mémes éléments. a

L Abréviation de < si et seulement si .



4 CHAPITRE 0. PRELIMINAIRES ET REVISION

0.6 Exemple. Les ensembles {a, b, c} et {c, a,b} sont égaux puisqu’ils ont les mémes
éléments, c’est-a-dire a,b et c. Les ensembles sont donc des collections inordonnées
d’éléments. O

0.7 Exemple. Les ensembles {1,1,2,2,2,2, 5 5,5} et {1,1,1,2,5,5} sont égaux
parce qu’ils ont les mémes éléments, c’est-a-dire 1,2 et 5. Les ensembles sont donc
indépendants du nombre d’occurrences de chacun de leurs éléments. O

0.8 Exercice. Les égalités suivantes sont-elles vraies ou fausses 7 Dites pourquoi.
A{1hA{2h ={1,2}

- {{a}, {a,b}} = {{a},{b,a}, {b,a}}

.0 ={0}

{0y ={{}}

AL3S T, ={neN:3meN:n=2m+1)}

Ct = W NN =

O

0.9 Définition. L’appartenance d’'un objet e a un ensemble E est notée e € E. On
dit aussi que e est un élément (ou un membre) de E. La notation e ¢ F signifie que
e n’est pas élément de (n’appartient pas a, n’est pas membre de) ensemble E. O

0.10 Définition. La relation C s’appelle inclusion. On dit qu’un ensemble A est
inclus dans un ensemble B, ce qui est noté A C B, si tous les éléments de A sont des
éléments de B. On dit aussi que A est un sous-ensemble de B. La notation A Z B
signifie que A n’est pas un sous-ensemble de B. O

L’inclusion peut étre utile par exemple pour prouver que deux ensembles sont
égaux. Il suffit dans ce cas de montrer que chacun des deux ensembles est inclus dans
I’autre. En effet, deux ensembles A et B sont égaux ssi A C B et B C A.

Les notions d’appartenance et d’inclusion ensemblistes sont souvent confondues.
Les exemples et exercices qui suivent devraient permettre de bien les différencier.

0.11 Exemple. Soient A = {a,b}, B = {a,b,c} et C = {0, {a},{b}}. On peut voir
que

eacA aeB,cgA ce B ACB AZCet BZ A;

e ) € C, puisque les éléments de C sont @, {a} et {b};

e DCA OCBet®CC (0C E pour n’'importe quel ensemble F).
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0.12 Exercice. Dites si les expressions suivantes sont vraies ou fausses.
1. {1} € {1,2}
2. 1€ {1,2}
3. {1} € {1,2}
4. 1 C{1,2}
O

L’inclusion stricte, notée C, est un cas particulier de I'inclusion (C). L’énoncé
A C B signifie que I'ensemble A est inclus ou est égal a4 ’ensemble B tandis que
A C B indique que A est inclus dans B mais que A et B ne sont pas égaux. On dit
alors que A est un sous-ensemble propre (ou strict) de B.

Il est parfois utile de considérer des combinaisons d’éléments d’un ensemble. Soit
un ensemble A. La collection de toutes les combinaisons possibles des éléments de A
forme ce qu’on appelle ’ensemble puissance de A.

0.13 Définition. Soit A, un ensemble. L’ensemble puissance de A, noté (I(A), est
I’ensemble de tous les sous-ensembles de A. O

0.14 Exemple. L’ensemble puissance de {0, 2,4} est

{0,{0}, {2}, {4},{0,2},{2,4},{0,4},{0, 2, 4}}

|
0.15 Exercice. Calculez les ensembles puissances suivants :
1. 9©({a,d,¢,d})
2. 9(0)
3. p({{a},9})
O

0.1.2 Opérations sur les ensembles

0.16 Définition. L’union des ensembles A et B est I’ensemble des éléments qui sont
dans A ou B ou les deux. On note AUB ={z: 2z € Aoux € B}. a

0.17 Exemple. {1,2,3} U {3,4,5} = {1,2,3,4,5}. O

0.18 Définition. L’intersection des ensembles A et B est ’ensemble des éléments
contenus a la fois dans A et B. On note ANB ={z:2 € Aetz € B}. a

0.19 Exemple. {1,2,3} N {3,4,5} = {3}. O
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0.20 Définition. La différence entre les ensembles A et B, notée A — B, est I'en-
semble qui contient les éléments qui sont dans A mais pas dans B. Autrement dit,
A—B={zx:x€ Aetz & B}. a

0.21 Exemple. {1,2,3} —{3,4,5} = {1, 2}. O

L’ensemble A— B est appelé le complément de B relativement a A. Le complément
d’un ensemble est toujours relatif & un autre ensemble. Si A est sous-entendu, on dit
simplement que A — B est le complément de B. Par exemple, dans une discussion au
sujet des nombres naturels, le complément de {2, 3,4} est {0,1,5,6,7,...}.

0.22 Exercice. Evaluez les expressions suivantes.
1. (({a,b,c} U{c,d,e, f})NA{b,c,d,g,h}) —{c}
2. {0,{a},{b}} — {a,{b}}
3. {ieN:i>5}n{jeN:j<15})
— ({j € N :j est pair} U {k € N : k est divisible par 3})
4. {0} -0

0.1.3 Relations et fonctions

Les concepts de relation et de fonction sont intimement liés aux ensembles. En
effet ces concepts ne sont que des régles qui assignent aux éléments d’un ensemble
des éléments d’un autre ensemble (ou du méme). On rencontre de telles régles tous
les jours; par exemple, la régle qui assigne a chacun des étudiants d’une classe
{Georges, Joseph, Julie, . ..} un élément de I’ensemble des cotes {AT, A, A=, B, ...}
est une fonction de ’ensemble des noms vers I’ensemble des cotes.

0.23 Définition. Soient les ensembles A et B. Le produit cartésien de A et B, noté
A x B, est I’ensemble de toutes les paires ordonnées (a,b) ot a € A et b € B. O

0.24 Exemple. {a,0} x {1,2,3} = {(a, 1), (a,2), (a,3), (b,1), (5, 2), (b, 3)}
{1,2}2={(1,1),(1,2)(2,1)(2,2)} O

0.25 Exercice. Calculez {1,2,3,4} x {i, 7, k}.
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La notion de produit cartésien peut étre généralisée a plusieurs ensembles :
Ay x Ay x -+ x Ap ={(a1,a9,...,a,) 1 a; € Ay pour i =1,2,... n}.

OnécritA"aulieudeglex...><4.

n fois

0.26 Exemple. {z,y} x {k} x {a,b} = {(z, k,a), (z, k,b), (v, k,a), (y,k,b)} O

L’égalité A x @ = ) est un cas particulier du produit cartésien. Supposons par
exemple que A = {a, b}. Selon la définition du produit cartésien, A x @ est ’ensemble
des paires telles que le premier élément est a ou b et dont le deuxiéme élément est
dans ). Puisque ’ensemble vide ne contient aucun élément, il n’existe aucune paire,
donc A x @ = Q.

0.27 Définition. Une relation R entre les ensembles A et B est un sous-ensemble
du produit cartésien A x B. C’est-a-dire, R C A X B. O

Une relation est caractérisée par
1. un ensemble de départ (A),
2. un ensemble d’arrivée (B),

3. un ensemble de couples vérifiant la relation (le sous-ensemble du produit carté-
sien).

0.28 Exemple. Voici deux relations :

A Q B C R D
b4 3
P =
4< b
by

Les ensembles de départ et d’arrivée ainsi que les couples de la relation () précé-
dente sont respectivement A, B et (a3, bs), (a1, b1), (a1, b3). Les ensembles départ et
d’arrivée de R sont C et D. Les couples de R sont (cq, d3), (¢2, d2), (¢1,ds). On a donc

Q = {(as, bs), (a1,b1), (a1,b3)} C A x B,
R = {(02,d3), (Cg,dg), (Cl,dz)} g C x D.
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Deux autres ensembles sont obtenus a partir des ensembles de départ, d’arrivée
et des couples de la relation. Ce sont le domaine et le codomaine.

0.29 Définition. Le domaine d’une relation R, noté dom(R), est 1’ensemble des
éléments de ’ensemble de départ qui apparaissent comme premiére composante d’au
moins une paire de la relation. Formellement,

dom(R) ={e: (3¢ : (e,€') € R)}.

Le codomaine d’une relation R, noté codom(R), est I’ensemble des éléments de ’en-
semble d’arrivée qui apparaissent comme deuxiéme composante d’au moins une paire
de la relation. Formellement,

codom(R) = {€': (Fe: (e, ') € R)}.

O

0.30 Exemple. Soient S = {2,4,6}, T = {0,2,8,9,11} et R = {(x,y) € S x T :
x est un diviseur exact de y}.

L’ensemble de départ est S.

L’ensemble d’arrivée est T'.

La relation R est {(2,0), (4,0),(6,0),(2,2),(2,8),(4,8)}.

dom(R) = {2,4, 6}.

codom(R) = {0,2, 8}.

O

Une image d’un élément ¢ par une relation R est un élément b tel que (a,b) € R.
L’ensemble image d’un élément a est ’ensemble de ses images. L’ensemble image
d’un ensemble est I'union des ensembles images de ses éléments. Le codomaine d’une
relation est donc 'image de son domaine.

0.31 Exemple. Soit @, la relation suivante :

A @ B
by
|
4< b
by

e b et b3 sont des images de a;.
e {by,b3} est ’ensemble image de a;.
e {b,} est ’ensemble image de as.
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e Le codomaine, {b;, b3, by}, est I'image du domaine, {a,as}.
O

0.32 Exercice. Quelle est I’ensemble image de 1’élément as dans ’exemple 0.317 O

0.33 Définition. Une fonction f d’un ensemble A dans un ensemble B est une
relation ayant A comme ensemble de départ et B comme ensemble d’arrivée, et telle
que chaque élément de A apparait une et une seule fois comme premiére composante
d’une paire de f. Autrement dit, f est une fonction ssi les deux conditions suivantes
sont satisfaites :

e Vae A:(Fbe B:(a,b) € f)),

e Vac Abe B, ¢ B:(a,b) € fA(a,l)e f=b=1).

0.34 Exemple. Les relations f et g ci-dessous sont des fonctions.

A f B A g C

_ =

[

La relation @ de ’exemple 0.31 n’est pas une fonction, et ce pour deux raisons :

e [’élément a, n’est associé & aucun élément de ’ensemble d’arrivée. Autrement
dit, il n’y a aucune paire de ) qui a as comme premier élément.

e L’élément a; est associé a deux éléments de ’ensemble d’arrivée. Autrement
dit, il y a deux paires de () avec a; comme premier élément ; ces deux paires
sont (a1, b1) et (aq, bs).

O

Les fonctions ne sont que des relations plus restrictives. Une relation peut avoir
plusieurs couples avec le méme premier élément (par exemple (2,0), (2, 2), (2, 8)) tan-
dis que la définition de fonction I'interdit. Comme [Brookshear89], nous exigeons aussi
qu’une fonction soit totalement définie, c’est-a-dire qu’elle soit définie pour chacun
des éléments de son ensemble de départ. Cependant, d’autres auteurs n’imposent pas
cette condition. Ces auteurs désignent plutot les fonctions totalement définies par les
noms de fonctions totales ou applications. Les fonctions qui ne sont pas totales sont
appelées fonctions partielles.

0.35 Exercice. Donnez ’ensemble de départ, I’ensemble d’arrivée, le domaine et le
codomaine pour les relations de ’exemple 0.28 et pour les fonctions de I'exemple 0.34.
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départ arrivée domaine codomaine

@ 3O

O

0.36 Notation. La notation f : A — B signifie que f est une fonction de A dans
B. On peut écrire b = f(a) au lieu de (a,b) € f. a

0.37 Exercice. Soit f : A — B. Donnez, si possible,
1. 'ensemble de départ de f :
2. I'ensemble d’arrivée de f :
3. le domaine de f :

4. le codomaine de f :
O

0.38 Définition. Une fonction est injective ssi x # y implique f(z) # f(y), c’est-a-
dire ssi deux éléments distincts de ’ensemble de départ ont deux images différentes.
O

0.39 Exemple. Les fonctions f; et fy suivantes sont injectives parce que chaque élé-
ment de leur ensemble d’arrivée est I'image d’un ou d’aucun élément de leur ensemble
de départ. La fonction f5 n’est pas injective, car I’élément b, est 'image des éléments
aq et Q9.

A hH B A o B A fs B
by

L. 1 -,
>, ]| | —

b

O

0.40 Définition. Une fonction est surjective ssi chaque élément de I’ensemble d’ar-
rivée est I'image d’au-moins un élément du domaine. O

0.41 Exemple. Les fonctions g; et g, suivantes sont surjectives puisque pour chacune
d’elle, chaque élément de ’ensemble d’arrivée est 'image d’au-moins un élément du
domaine. Par contre, g3 n’est pas surjective, puisque 1’élément b; n’est 'image d’aucun
élément du domaine.
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A a1 B A g2 c A g3 B
b

) 7 L
— 1 et

by

O

0.42 Définition. Une fonction est bijective ssi elle est injective et surjective c’est-a-
dire ssi chaque élément de I’ensemble d’arrivée est I'image d’un et d’un seul élément
du domaine. O

0.43 Exercice. Parmi les fonctions des exemples 0.39 et 0.41, dites quelles sont les
fonctions bijectives.

|

0.44 Exercice. Pour chacun des trois types de fonction (injective, surjective, bijec-
tive), dites si le codomaine est toujours égal a ’ensemble d’arrivée.

1. fonctions injectives
2. fonctions surjectives

3. fonctions bijectives

0.1.4 Problémes

1. Vrai ou faux?

(a) Un ensemble peut contenir des éléments qui sont non corrélés. Par exemple
{a, 1, Fred, New Jersey}.

(b) S AC Bet B—A# @ alors A C B.
(c) A=Bsip(A) = O(B).
(d) Le domaine d’une relation est toujours égal a son ensemble de départ.

2. Dites si les expressions suivantes sont vraies ou fausses. Expliquez.

(a) {{1,2}} = {1,2}
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(b) {1,2} < {{1,2}}

(¢) {1,2} € {{1,2}}

(d) {1,2} €N

() O ¢{1,2}

(f) {1,2} C {a,b,1,2,3}

(8) {1,2} Z {1,0a,b}

(h) {neN:I3meN:n=m?} ={neN:3Im e N:m=n?}
(i) {ne N:3dm e N:n=1+m modulo 2} C {1,2}

. Dites si chacun des ensembles suivants est un ensemble puissance d’un ensemble.
Si oui, quel est-il 7

(a) O

(b) {9,{a}}

(c) {9,{a},{9,a}}

(d) {9,{a},{b},{a,b}}
. Soient A, B,C' C U. Complétez le tableau qui suit résumant les propriétés des
opérations sur les ensembles :

Propriété Nom
AUOD = Elément neutre
ANU =
AUU = Elément absorbant
ANO =
AUA = Idempotence
ANA=
@ = Involution
AUB = Commutativité
ANB=
AU(BUC) = Associativité
AN(BNC) =
AN(BUC) = Distributivité
AU (BNCOC) =
AUB = Lois de De Morgan
ANB=
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5. Soit A = {1,2,3}. Calculez AN (O(A).

6. Quel est NN (N)?

7. Calculez les expressions suivantes.
o {D,a} x {1,2} x {3, j}
o {a, b}

8. Dites si chacune des relations suivantes est une fonction. Dans ’affirmative, dites
aussi les propriétés que la fonction posséde (injectivité, surjectivité, bijectivité).

A R B C S B C T D

a4 —
=

T T |

ao— i

a1

A w D

c U B F V B

G X H C Y D C A E

4

(] > -
—2

1
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0.2 Meéthodes de preuve

Une preuve est la démonstration qu'un énoncé est vrai. Sa fonction premiére est
d’éliminer toute réserve concernant la validité d’une proposition, d’un théoréme, etc.
Une preuve aide aussi le lecteur & comprendre pourquoi un résultat est vrai en le
reliant aux hypothéses de départ et aux autres éléments de la théorie.

Dans le cadre du cours, deux méthodes de preuve seront fréquemment utilisées :
preuve par contradiction et preuve par induction. Nous allons les étudier en détail
afin de comprendre leur formulation et leur logique. Ainsi, les démonstrations des
théorémes a venir seront plus faciles & comprendre.

OBJECTIFS SPECIFIQUES

1. Démontrer un énoncé donné au moyen d’une preuve par contradiction.

2. Démontrer un énoncé donné au moyen d’une preuve par induction.

Rappelons d’abord les opérateurs logiques et leur table de vérité. Ces opérateurs
sont les suivants :

Symbole | Opération Prononciation Priorité
= négation —A :non A 4

A conjonction | AANB: Aet B

Vv disjonction | AVB:AouB

= implication | A = B : A implique B

<~ conséquence | A <= B : A est une conséquence de B

& équivalence | A < B : A est équivalent & B

— =N W

Nous assignons un ordre de priorité aux opérateurs logiques, afin de diminuer le
nombre des parenthéses nécessaires; les opérateurs ayant la priorité la plus élevée
sont évalués en premier. Cette priorité est indiquée dans la table ci-dessus.

Voici maintenant la table de vérité des opérateurs logiques.

0.45 Table de vérité.
A B -A|AANB|AVB | A=B| A<« B | A& B

vrai | vrai | faux | vrai vrai vrai vrai vrai
vrai | faux | faux | faux vrai faux vrai faux
faux | vrai | vrai faux vrai vrai faux faux

faux | faux | vrai faux faux vrai vrai vrai
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0.46 Quantificateurs Nous ferons aussi un usage restreint des quantificateurs exis-
tentiel (3) et universel (V). Il est bon de se souvenir des deux lois suivantes, qui sont
des généralisations des lois de De Morgan :

—(Vz : p(z)) & (3z : —p(z)),
=3z : p(z)) & (Vz : —p(z)).

La portée des quantificateurs s’étend aussi loin que le permettent les parenthéses.
Lorsque ce sera possible, nous disposerons les preuves de la maniére suivante :

expression,,

op; ( justification, )
expression;

0P, ( justification, )
expressions,

oD, ( justification,, )
expression,,,

ou op;,7 = 1...n, est un opérateur relationnel transitif (=, <,>,<,>,C, C,...) ou
un opérateur logique binaire, et ou la justification,; explique comment on peut passer
de l'expression,_; a ’expression,.

0.2.1 Preuve par contradiction

Prouver par contradiction qu’un énoncé P est vrai se résume a montrer P =
faux. Si ’on regarde la table de vérité suivante, on comprend pourquoi la démonstra-
tion de =P = faux suffit a établir la vérité de P ; en effet, la table indique que ces
deux propositions sont équivalentes.

P | =P | =P = faux | P & (=P = faux)
faux | vrai faux vrai
vrai | faux vrai vrai

0.47 Exemple. Montrons que /2 est irrationnel, c’est-a-dire qu’on ne peut pas
’exprimer par un rapport d’entiers. Appelons P la proposition < /2 est irrationnel »
et montrons que ~P = faux.
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-P
& ( La négation de P est < V2 est rationnel ». Notons que nous uti-
lisons ici <, parce qu’on a bien I’équivalence, mais qu’il suffirait
d’utiliser =. )
V/2 rationnel

& ( Un nombre rationnel positif peut s’exprimer comme le rapport de
deux nombres naturels positifs sans facteurs communs (1 n’est pas
considéré comme un facteur commun). )

Ja,b € N :v/2=a/bAaet bn’ont pas de facteur commun

& ( En élevant les deux cotés de I’équation au carré. )

Ja,b € NT : 2 =10a?/b> Aa et bn’ont pas de facteur commun

& ( En multipliant les deux cotés de 1’équation par b?. )

Ja,b € Nt : 262 = a®? A a et b n'ont pas de facteur commun
= ( Cela signifie que a? est pair, d’oil a est pair aussi. Puisque a est
pair, ¢ = 2¢ pour un certain entier c. )
Ja,b,c € NT : 20> = a®> Aa =2c A a et bn’ont pas de facteur commun

= ( Simple substitution. )

Jda,b,c € N7 : 20> =4c®> Aa = 2c A a et b n’ont pas de facteur commun

& ( En divisant les deux co6tés de la premiére équation par 2. )

Ja,b,c € NT : 0> =2c2 Aa = 2c Aa et bn’ont pas de facteur commun

= ( Cela signifie que b* est pair et donc que b aussi est pair. )

Ja,b,c € NT : b2 =2c¢®> Aa = 2c A b est pair
A a et b n’ont pas de facteur commun

& ( Nous avons la contradiction annoncée. a = 2c signifie que a est
pair. Puis que b aussi est pair, a et b ont un facteur commun (2).
Nous avons donc < a et b ont un facteur commun > et < a et b n’ont
pas de facteur commun>. Cette proposition a la forme p A —p.
Elle donc fausse et elle entraine la fausseté de toute la proposition
quantifiée (voir la table de vérité 0.45). )
Jda,b,c € NT : faux
& ( La notation s € S : p(s) signifie qu’il existe un s dans S tel que
p(s) est vrai. Or il ne peut y avoir de s tel que faux soit vrai. )
faux.
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Parfois les propositions a prouver auront la forme A = B. Par exemple, la pro-
position

Si un entier naturel x est pair et plus grand que 2 alors = est composé
a cette forme :

x € N Az est pair Az > 2 = x est composé.

0.48 Exercice. Transformez en implication la proposition suivante : Si n est un
entier positif tel que la somme de ses diviseurs est n + 1, alors n est un nombre
premier.

O

Pour démontrer un énoncé de la forme A = B par contradiction, il faut montrer
(tout comme ci-dessus) que —(A = B) = faux.

0.49 Exercice. Montrez que -(A = B) < (A A —B).

O

0.50 Exemple. Démontrons par contradiction que si n est un entier positif tel que
la somme de ses diviseurs est n + 1, alors n est un nombre premier.

Pour quelques nombres premiers, on voit bien que cette proposition est raisonna-
ble :
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n | Diviseurs(n) | 3 Diviseurs(n) | n premier ? | (3 Diviseurs(n)) =n+ 17
2 1,2 3 Oui Oui
3 1,3 4 Oui Oui
4 1,2,4 7 Non Non
5 1,5 6 Oui Oui
6 1,2,3,6 12 Non Non
7 1,7 8 Oui Oui
8 1,2,4,8 15 Non Non

Allons-y pour la preuve.

= (si n est un entier positif tel que la somme de ses diviseurs est n + 1,
alors n est un nombre premier)

& ( Simple reformulation sous forme d’implication. )
=(n € N* A (¥ Diviseurs(n)) =n + 1 = n est un nombre premier)
& ( Selon l’exercice 0.49 )

n € NT A (¥ Diviseurs(n)) =n + 1 A = (n est un nombre premier)

= ( Si n n’est pas un nombre premier, alors n posséde au moins un
diviseur d différent de 1 et n. La somme des diviseurs de n est donc
supérieure ou égale an+d+1>n+1.)
n € NT A (X Diviseurs(n)) =n + 1 A (X Diviseurs(n)) > n + 1
& ( Quel que soit k, k=n+ 1Ak >n+1 est faux. )

faux.

|

0.51 Exercice. Montrez par contradiction que pour n’importe quels entiers naturels
i,j et n,siij=mnalorsi</nouj<.n.
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0.2.2 Preuve par induction

Il existe beaucoup d’équations impliquant une variable qui appartient a I’ensemble
des nombres naturels. Par exemple, pour tout n € N, 2" — 1 =3y" 2.

Pour la plupart d’entre nous, essayer une telle formule avec les premiéres valeurs
de n suffit pour se convaincre de sa validité. Par exemple :

n=0 2t —1 =20

n=1 22 _1=2042!

n=2 22— 1=20421 4922

n=3 20 —1=20420 422428
n=4 20 —1=20420 422423 494

Ces quelques essais ne constituent cependant pas une preuve parce que rien nous ne
assure que ’équation est valide pour tout n.

La méthode de preuve par induction permet de démontrer la validité d’équations
du méme type que la précédente. Soit P(n) un énoncé quelconque impliquant une
variable entiére n. Pour prouver par induction que P(n) est vrai pour tout n > ng il
faut montrer les deux propositions suivantes :

1. P(ng) est vrai,
2. pour tout k > ny, P(k) = P(k +1).

Ces deux éléments d’une preuve par induction sont respectivement désignés sous
les noms de base d’induction et d’étape d’induction. La base d’induction sert & montrer
que I’énoncé est vrai pour la plus petite valeur de n considérée. Ensuite, & I'étape
d’induction, on suppose que P(k) est vrai (on appelle P(k) ’hypothése d’induction)
et on montre que cela entraine que P(k+1) est vrai, quel que soit k. Selon le principe
d’induction, cela suffit pour montrer que P(n) est vrai pour tout n € N.

Cela est trés raisonnable. En effet, considérons le cas usuel ng = 0 et supposons
que nous ayons montré

1. P(0) et
2. pour tout k, P(k) = P(k+1).

Nous avons directement P(0) (par 1). Mais comme P(0) = P(1) (par 2), nous avons
aussi P(1). Comme P(1) = P(2) (par 2), nous avons aussi P(2), etc.

En termes plus formels, le principe d’induction assume tout simplement la validité
de la formule suivante (autrement dit, la formule est un axiome) :

P(no) N(Vk > ng: P(k) = P(k+1)) = (Vn > ng: P(n)).
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0.52 Exemple. Montrons par induction (Vn € N : 2"t — 1 = 37 2%). Soit P(n)
le prédicat défini par

P(n) & 2" —1=3%"2"
i=0
Il faut montrer qu’il est vrai pour tout n € N.
e Base d’induction. Il s’agit de montrer que P(n) est vrai pour la plus petite

valeur de n soit n = 0. Donc, montrons que P(0) est vrai, c’est-a-dire que
00— 1=y 2 :
= :

0
0 —1=1=20=%"2"
1=0

e Etape d’induction. Montrons P(k) = P(k + 1). (Comme nous n’imposons pas
de restriction a k, la preuve est bonne pour tout k.)

P(k)
& ( Par définition de P. )
2k+1 1= Ek o i
1=
= ( Ajout de 28! de chaque coté. )
2k—|—1 -1+ 2k+1 — (E;C:O 21) + 2k—|—1
& ( Réorganisation des termes. )
2F2 1 = ot 2
1=
& ( Réorganisation des termes. )
QU1+ 1 = yoktl o
1=
& ( Par définition de P. )
P(k+1)

0.53 Exercice. Montrez par induction (Vn € N :n < 27).
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0.2.3 Problémes

1. Transformez en implications les propositions suivantes.

(a) Si ’atmosphére était composée de 100% d’oxygéne alors elle serait irres-
pirable pour beaucoup d’organismes.

(b) SANB=0QetsiCC Balors ANC = 0.

2. Soient A, B et C des ensembles quelconques. Montrez par contradiction que si
ANB=0et CC B,alors ANC = Q.

3. Montrez par induction que si x # y, alors 2™ — y™ est divisible par x — y, pour
tout n dans N'*t,

4. Montrez par induction que si z est un nombre réel non négatif, alors (1+ x)" —
1 > nzx pour tout n dans N.

5. Montrez par induction n! > 2", pour tout n > 4.

0.3 Notion d’infini

OBJECTIFS SPECIFIQUES
1. Etant donnés deux ensembles S et T, dire si la cardinalité de S est inférieure,
égale ou supérieure a la cardinalité de T' et expliquer pourquoi.
2. Dire si un ensemble donné est fini ou infini et expliquer pourquoi.

3. Dire si un ensemble donné est dénombrable ou non et expliquer pourquoi.

0.3.1 Cardinalité d’un ensemble

Intuitivement, la cardinalité d’un ensemble est la « taille > de cet ensemble, ou la
< quantité d’éléments > qu’il contient. La cardinalité d’un ensemble S est dénotée |S]|.
Nous allons préciser cette notion, afin de pouvoir 'appliquer autant aux ensembles
finis qu’aux ensembles infinis.

0.54 Notation. Soit n € IN. Définissons I’ensemble C), de la maniére suivante :

C,={ieN:0<1i<n}.
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0.55 Exercice. Décrivez les ensembles suivants en énumérant leurs éléments :

1. Cs =
2. Cy =
3. Co =

O

0.56 Définition. Pour tout n € N, on a |Cy| = n. O

De cette définition, on voit que la cardinalité d’un ensemble C), est tout simple-
ment le nombre d’éléments qu’il contient. Pour pourvoir parler de la cardinalité des
autres ensembles, nous allons d’abord expliquer comment comparer les cardinalités.

0.57 Exercice. Montrez par induction (Vn € N : [((C,)| = 2").
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Si E est un ensemble quelconque, il est évident que [{O(F)| dépend seulement de
la cardinalité de F et pas des éléments particuliers de E. 11 découle donc de I'exercice
précédent que si E est un ensemble fini (notion que nous préciserons sous peu), alors

P(E)| =27

0.58 Définition. On dira que la cardinalité d’un ensemble S est inférieure ou égale
@ la cardinalité d’un ensemble T (dénoté par |S| < |T7) ssi il existe une fonction
injective f: S —T.

On dira que la cardinalité d’un ensemble S est égale a la cardinalité d’un ensemble
T (dénoté par |S| = |T) ssi il existe une fonction bijective f: S — T.

On dira que la cardinalité d’un ensemble S est inférieure a la cardinalité d’un
ensemble 7' (dénoté par |S| < |T']) ssi |[S| < |T'| et |S| # |T. O

Autrement dit, on a |S| < |T| si et seulement si chaque élément de S peut étre associé
a un unique élément de T'. Si, en plus de cela, chaque élément de T est associé & un
élément de S, on a |S| = |T|.

0.59 Exemple. Soient les ensembles A = {4,8,3}, B ={c,d,a,e}, C ={a,b,c}.

1. On a |A| < |B|, car la fonction f : A — B suivante est injective :

f= {(4, C)’ (85 d)’ (35 a’)}

Il n’est pas possible de trouver une fonction surjective de A dans B. Supposons
que l'on veuille ajouter une paire a f pour atteindre I’élément e € B. Pour
maintenir I'injectivité, il faudrait associer e & un élément de A qui ne soit pas
déja associé & un élément de B. Mais il n’y en a aucun. Remarquons qu’on peut
aussi écrire |B| > |A].

2. On a |A| = |C], car la fonction g : A — C suivante est bijective :

9={(4,¢),(8,a),(3,0)}.
3. On a |N| = [N"|. En effet, la fonction s : N — N7 définie par s(m) = m + 1
(ou, de maniére équivalente, par s = {(m,n) : n = m + 1}) est bijective.
O
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0.60 Exercice.

1. Quelle est la cardinalité de ’ensemble suivant ? Justifiez votre réponse.

{{a} {b, ¢} {d;e, f}}

Le but de cet exercice simple est de voir que, dans le cas des ensembles finis
(notion dont la définition se rapproche!), la définition 0.58 méne & une valeur
de la cardinalité qui est celle & laquelle on s’attend. Ceci aide & accepter les
résultats que nous obtenons dans le cas des ensembles infinis.

2. Comparez les cardinalités des ensembles suivants et justifiez votre réponse.

S={keN:(3jeN:k=2j)}
N

O

I1 est facile de voir que la cardinalité du produit cartésien d’ensembles finis égale
le produit des cardinalités de chacun des ensembles du produit cartésien. En d’autres
mots,

|Ax B| = |A| x |B|.

0.61 Exercice. Quelle est la cardinalité de {{0,1},{a,b}} x {c, 5,7} ?

0.3.2 Ensembles finis et infinis

Nous avons une idée intuitive de ce qu’est un ensemble fini ou infini. Par exemple,
nous savons que I’ensemble {4,5,6,7} est fini, alors que N et R sont infinis. Nous
allons maintenant donner une définition rigoureuse de cette notion.

0.62 Définition. Un ensemble S est dit fini ssi |[S| < |N|; dans le cas contraire
(c’est-a-dire lorsque |S| > |NJ|), il est dit infini. O
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0.63 Exercice. En utilisant la définition 0.62, dites si les ensembles suivants sont
finis ou infinis et expliquez pourquoi.

1. O
2. N
3. R

|

Remarquez que le fait que N soit le plus petit ensemble infini est une simple
conséquence de la définition 0.62. Remarquez aussi qu’il existe beaucoup d’autres
ensembles infinis < aussi petits> que N (voir exercice 0.60, partie 2).

0.3.3 Ensembles dénombrables et non dénombrables

0.64 Définition. Un ensemble S est dit dénombrable ssi |S| < |NJ|. Dans le cas
contraire, il est dit non dénombrable. O

0.65 Exercice. Dites si les ensembles suivants sont dénombrables ou non dénom-
brables et expliquez pourquoi.

1. O
2. N

3. Un ensemble fini S quelconque

O

Lorsqu’un ensemble est dénombrable, il devient possible de donner une méthode
pour énumérer ses éléments de sorte que n’importe quel élément donné soit nommeé
aprés un nombre fini d’étapes. Lorsque ’ensemble est fini, il est facile de donner une
telle méthode. Voici un exemple simple dans le cas de ’ensemble infini

T={keN:(IneN:k=3n)}
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(I’ensemble des naturels divisibles par 3). La fonction f : N — T définie par f(n) = 3n
(ou encore par f = {(m,n) : n = 3m}) est bijective; par conséquent, |T'| = |N|. Pour
énumérer les éléments de 7T, il suffit de le faire dans I'ordre

f(0), £(1), £(2), F(3), .-,

c’est-a-dire
0,3,6,9,...

Ainsi, n’importe quel nombre naturel donné, divisible par 3, sera éventuellement
nomme.

ATTENTION : On ne dit pas que tous les nombres naturels divisibles
par 3 seront éventuellement nommeés. Cela ne peut se faire en un temps

fini.

Il est parfois plus facile de donner une méthode pour énumérer un ensemble S
infini dénombrable que de trouver une fonction bijective f : N — S.

0.66 Exemple. Montrons que N x N est dénombrable. C’est I’ensemble des paires
de nombres naturels. La méthode pour énumérer les paires est la suivante.

1. Enumérer les paires dont la somme des composantes est 0, puis 1, puis 2, ...

2. Pour énumérer les paires dont la somme est n, commencer par la paire dont la
premiére composante est 0, puis 1, puis 2, ...

Le début de I’énumération est donné dans la table suivante, en la lisant de haut en
bas et de gauche a droite.

Somme
0 (0,0)
1 (0,1) (1,0)
2 (02 (1,1) (2,0)
3 (0,3) (1,2) (2,1) (3,0
4 (0,4) (1,3) (2,2) (3,1) (4,0

Une telle description est parfaitement convaincante. Etant donnée n’importe quelle
paire (par exemple (101, 3456)), il est évident qu’elle sera éventuellement nommée.
11 est plus difficile de trouver une fonction bijective f : N — N x N. O

Nous savons ce qu’est un ensemble non dénombrable, mais nous ne savons pas
encore s’il en existe un. Le prochain théoréme nous permettra de montrer que c’est
le cas. Il démontre que pour n’importe quel ensemble S, on a |S| < [2(S)|. En fait,
pour un ensemble fini F, cela découle directement des exercices 0.53 et 0.57. En effet,
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si |[E| =n, on a [{Q(E)| = 2". Comme n < 2", pour tout n € N, on a le résultat
annoncé (pour les ensembles finis).
Voici maintenant le théoréme qui démontre le cas général.

0.67 Théoréme. Soit S un ensemble quelconque (fini ou infini). On a |S| < |§(S)].

DEMONSTRATION. Evidemment, |S| < [((S)|, car la fonction g : S — 2(S) définie
par

g(s) = {s} (pour tout s € S)

est injective. Il suffit donc de montrer que S| # [(0(S)|. Pour cela, montrons qu’il
n’existe pas de fonction surjective de S dans §(S5).
Procédons par contradiction et supposons qu’il existe une fonction surjective

f:5— p(S)
Définissons 1’ensemble
T={seS:s¢f(s)}
Voici un exemple; il ne fait pas partie de la preuve. Supposons S = N, f(3) = {2, 3,4}

et f(4) ={8,9,10,11,12,13}.On a3 € f(3) et 4 ¢ f(4),do01 3¢ T et 4 € T. Fin de
I’'exemple.

Supposons s € S. Par définition de 7', on a

seT & s ¢ f(s).

Remarquons aussi que 7 C S et donc T € §(S). Ces deux propriétés seront utilisées
dans la preuve. Dérivons maintenant la contradiction annoncée.

f surjective

= ( f surjective signifie qu’il est possible d’atteindre n’importe quel
élément de (J(S) (et donc, en particulier, T') & partir d'un élément
de S. )
dseS:f(s)=T
& (s€ f(s)Vs ¢ f(s)estvrai; (vraiA f(s) =T) < f(s) =T. Cela

peut se vérifier facilement avec les tables de vérité. )
dseS:(sef(s)Vs& f(s))Nf(s)=T
& ( Distributivité de A sur V. Encore une fois, cela se vérifie facilement
au moyen des tables de vérité. )

ds€S:(s€f(S)ANf(s)=T)VI(s€ f(s)N[f(s)=T)
& ( P AP < P pour tout prédicat P )
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dseS:(sef(s)nse f(s)Nf(s)=T)
V(s fs)Ns & f(s)Af(s)=T)

& ( Puisque f(s) =T,s€ f(s) & seTetsg f(s)s¢gT.)
dseS:(sef(s)NseTANf(s)=T)V(s€ f(s)Ns&TAf(s)=T)
= (PANQ = P;

(P=P)ANQ=Q)=(PVQ=PVQ);
(P=P)=(Fz:P)= (Fz:P)))
dseS:(sef(s)NseT)V(s¢ f(s)Ns¢T)

& ( Par définitionde T, s € f(s) s ¢ T.)
dseS:(s¢gTANseT)V(seTANs¢gT)

& ( PN—-P < faux. )
ds € S : faux V faux

& ( Table de vérité. )
ds € S : faux

& ( La notation (ds € S : p(s)) signifie qu’il existe un s dans S tel

que p(s) est vrai. Or il ne peut y avoir de s tel que faux soit vrai. )
faux.

A cause de cette contradiction, il faut rejeter ’hypothése initiale. Il n’y a donc pas
de fonction surjective de S dans §2(S), d’ou |S| < [§(S)]. O

0.68 Corollaire. [N| < |[(Q(N)|.

DEMONSTRATION. C’est une conséquence immédiate du théoréme 0.67. O

Ce corollaire montre qu’il y a des ensembles infinis de cardinalités différentes.

Et alors?

Ce résultat est d’une importance capitale pour le cours. C’est lui qui nous per-
mettra de montrer qu’il y a des problémes qui ne peuvent étre résolus par aucun
ordinateur. Montrons immédiatement que votre langage de programmation favori est
limité.

0.69 Théoréme. Il existe une fonction que votre langage de programmation favori
ne peut calculer.

DEMONSTRATION. Les données d’entrée et de sortie d’un programme sont des sé-
quences de bits. On peut considérer une séquence de bits comme un nombre naturel
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exprimé en binaire (en ajoutant un bit 1 au début de la séquence, de sorte que les 0
initiaux soient significatifs). Donc un programme calcule une fonction de N dans N.
Combien y a-t-il de fonctions de N dans N 7 Soient
e F={f:(f:N—={0,1})} 'ensemble des fonctions de N dans {0,1};
e G={f:(f:N— N)} 'ensemble des fonctions de N dans N.
Sarement, |F'| < |G|. Mais on peut faire correspondre a chaque fonction f € F un
sous-ensemble X C N de la maniére suivante :
neXsif(n)=1
ng X sif(n)=0

(f s’appelle la fonction caractéristique de X'). Par exemple, la fonction f suivante

n 012345678
fn) 110100011

correspond au sous-ensemble
X =1{0,1,3,7,8,...}.

On a donc

F| = [pDN)],
d’ou

|G| > [Q(N)].

G est donc non dénombrable. Mais ’ensemble des programmes qu’on peut écrire avec
votre langage préféré est dénombrable, car ces programmes sont construits a partir
d’un nombre fini de symboles. Il est donc possible d’énumérer les programmes de
longueur 1, puis ceux de longueur 2, etc. (par exemple en ordre alphabétique).

Par conséquent, il existe une fonction que ne peut calculer un langage de pro-
grammation donné. O

Cette démonstration fait le lien entre les fonctions de N dans {0,1} et QO(N). Ily
a aussi un lien entre ces fonctions et R. Par exemple, soit f: N — {0,1} la fonction
suivante :
n 0 23456 78
f(n) 1 01000011
En ajoutant un «.>» avant le premier chiffre, la deuxiéme ligne peut étre considérée
comme ’expansion binaire d’un nombre réel 7 € [0,1]Z{z € R:0< 2 <1}.On a

[F|=110,1] ]

1
1

0.70 Exercice. L’ensemble R est-il dénombrable ? Pourquoi ?
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0.3.4 Problémes

1. (a) Comparez les cardinalités des ensembles suivants et justifiez votre réponse.
P={keN:k<15A(3j€N:k=2j)}
Q={keN:k<15A(3j€N:k=3j)}

(b) Quelle est la cardinalité des ensembles suivants ? Justifiez votre réponse.
i. {a}
ii. @
(c) Soient les ensembles A = {{0,1},{a}}, B={a, 5,7} et C ={0,1,2,3,4}.
Quelle est la cardinalité des ensembles suivants ?

i. BxC
ii. Cx B
iii. AxBxC
iv. Cx0
2. Donnez un exemple de deux ensembles A et B, non vides et disjoints, tels que
(a) [A] <[B| < |AU BJ;
(b) |A[ <|B|=[AUBI;
(c) |[A]=|B|=|AuUB|.
3. Montrez que [N| = |N x N x N|.

4. En utilisant les définitions 0.62 et 0.64, dites si les ensembles suivants sont finis,
infinis, dénombrables ou non dénombrables et expliquez pourquoi.

(a) ©
(b) P={keN:(JjeN:k=2j)}

5. Donnez des exemples qui montrent que l'intersection de deux ensembles non
dénombrables peut étre :

(a) finie (un exemple);
(b) infinie, mais dénombrable (un exemple);
(c) non dénombrable (un exemple).

6. Montrez que si X est un ensemble non dénombrable et ¥ un ensemble dénom-
brable, alors X — Y doit étre non dénombrable.

7. Montrez que |[R| < [[0,1]].



Chapitre 1

Automates finis et langages réguliers

OBJECTIFS GENERAUX

1. Comprendre la notion de langage.

2. Comprendre les capacités et les limites des automates finis en tant que disposi-
tifs de reconnaissance de langages. Faire le lien avec les grammaires réguliéres
et les expressions réguliéres.

31
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1.1 Notion de langage

OBJECTIFS SPECIFIQUES
1. Dire si une séquence donnée appartient & un langage donné et expliquer pour-
quoi.

2. Décrire en frangais un langage exprimé formellement par une expression en-
sembliste.

3. Donner une expression ensembliste représentant un langage décrit par une
phrase francaise.

Dans ce chapitre et aussi dans les suivants, nous allons étudier le concept de lan-
gage. Tous les concepts que nous introduirons essaieront de mieux cerner les propriétés
des langages. Etant donnés nos objectifs d’ordre informatique, les langages que nous
examinerons seront exprimés par des représentations qu’on appellera, dépendant du
contexte : automates, grammaires, expressions ou algorithmes.

Dans les langages naturels comme le francais, on distingue, entre autres, trois en-
tités : les lettres, les mots et les phrases. Un ensemble de lettres agencées cote a cote
forme un mot. Parallélement, un ensemble de mots unis en chaine de gauche a droite
forme une phrase. Ce ne sont pas toutes les collections de lettres qui forment des
mots valides et de méme, ce ne sont pas tous les agencements de mots qui forment
des phrases acceptables. Cette situation est vraie aussi pour les langages informa-
tiques comme Pascal ou C. Seulement certaines chaines de caractéres forment des
commandes reconnaissables.

Il a été nécessaire d’adopter une structure des langages dans laquelle la décision
d’accepter ou de refuser un mot ou une phrase n’est pas faite & ’aveuglette mais est
basée sur des régles non ambigués. C’est la structure théorique de ces régles que nous
allons étudier. Nous obtiendrons des machines théoriques qui pourront servir a vérifier
si oui ou non, un mot appartient bien & un langage ; ce sera le cas des automates en
particulier. Il y aura d’autres représentations de langages, par exemple : grammaires et
expressions réguliéres. Nous classerons les différents langages découverts. Plus nous
avancerons dans le cours, plus les classes de langages s’agrandiront et engloberont
les précédentes. Ainsi nous connaitrons mieux nos limites dans ’expression et la
vérification des langages informatiques.

L’application la plus directe de cette étude des langages est la construction des
compilateurs. Une des fonctions des compilateurs est de vérifier si les mots d’'un
programme respectent les régles de formation imposées par le langage. Par exemple,
en Pascal, le compilateur doit reconnaitre les termes : PROGRAM, BEGIN et les
instructions de la forme IF ... THEN ...ELSE, mais doit refuser la suite de mots
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IF ... WHILE ... THEN. Chaque compilateur doit donc étre capable de dire si un
programme est syntaxiquement correct. La partie du compilateur qui s’en occupe se
nomme analyseur syntaxique. L’analyseur syntaxique n’est pas simple & construire.
Il suffit de penser a la syntaxe du langage Pascal pour comprendre la difficulté qu’ont
eu ceux qui ont réalisé son analyseur syntaxique. C’est cette complexité des langages
qui en a motivé ’étude théorique et rigoureuse.

Pour débuter notre étude des langages, nous devons nous entendre sur ce qu’on
appelle langage. Jusqu’ici, nous prenions pour acquis la définition informelle, com-
mune 3 tous. Or, les termes que nous utiliserons doivent étre clairs et bien définis.
Commencons par le plus simple, ce qu’est un alphabet.

1.1.1 Alphabets

1.1 Définition. Un alphabet est un ensemble fini, non vide, de symboles. On le

dénote généralement par 3. |
1.2 Exemple. ¥ = {a, b, c} est un alphabet. a
1.3 Exercice. L’ensemble des caractéres ASCII est-il un alphabet ? ]

Nous dirons que chaine, séquence et suite sont synonymes, de méme que caractére
et symbole. Ainsi, une chaine finie de caractéres est la méme chose qu'une suite finie
de caractéres ou qu’'une séquence finie de symboles.

1.4 Notation. La séquence ne contenant aucun symbole, appelée séquence vide, est
aussi une séquence de symboles. Nous la dénoterons par A. Puisque la concaténation
d’une séquence vide et d’une séquence quelconque s est la séquence s elle-méme, la
séquence vide obéit aux lois suivantes :

As = s\ = s.
O
1.5 Exercice. Simplifiez I’expression des séquences suivantes.
1. dabic =
2. A\ =
O

1.6 Définition. Soit X un alphabet. On dénote par ¥* ’ensemble de toutes les
séquences finies de symboles de 3. O

Notez que, d’aprés cette définition, la séquence vide appartient a X*, pour tout
alphabet .
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1.7 Exemple. Voici un alphabet ¥ = {a, b, c}. Alors
¥ ={\a,b,c,aa,ab,ac, ..., aaa,aab,. .., acaa,acabd, ..., accaa, ... }.

Notons que le symbole A n’appartient pas a 1’alphabet Y. Il représente la séquence
vide. 0

1.8 Remarque. Le symbole * représente un opérateur unaire! qui, appliqué a un
alphabet 3, donne un ensemble infini ¥*. On dit que X* est la fermeture de 'alphabet
Y. Bien que la fermeture d’un alphabet soit un ensemble infini, il est néanmoins
dénombrable. Il suffit d’énumérer les séquences de longueur 0, puis 1, puis 2, ... O

1.9 Exercice. Soit I'alphabet ¥ = {0, 1}. Enumérez les 15 premiéres séquences (par
ordre de longueur croissante) de X*.

|

1.10 Exercice. Supposons a € X. La séquence contenant une infinité de a, c’est-a-
dire aaaaaa . . ., appartient-elle & ¥* 7

|
1.11 Notation. Soient ¥ un alphabet quelconque, s € ¥* et n € N. Alors
s"=s...8.
N o’
n fois
|
1.12 Exemple.
e a* = aaaa
o (mn)?t® = mnmnitt
O

1.13 Exercice. Exprimez les séquences suivantes sans utiliser d’exposant. L’alpha-
bet est ¥ = {0, 1}.

1. 0?12
2. (01)?
3. ((00)?13)2

1On appelle cet opérateur 1’étoile de Kleene, d’aprés le nom du premier mathématicien qui a
utilisé cette notation.
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4. 1°

Les exposants permettent de décrire certains ensembles de maniére concise.

1.14 Exemple. L’ensemble {a™ba™ : m € N An € N} est 'ensemble des séquences
ayant un seul b, précédé et suivi d’'un nombre quelconque de a. O

1.15 Exercice. Décrivez en mots les ensembles L, et L, suivants. Dites lesquelles
des séquences données appartiennent a ’ensemble et expliquez pourquoi.
1.2 ={a}, Li={a":neN}
°a
® aaaaaq
2. 2={0,1,+,—}, Ly={s’ts’ :jeNTA(s=0Vs=1)A(t=+Vi=—)}
e 0+ 40
e 0+ 10

|

1.16 Exercice. Donnez une expression ensembliste décrivant ’ensemble des séquen-
ces sur l'alphabet {a,b} qui contiennent deux a, 'un au début et l'autre a la fin, et
qui contiennent un nombre pair de b entre les deux a.

|

1.17 Définition. La longueur d’une séquence finie w est le nombre de symboles
qu’elle contient. On écrit |w| pour représenter cette longueur. O

1.18 Exemple. Soit ¥ = {a,b,c}. On a |a| = 1, |abec| = 3 et |aaa| = 3. O

1.19 Exercice. Pour lalphabet ¥ = {a, b, ¢}, donnez la valeur des expressions sui-
vantes.
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1. ||
2. |aarbcal|
3. |(a?b3ch)?|
O

On peut trouver une certaine similarité entre ¥* et 0(X) mais il ne faut pas
confondre 'un avec ’autre. Ce sont deux entités bien différentes. En particulier,

0 ({a}) ={9,{a}}
est fini mais
{a}* = {\, q,aq,aaaq, acaaq, ...}

est infini.

1.1.2 Langages

1.20 Définition. Un langage sur un alphabet ¥ est un sous-ensemble de I’ensemble
DI a
1.21 Exemple. Soit l'alphabet ¥ = {a, b, c}. Les ensembles suivants sont des lan-
gages sur X : L = {a,b,aa,abc,abbc}, P = {\, a,aa,aaqqa,...}. En effet, L C ¥* et
P C¥*. a

Un langage peut étre fini ou infini et il peut contenir la séquence vide ou ne pas

la contenir. Il faut aussi se rappeler que, quel que soit le langage, les séquences qu’il
contient sont toujours de longueur finie.

1.22 Remarque. D’aprés la définition 1.20, I’ensemble des langages sur un alphabet
¥ est (X*). Comme ¥* est infini et que |¥*| < [§0(X*)| (d’aprés le théoréme 0.67),
on voit que ’ensemble des langages sur un alphabet donné est non dénombrable.
Rappelons que ¥* est dénombrable, pour tout alphabet 3. |
1.23 Exercice. Dites si ces affirmations sont vraies ou fausses. Expliquez votre choix.
{0,1,+, —, X, +} est un alphabet, ou 0,1, +, —, X et + sont des symboles.

{a; : i € N} est un alphabet, ot chaque a; est un symbole et a; # a; si ¢ # j.
A est un langage.

@ est un langage.

{A} est un langage.

O e {A}.

A=0.

NG W=
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1.1.3 Diagrammes de transitions

Nous venons de voir ce qu’est un langage et comment on peut définir un langage au
moyen d’une expression ensembliste. Dans cette section, nous introduisons le concept
de diagramme de transitions, qui nous permettra d’aboutir & une vision opérationnelle
de ce qu’est un langage. En effet, les diagrammes de transitions sont des composantes
essentielles des dispositifs de reconnaissance de langages (automates, machines de
Turing) qui sont présentés par la suite.

1.24 Définition. Un diagramme de transitions est une collection finie d’états (repré-
sentés par des cercles) et de transitions (représentées par des arcs dirigés) telle que :

e Chaque état peut étre étiqueté. Les étiquettes sont uniques.

e Un et un seul des états est pointé par une petite fléche (—) qui I'identifie comme
état initial.

e Certains cercles peuvent étre doubles (c’est-a-dire formés de deux cercles con-
centriques). Ce sont les états finauz (ou états accepteurs). Il peut ne pas y avoir
d’état final.

e Chaque transition relie deux états (pas nécessairement différents).

e Chaque transition est étiquetée par un symbole d’un alphabet.

Pour éviter d’avoir a tracer un trop grand nombre de transitions, certaines abré-
viations sont utilisées. Celles-ci permettent d’étiqueter une transition par plusieurs
symboles, ou bien par une séquence de symboles ou encore par un symbole spécial.
Voyez la notation 1.26. O

1.25 Exemple. Voici un exemple d’un diagramme de transitions associé a I’alphabet,
¥ = {a, b}. On remarque toutes les caractéristiques précisées. L’ensemble des états
est {1,2,3,4}. Il y a un et un seul état initial, I’état 1 (la petite fleche l'indique).
Chaque arc est étiqueté. On remarque aussi qu’il y a un état final, ’état 4.

O

1.26 Notation. Pour éviter de surcharger un diagramme, il est possible d’utiliser
certaines abréviations.
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1. Au lieu d’utiliser plusieurs arcs entre deux états, on en utilise un seul en I’étique-

tant avec les étiquettes des arcs originaux empilées I'une au-dessus de I'autre.
Ainsi, le diagramme de droite est une abréviation du diagramme de gauche.

. Dans le diagramme de droite ci-dessous, 1’étiquette abc est une séquence de

symboles. Ce diagramme est une abréviation du diagramme de gauche.

@@@b@c@ .abc@

. Le diagramme suivant est un diagramme de transitions associé a I’alphabet X =

ensemble des caractéres ASCII. Ses transitions sont étiquetées par des symboles
spéciaux (lettre, chiffre) représentant chacun un certain sous-ensemble de 3 :

lettre = {a,...,z,A,...,Z} et chiffre ={0,...,9}.

Sans cette abréviation, il faudrait tracer 26 4+ 26 + 10 = 62 arcs de I’état 3 a
I’état 3.

@A chiffre @ lettre N @ lettre

chiffre

Ce diagramme représente la syntaxe d’un identificateur telle qu’elle est définie
dans plusieurs langages de programmation. En effet, si on suit les transitions en
partant de ’état initial 1, jusqu’a I’état final 3 (o2t on peut boucler), on obtient
une description d’un identificateur en concaténant les étiquettes rencontrées sur
les transitions.

O

1.27 Exercice. La figure ci-dessous est un diagramme de transitions associé a 1’al-
phabet 3 = {a, b}, et n’ayant pas toutes les caractéristiques exigées. Enumérez toutes
celles qui ne sont pas respectées.

abb
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Voyons maintenant comment construire une représentation tabulaire d’un dia-
gramme de transitions dans le cas oi1 il y a au plus une transition étiquetée ¢ qui quitte
un état donné s (le diagramme de P'exemple 1.25 ne satisfait pas cette contrainte,
puisque deux transitions étiquetées b quittent I’état 2). Cette représentation pourra
étre utilisée par un algorithme.

1.28 Définition. Une table de transitions associée a un diagramme de transitions
est une matrice & deux dimensions telle que :

e La matrice a une ligne pour chaque état du diagramme.

e Elle a une colonne pour chaque symbole utilisé comme étiquette d’'un arc du
diagramme.

e L’entrée de la nieme ligne et de la mieme colonne est 1’état atteint dans le dia-
gramme de transitions en quittant 1’état n par I’arc dont I’étiquette est celle de
la colonne m. Si un tel état n’existe pas, I’entrée contient le mot ERREUR.

e On ajoute une colonne indicée par le caractére spécial de fin de séquence FIN.
Une entrée de cette colonne est le mot ACCEPTE si I’état (ligne) est final ou
ERREUR sinon.

O

1.29 Exemple. La table de transitions ci-dessous correspond au dernier diagramme
de transitions de la notation 1.26. Les lignes correspondent aux états et les colonnes
aux symboles de I'alphabet. Il y a une colonne supplémentaire étiquetée FIN; elle
indique ce qu’il faut faire si la fin de la séquence lue est atteinte. Voici un exemple
de lecture d’une entrée dans la table. L’obtention d’une lettre dans I’état 3 force une
transition vers I’état 3, comme on peut le voir a la ligne 3, colonne « lettre .

lettre chiffre FIN
1 3 2 ERREUR
ERREUR | ERREUR | ERREUR
3 3 3 ACCEPTE

O

1.30 Exercice. D’apreés la table de transitions de ’exemple 1.29, quelle transition
doit étre effectuée a I’obtention d’un chiffre dans I’état 27
O

La figure 1.1 donne 'analyseur lexical (sous forme algorithmique) venant de la
table de transitions de ’exemple 1.29. Il simule le comportement du diagramme de
transitions en utilisant la table de transitions qui lui est associée pour analyser une
séquence de symboles dont la lecture se fait symbole par symbole.

Cet algorithme peut facilement se généraliser & des diagrammes de transitions plus
complexes. Lorsqu’il termine dans 1’état ACCEPTE, on dit que la séquence d’entrée
est acceptée ou reconnue. Une séquence acceptée correspond & une suite d’étiquettes
menant de I’état initial & un état final.
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Etat :=1;
Répéter
Lire le symbole d’entrée suivant et le mettre dans la variable Symbole ;
Dans le cas ot Symbole est
une lettre : Lu := “lettre”;
un chiffre : Lu := “chiffre”;
FIN : Lu := “FIN”;
Autre : Etat := “ERREUR”;
Si Etat # “ERREUR” alors Etat :— Table [Etat, Lu];
jusqu’a ce que Etat = “ACCEPTE” ou Etat = “ERREUR”.

F1G. 1.1 — Analyseur lexical correspondant & la table de I’exemple 1.29

1.1.4 Problémes
1. L’ensemble vide @ est-il un alphabet ?

2. Décrivez en mots I’ensemble L suivant. Dites lesquelles des séquences données
appartiennent a ’ensemble et expliquez pourquoi.

Y ={t,0}, L, =1{(to)”:neN}

e {too
e tototo

3. Donnez une expression ensembliste décrivant ’ensemble des séquences sur 1’al-
phabet {0} qui contiennent un nombre premier de 0.

4. Dites si les affirmations suivantes sont vraies ou fausses. Expliquez votre choix.

(a) @ Z {A}.
)
)

d) ©={\}.
)
)
)

ensemble contient trois séquences de symboles.
(h) ¥* est un langage, pour tout alphabet 3.
(i) Soit L un langage. Alors A € L.
(j) ¥* — ¥* est un langage.
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5. Construisez ’analyseur lexical correspondant au diagramme de transitions de
I’exemple 1.32.

6. Construisez un diagramme de transitions qui reconnait des expressions arithmé-
tiques de longueur arbitraire. Les expressions sont constituées d’entiers positifs
(sans le symbole du signe) séparés par les symboles d’addition, de soustraction,
de multiplication ou de division.

7. A partir du diagramme précédemment construit, donnez la table de transitions
et son analyseur lexical.

1.2 Automates finis déterministes

OBJECTIFS SPECIFIQUES

1. Démontrer le fonctionnement d’un automate fini déterministe donné en énu-
mérant les configurations du ruban et les états consécutifs a une configuration
initiale donnée.

2. Démontrer 1’acceptation ou le rejet d’'une séquence de symboles donnée par
un automate fini déterministe donné.

Maintenant que nous avons introduit le concept de langage, nous allons nous at-
taquer plus profondément & la question de la représentation des langages par des dia-
grammes de transitions. La notion d’automate fini déterministe présentée ci-dessous
formalise ces derniers. Auparavant, examinons des types particuliers de diagrammes
de transitions.

1.31 Définition. Un diagramme de transitions avec alphabet X est dit compleéte-
ment défini si, pour chaque symbole s € ¥ et chaque état e, il y a au moins une
transition étiquetée s qui quitte e. O

1.32 Exemple. Le diagramme de transitions ci-dessous, associé a I'alphabet ¥ =
{a, b}, est complétement défini car, pour chacun des états 1, 2 et 3, il y a au moins
une transition étiquetée a et au moins une transition étiquetée b qui quitte I’état en
question.
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O

1.33 Exercice. Le diagramme de transitions associé a I’alphabet ¥ = {a, b} repré-
senté a ’exemple 1.25 est-il complétement défini ?
O

1.34 Définition. Un diagramme de transitions avec alphabet ¥ est dit non ambigu
si, pour chaque état e et chaque symbole s € X, il existe au plus une transition
quittant e et étiquetée s. O

1.35 Exemple. Le diagramme de transitions de I’exemple 1.25 est ambigu car, de
I’état 2, il y a une transition étiquetée b qui se dirige vers I’état 1 et il y a une
transition de méme étiquette qui se rend vers I’état 4. O

1.36 Exercice. Le diagramme de transitions associé a I'alphabet ¥ = {a, b} repré-
senté a I’exemple 1.32 est-il ambigu?
O

1.37 Définition. Un diagramme de transitions déterministe par rapport & un al-
phabet donné est un diagramme complétement défini et non ambigu. O

1.38 Exemple. En supposant que son alphabet est ¥ = {a, b}, le diagramme de
transitions ci-dessous n’est pas déterministe car il n’est pas complétement défini :
entre autres, il n’y a pas de transition étiquetée b qui quitte 1’état 2. Le diagramme
de transitions associé a I’alphabet ¥ = {a, b} de I'exemple 1.25 n’est pas non plus
déterministe car il est ambigu (selon I'exemple 1.35).

®
b a
OO

O

1.39 Remarque. Voici une maniére de procéder pour rendre déterministe un dia-
gramme de transitions non ambigu. On commence par ajouter un état non final au
diagramme (on appelle cet état un état poubelle ou état puits, pour des raisons qui
deviendront évidentes). Pour chaque symbole de l’alphabet, on dessine un arc qui
part de I’état précédemment ajouté et qui se rend a ce méme état. Enfin on ajoute
des arcs des autres états jusqu’au nouvel état jusqu’a ce que chaque état soit ’origine
d’un arc pour chaque symbole de ’alphabet. On remarquera que souvent cette tech-
nique alourdit le diagramme et peut en cacher ’essentiel. C’est pour cette raison que
certains des diagrammes ultérieurs ne seront pas rendus complétement définis. O
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1.40 Exemple. Le diagramme de gauche ci-dessous est non déterministe et non
ambigu. On peut lui appliquer la technique précédente pour le rendre déterministe par
rapport a 'alphabet ¥ = {0, 1}. Il suffit d’ajouter I’état 4 qui recevra des transitions
venant des états 2, 3 et 4 de maniére & compléter le diagramme pour le rendre
complétement défini. Le diagramme résultant, donné a droite, est non ambigu et
complétement défini; il est donc déterministe.

® O+
1 1
0 0
O OO
O

1.41 Exercice. Si possible, rendez déterministe le diagramme ci-dessous. L’alphabet
est ¥ = {a, b}.

O

1.42 Définition. Un automate fini déterministe consiste en un quintuple de la forme
(S,%,6,t, F). Voici la description des différentes composantes.
e S est un ensemble fini d’états.
> est 'alphabet de I'automate.
d est une fonction (appelée fonction de transition) de S x ¥ dans S.
L € S est ’état initial.
F C S est I’ensemble des états finaux.

1.43 Exemple. Le quintuplet ({A, B,C},{a,b,c},d, A,{A, B}), ou la fonction
6:{A, B,C} x{a,b,c} - {A, B,C}
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est définie par

d(A,a) =B d(A,0)=C d(A,c)=A
(B,a) =A d(B,b)=B d(B,c)=C
§(Cya)=A 6(C,b) =B 3(C,c) =C,

est un automate avec
e ensemble d’états {A, B,C},
e alphabet {a,b, c},
e fonction de transition 4,
e état initial A,
e ensemble d’états finaux {A, B}.
Le diagramme de transitions correspondant a la fonction de transition ¢ est le suivant.

Remarque : On peut aussi définir § comme suit.

6 = {((A7 a)? B)7 ((A7 b)7 0)7 ((A7 C)? A)i
((B7 a)? A)7 ((B7 b)7 B)’ ((B7 C)? 0)7
((07 a’)’ A)’ ((07 b)7 B)? ((CJ C)? C)

1.44 Exercice. Donnez le diagramme de transitions correspondant a ’automate

({0,1,2,3},{f, 9, h},6,0,{2}),

ou ¢ est définie par

6(0,f) = 6(0,9) =1 6(0,h) =1
6(L,f) =1 6(1,9) =2 6(1,h) =3
6(2,f)=0 6(2,9) =3 6(2,h) =3
5(3,f) =3 5(3,9) = 3 5(3,h) = 3.
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O

1.45 Exercice. Soit ¥ = {a, b}. Donnez 'automate (5,3, d, ¢, F') correspondant au
diagramme de transitions ci-dessous.

O

1.46 Remarque. Le diagramme de transitions n’est pas un automate; il n’est que
la représentation de la fonction de transition de la machine. Cependant, nous dirons
souvent d’un diagramme de transitions que c’est un automate, & cause du lien direct
qu’il y a entre les deux notions.

On remarque les caractéristiques suivantes d’un automate fini déterministe quel-

conque :

e Pour chaque couple (p, z) € Sx3, il existe un et un seul g € S tel que §(p, ) = ¢
(par définition méme de ce qu’est une fonction).

e A tout automate fini déterministe correspond un diagramme de transitions dé-
terministe. C’est parce que, comme toutes les fonctions, la fonction de transition
d’un automate fini déterministe est totale (complétement définie) et non ambi-
gue.

e Le qualificatif < fini » est utilisé pour indiquer que ’automate ne posséde qu’un
nombre fini d’états, que son alphabet est fini et que son nombre de transitions
est aussi fini.

O

Pour rendre un peu plus concret le concept d’automate, nous pouvons visualiser
un automate comme une machine avec un ruban contenant une séquence de caracte-
res (symboles) & analyser, une téte de lecture pour lire les caractéres sur le ruban, et
un mécanisme de controle qui peut changer d’état.
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T To e | Xy e ruban

Direction de la téte de lecture : —

Or Meécanisme de controle et indicateur d’état

e Le ruban est divisé en cases et est infini vers la droite. La séquence finie a
analyser est placée au début du ruban. La téte de lecture repose sur le prochain
symbole & lire. Initialement, la téte de lecture est sur la case la plus a gauche.

e [’analyse d’'une séquence de symboles se fait séquentiellement. Tous les sym-
boles de la séquence doivent étre lus par I'automate, un a la suite de ’autre en
partant du premier symbole de gauche.

e Le mécanisme de controle a la tache de choisir un nouvel état, a partir de 1’état
actuel et du symbole lu (conformément 4 la fonction de transition). C’est comme
un programme qui calcule I’état suivant.

e L’automate accepte (reconnait) la séquence d’entrée si et seulement si la tran-
sition effectuée lors de la lecture du dernier symbole ’'améne dans un état final.

1.47 Définition. L’automate fini déterministe M = (S, %, §, ¢, F') accepte (ou recon-
nait) la séquence xT1xox3...x, (0 n € N) si, et seulement si, il y a une séquence
d’états sg, s1,. .., Sy, tels que so = ¢, s, € F, et pour tout j =1,...,n, 0(sj_1,z;) =
sj. Dans le cas contraire, on dit que I’automate rejette la séquence. O

En d’autres mots, I'automate accepte une séquence de symboles ssi la séquence,
lue de gauche a droite, correspond a une suite d’arcs conduisant de I’état initial & un
état final.

1.48 Exemple. Soit I'automate déterministe M décrit par le diagramme de transi-
tions suivant. Son alphabet est {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,-}. Le symbole C est un sym-
bole spécial remplacant n’importe quel chiffre : C € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}.

Voici une suite de configurations du ruban et d’états de 'automate décrivant
I’acceptation de la séquence 123.45 par M. La téte de lecture est sur le symbole
souligné.
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ruban état
123.45
123.45
123.45
123.45
123.45
123.45
123.45_

W W N - = =O

La séquence est acceptée, puisque 'automate est dans un état final (3) aprés la lecture
de la séquence.

La suite de configurations du ruban et d’états de 'automate ci-dessous décrit le
rejet de la séquence 88.0. . L’automate rejette la séquence car il termine la lecture
dans I’état 4, qui n’est pas un état final.

ruban état
88.0. 0

88.0.
88.0.
88.0.
88.0.
88.0._

=W N =

O

1.49 Exercice. Donnez les configurations du ruban et les états de I’automate fini
déterministe ci-dessous lors de la lecture des séquences suivantes. Dites si les séquences
sont acceptées.

1. a

2. b

3. aab

4. aaababb



48 CHAPITRE 1. AUTOMATES FINIS ET LANGAGES REGULIERS

O

1.50 Remarque. La définition 1.47 ci-dessus indique aussi comment la séquence
vide peut étre acceptée. Il suffit de prendre n = 0 dans la définition. La séquence
d’entrée est alors la séquence vide A. Pour I'accepter, I’état initial doit aussi étre
final. Aucune transition n’est faite. O

1.51 Exemple. L’automate suivant, dont I’alphabet est {0}, accepte la séquence
vide \. En effet, aprés avoir lu le dernier symbole d’entrée, il est dans un état final.
La suite de configurations menant a ’acceptation est donnée a droite de ’automate.

- ruban état

_ 0
O
1.52 Exercice. Dites si les automates suivants acceptent .
1.
—
2.
O—Q
3. ({S: T}7 {+7 _}’ {((S’ +)’ S)a ((Sa _)7T): ((T7 +)7 T): ((T> _)’ S)}’ Sa {S: T})
4. ({S, T}a {+a _}’ {((S’ +)’ S)a ((S’ _)a T)’ ((Ta +)a T), ((Ta _)’ S)}’ S’ {T})
O

1.2.1 Probléme

1. Si possible, rendez déterministe le diagramme ci-dessous. L’alphabet est ¥ =

{a, b}.
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1.3 Les limites des automates déterministes

OBJECTIFS SPECIFIQUES

1. Décrire le langage accepté par un automate fini déterministe donné.
2. Construire un automate fini déterministe acceptant un langage donné.

3. Démontrer qu’un langage donné n’est pas régulier.
gag g

1.3.1 Langages réguliers

Maintenant, nous allons relier la notion d’automate fini déterministe a celle de
langage. Nous verrons qu’un automate accepte un langage bien précis.

1.53 Définition. Soit M un automate fini déterministe qui a pour alphabet X.
Nous dénotons par L(M) I’ensemble de toutes les séquences de symboles reconnues
par 'automate M. Nous dirons que L(M) est le langage reconnu(ou accepté)par
I’automate fini M. O

1.54 Exemple. Soit A 'automate fini déterministe suivant.
a

DDA
@@

Les séquences acceptées ont un ou plusieurs b, suivis d’un unique a, suivi de zéro ou
plusieurs 6. On a donc

L(A) = {b™ab™ :m € NT An € N}.
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1.55 Exercice. Dites, en mots et au moyen d’une expression ensembliste, quel est
le langage reconnu par chacun des automates déterministes suivants.

1.

O

1.56 Exercice. Soit I'alphabet 3 = {b, h,%, 0, u}. Construisez un automate fini dé-
terministe qui reconnait le langage demandé.

1. {hibou, hi, bou, hou}
2. {(ho)"” : n € N}
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O

1.57 Définition. Un langage est dit régulier s’il existe un automate fini déterministe
qui le reconnait. O

Les langages de 'exercice 1.56 sont donc réguliers. Une facon de montrer qu'un
langage est régulier est de construire un automate qui reconnait ce langage. Nous
verrons d’autres méthodes dans les sections suivantes.
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1.58 Exercice.

1. Montrez que X* est régulier.

2. Montrez comment on peut transformer un automate fini déterministe M =
(S,%,4,t, F) pour quil accepte ¥* — L(M). Cet exercice démontre que le com-
plément d’un langage régulier (relativement & ¥*) est régulier.
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1.59 Exercice.
1. Soit ¥ = {a,b}. Enumérez tous les automates finis déterministes sur ¥ qui ont
1 ou 2 états. Considérez que les états sont étiquetés.
2. Dites combien il y a d’automates finis déterministes a n états étiquetés sur un
alphabet ¥ tel que |X| = £.

O

On conclut de cet exercice que ’ensemble des automates sur un alphabet ¥ est dé-
nombrable. Il suffit d’énumérer les automates a 1 état, puis ceux a 2 états, puis ceux

a 3 états, etc.
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1.60 Théoréme. Pour tout alphabet X, il existe un langage qu’aucun automate fini
déterministe ne peut reconnaitre.

DEMONSTRATION. Nous pouvons considérer seulement les automates dont 1’alphabet
est X, car 'ajout d’un arc avec un symbole z ¢ ¥ ne peut affecter la reconnaissance
d’une séquence w € ¥*.

Dénotons par Ay I’ensemble des automates déterministes finis sur I'alphabet 3.
D’aprés I’exercice 1.59, cet ensemble est dénombrable, c’est-a-dire

|As| < |NJ.

D’autre part, selon la remarque 1.22, ’ensemble des langages sur Y est non dénom-
brable, c’est-a-dire

INJ < [9(E7)]-
Par conséquent,

[As| < [P(E7)].
O

L’ensemble des langages est donc beaucoup plus grand que celui des automates.
Cependant, la preuve ci-dessus n’est pas constructive. Nous savons qu’il existe un
langage qui ne peut étre reconnu par aucun automate fini, mais nous n’avons pas
d’exemple d’un tel langage. La section suivante nous en donnera un.

1.3.2 Langages non réguliers

Nous allons montrer qu’aucun automate fini déterministe ne peut déterminer
si les parenthéses d’une expression arithmétique sont correctement équilibrées. Par
exemple, les deux premiéres expressions ci-dessous sont incorrectes, alors que la troi-
siéme est correcte.

a+ (b+cx(a—d)
a+b)+cx(a—d
a+(b+cx(a—d)+g)

Il est facile de dire si les parenthéses sont correctement équilibrées en lisant I’expres-
sion de gauche a droite, et en se rappelant la différence entre le nombre de parenthéses
gauches g et le nombre de parenthéses droites d. En tout temps lors de la lecture, on
doit avoir g > d. A la fin de la lecture, il faut que g = d. Le probléme, c’est qu’un
automate fini ne peut faire un tel calcul lorsqu’on lui donne une expression qui est
< trop longue >.
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En fait, nous allons montrer qu’'un automate fini ne peut reconnaitre le langage
{("™)"|n € N} sur 'alphabet {(,)}. Ce langage est pourtant plus simple que celui des
expressions arithmétiques parenthésées.

Considérons 'automate suivant. Afin de garder seulement les détails essentiels
pour la discussion qui va suivre, certaines transitions ont été supprimées. On remarque
que le diagramme de transitions n’est pas complétement défini, mais qu’il n’est pas
ambigu. On peut donc lui appliquer la technique de la remarque 1.39 afin de le rendre
complétement défini si désiré.

)
@ @ @
Q @

)

@@

)
®

Cet automate reconnait le langage fini {A, (), (()), ((())), (((())))}- Les séquences ac-
ceptées font partie du langage désiré. Cependant, les séquences (™)™ pour n > 4 ne
sont pas acceptées. Il y a une infinité de séquences rejetées qui devraient étre accep-
tées. Pour accepter cette infinité de séquences, il faut ajouter des boucles. Faisons la
tentative suivante.
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®
2.

Ce nouvel automate rejette (°)°, (°)? et des tas d’autres séquences qu’il devrait ac-
cepter, mais au moins, il accepte toutes les séquences de la forme (3™+1)3m+1 (par
exemple (7)7). Il accepte donc des séquences de la forme (™)™ pour un n arbitrairement
grand (c’est-a-dire qu’étant donné n’importe quel entier naturel j, il est possible de
trouver un entier n > j tel que ()" soit acceptée). Malheureusement, cet automate
accepte aussi les séquences (°)2, (°) et toutes les séquences de la forme (*™*1)* pour
m > 0. On voit bien que cela est dii & la boucle d’états 5 3 4 5, qui permet d’ajouter
((( autant de fois que désiré avant de passer aux parenthéses fermantes.

Une facon de décrire ’acceptation d’'une séquence est de donner la liste des états
traversés et, entre chaque paire d’états consécutifs, de donner le symbole lu lors de
la transition entre ces deux états. Par exemple, 1’acceptation de (()) est décrite par

1(2(3)7)10.
[’acceptation d’une séquence de la forme (**1)% peut donc se visualiser comme suit :
3m + 1 fois (
1(2(3(4(5(3(4(5(3(4(5...4(5)9)12)14)15.
~—— ~—— ~——
3 fois (3 fois ( 3 fois (

Pour bien comprendre le théoréme qui suit, il faut saisir la signification de < arbi-
trairement grand ». Un sous-ensemble non vide de N contient des nombres arbitrai-
rement grands s’il ne contient pas de nombre maximal. C’est donc un ensemble infini,
mais qui n’est pas nécessairement tout IN. Par exemple, I’ensemble des nombres pairs
contient des entiers arbitrairement grands.
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1.61 Théoréme. Si un langage régulier L contient des séquences de symboles de la
forme x™y™ pour des n € N arbitrairement grands, alors L doit aussi contenir une
séquence de la forme z™y™ ot n # m.

DEMONSTRATION. Soit M = (S,%,4,¢, F) un automate fini déterministe tel que
L(M) = L (un tel M existe par la définition 1.57). Il faut montrer que si L(M)
contient des séquences de la forme x"y™ pour des n € N arbitrairement grands alors
L(M) doit aussi contenir une séquence de la forme z™y" ot n # m.

L(M) contient des séquences de la forme z"y" pour des n arbitrairement

grands
= ( Signification de arbitrairement grand. )
Jk € N : k> |S| A zFyk € L(M)
= (1l'y a plus de symboles dans z* que d’états dans M. Lors de la
lecture de ¥, M doit passer au moins deux fois par un certain état,
disons s;. )
dk € N :3s; € S: a*yF € L(M) A M passe au moins deux fois par s; en
lisant z* ' _ '
= (I'y a donc une boucle qui permet de partir de s; et d’y revenir.

Supposons que j > 0 est la longueur de cette boucle. )
Jk € N: 35 € Nt : afy* € L(M) A M traverse une boucle de longueur j

lors de la lecture de z* _
= ( Une boucle peut étre traversée un nombre quelconque de fois. M

peut donc la parcourir une fois de plus. )
Jk € N:3j € N : zFy* € L(M) A 2*Hy* € L(M)
= ( D’ou le résultat annoncé. )

L(M) contient une séquence de la forme 2™y" avec n # m.

Pour mieux suivre la démonstration ci-dessus, voici deux schémas, le premier décri-

vant 1'acceptation de z*y* et le second l'acceptation de z*tiy*. s, s1,... sont des
états de M.
k fois x
S0 TS X ...8 T Sit1 ---T S -..T Sp Y Spy1 ---Y Sg-
PR ois
j fois x y
k + j fois x
So TSI X ...S; 2 Siy1 - T S T Siy1 - TS5 .-T Sp Y Spy1 -.-Y Sq-
o o k fois
j fois x j fois x Y
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Remarquons que le théoréme démontre que zFt7y* est acceptée, mais qu’en fait

k+25 k-+35 k+45, k

k—ij k k k

doivent aussi étre acceptées.

1.62 Exemple. La discussion qui précéde le théoréme 1.61 a illustré la difficulté de
reconnaitre (™)™ sans aussi accepter des séquences qui ne sont pas de cette forme.
En voici une autre illustration. L’automate fini non ambigu suivant (qui pourrait
étre complété en un automate déterministe) accepte les séquences de ’ensemble
{a®"T2p*"*2 . n € N}, par exemple aabb et aaaaabbbbb, mais il accepte aussi les
séquences de la forme a®™+2p3+2 ot myn € N et m # n (d’ot 3m + 2 # 3n + 2).
Ainsi, aaaaabb est acceptée.

O

1.63 Exercice. Montrez qu’il n’existe aucun automate fini déterministe M qui a
pour langage L(M) = {a™b" : n € N} .
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Pour prouver qu’un langage L n’est pas régulier, une preuve par contradiction est
souvent appropriée. Une méthode qui est parfois utile est la suivante : On suppose qu’il
existe un automate fini M tel que L(M) = L. On choisit ensuite une séquence w € L
suffisamment longue (plus longue que le nombre d’états de M). La reconnaissance
de w ne peut donc se faire sans qu’il y ait une boucle (c’est I'idée utilisée dans le
théoréme 1.61). On montre ensuite qu’a cause de cette boucle, M doit reconnaitre
une séquence v ¢ L, d’ou L(M) # L. C’est une contradiction.

1.64 Exemple. Montrez que le langage L = {a”2 :n € N} n’est pas régulier.

L régulier

= ( Définition 1.57. )
IM M =(S,%,6,,, F)NL(M) = L
= ( Parce que L est infini, il contient des séquences arbitrairement
longues. )
IM :3keN: M= (55,06, F)NL(M)=LAk>|S|Ad” e L(M)
= ( Puisqu’il y a plus de |S| symboles a a lire, il doit y avoir une boucle

de longueur j > 0 et j < |S|. Cette boucle peut étre traversée une
fois de plus. )

IM :3jkeN: M= (S,%,6,0, F) NL(M) =LAk > |S|Aa¥ € L(M)
A0 <j<|S|Ad"* e L(M)
= (7 <I|S|<k=k*<k®+j<k>+k<(k+1)% Par conséquent,
k? + j ne peut étre un carré, d’oul b+ ¢L.)
IM :3j, ke N:L(M)=LAd*" € LIM)Aa**7 ¢ L

= (¥t e LIM)Na* 1 ¢ L= L(M)#L)
M L(M)=LAL(M)#L

& ( (p A —p) & faux et (Fz : faux) < faux. )
faux.

1.65 Exercice. Montrez que les langages suivants ne sont pas réguliers.
1. {a™:n e N}

2. {a" : n € N An n'est pas un carré} (Indice : regardez 'exercice 1.58 et
I'exemple 1.64.)
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En résumé, les automates finis permettent de reconnaitre les mots réservés, les
identificateurs et les nombres d’un programme, mais pas les expressions arithmétiques
parenthésées ni les structures de blocs begin end. Ils ne suffisent donc pas a I’analyse
des textes informatiques. Dans le prochain chapitre, nous définirons des machines plus
puissantes qui permettront de reconnaitre une plus grande gamme de langages.

1.3.3 Problémes

1.

Montrez que ’ensemble des séquences sur I'alphabet {a,b,c} contenant un
nombre impair de @, un nombre impair de b et un nombre pair de ¢ est un
langage régulier.

Montrez la régularité du langage sur {a, b} dont les éléments sont exactement
les séquences qui ne contiennent pas trois a consécutifs.

Montrez que le langage {a™ : n est premier} n’est pas régulier.
gag g

Montrez que le langage L = {a"b"c" : n € N} n’est pas régulier.

5. Montrez que le langage L ayant pour alphabet {a,b,c} et contenant exacte-

ment tous les palindromes n’est pas régulier. Rappelons qu'un palindrome est
une séquence de symboles x5 ...x, telle que z125...2, = 2,2, 1...2,. Par
exemple, abba et abcba sont des palindromes.

Par contre, si L est un langage régulier, est-ce que la collection des palindromes
de L est un langage régulier 7 Pourquoi ?

Soit L le langage avec alphabet ¥ = {a,b} dont les séquences ont le méme
nombre de a que de b. Montrez que L n’est pas régulier.
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1.4 Automates finis non déterministes

OBJECTIFS SPECIFIQUES

1. Classifier des automates finis décrits par des diagrammes de transitions. Dire
tout d’abord si la description est correcte. Si oui, dire si 'automate est déter-
ministe. Expliquer la raison de chaque choix.

2. Classifier des descriptions formelles d’automates finis. Dire tout d’abord si la
description est correcte. Si oui, dire si I’automate est déterministe. Expliquer
la raison de chaque choix.

3. Démontrer le fonctionnement d’un automate fini donné en énumérant les
configurations du ruban et les états consécutifs & une configuration initiale
donnée.

4. Démontrer 1’acceptation ou le rejet d’une séquence de symboles donnée par
un automate fini donné.

5. Transformer un automate non déterministe en automate déterministe.
6. Décrire le langage accepté par un automate fini donné.

7. Construire un automate fini acceptant un langage donné.

Par les différents exercices de la section précédente, nous voyons a quel point
les automates finis déterministes nous limitent dans I’évaluation syntaxique. Nous
devons donc essayer d’élargir la classe de langages que ’on peut analyser. Il serait
intéressant de garder le méme formalisme que nous avons développé en introduisant
les diagrammes de transitions et les automates déterministes.

Comme premiére tentative, il est naturel de lever deux restrictions que nous avons
imposées aux automates déterministes : celle d’étre complétement définis et celle
d’étre non ambigus. Nous obtenons ainsi des automates finis non déterministes. Cet
ensemble d’automates déterminera une classe de langages qui englobera la classe de
langages des automates finis déterministes. Pour tenir compte des différences avec
les automates déterministes, nous devrons modifier la définition d’acceptation. Nous
nous demanderons ensuite si les automates finis non déterministes permettent de
reconnaitre des langages non reconnaissables par les automates déterministes.

1.66 Définition. Un automate fini non déterministe consiste en un quintuple de la
forme (S, %, p, ¢, F'). Voici la description des différentes composantes.

e S est un ensemble fini d’états.

e Y est ’alphabet de la machine.

e p est un sous-ensemble de S X ¥ x S.
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e L, € S est I'état initial.
e [ C S est I’ensemble des états finaux.
O

La seule composante d’un automate fini non déterministe différente de celle de
son homologue déterministe est la troisiéme, p, qui décrit ’ensemble des transitions
de Pautomate. Un élément de p est un triplet de la forme (s, a,t) ou t est un état
accessible a partir de I’état s a la lecture d’un a. Remarquez qu’on peut écrire ce triplet
comme une paire dont la premiére composante est elle-méme une paire : ((s,a),?).
Sous cette forme, on voit bien que p est une relation entre S x ¥ et S, c’est-a-dire
que p C (S x3) xS. Ce qui distingue les automates non déterministes des automates
déterministes est donc la définition des transitions au moyen d’une relation plutot
que d’une fonction.

1.67 Exemple. Voici le diagramme de transitions d’'un automate non déterministe

({80, 51, 2, 83, S4, S5, 56}7 {CL, b}a P, So, {Sla S4, 36})'

La relation de transition est

p= {(807 a, 81): (507 a, 52)7 (827 a, 51)7 (82a b: 53)7 (52: b; 35)7
(537 b7 84): (557 a, 56)7 (857 b7 55)7 (sﬁa a, 86)}-

Cet automate n’est pas déterministe, car
e il n’est pas complétement défini : il n’y a pas de transition pour b a partir de

I'état sq.
e il est ambigu : il y a deux transitions pour le symbole a a partir de I’état sg.
Notez qu’'une seule des deux raisons suffit. a

1.68 Exercice. Donnez le diagramme de transitions de ’automate
({Ai B7 C’ D7 E7 F7 Gi H7 I}’ {O’ ]‘}) p’ A7 {Gi I})7

ou
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’B)’(AJ]"C),(Bﬁoi )i(CJO’B)’(C’O’D)J(C’]"F)
A),(D,0,G),(D,1,C),(D,1,D),(E,0,H),(E,1,1),
(H,0,H),(I,1,H)}.

O

1.69 Exercice. Classifiez les automates finis ci-dessous décrits par des diagrammes
de transitions sur ’alphabet Y. Dites tout d’abord si la description est correcte. Si
oui, dites si 'automate est déterministe. Expliquez la raison de chaque choix.

1. ¥ ={a,b}

2. ¥ ={a,b}
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3. ¥ = lettre U chiffre

lettre
chiffre
@ lettre é
4. ¥ ={a,b} "
sOBNO
b
5. X =0
6. X = {a,b}
7. ¥ ={a}
8. ¥ ={a}
9. ¥ ={a}

O

1.70 Exercice. Classifiez les descriptions formelles suivantes d’automates finis. Dites
tout d’abord si la description est correcte. Si oui, dites si I’automate est déterministe.
Expliquez la raison de chaque choix.
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1. Ml = ({80; S1, 82}a {0,, b}aén 50, {81}) ou
d(so,a) =51 0(s0,b) = s9
d(s1,a) =81 0(s1,0) = s9
d(s2,a) = 59 0(89,b) = s9

2. M, = ({0}, 3,4, {0}) ou

Y ={a,b,c}
5(0,a) =0 6(0,6) =0 6(0,¢) =0

3. My = ({a,b}, {1,2}, p,a, D) ot

pla,1) =a pla,2) =b
p(b,1)=a p(b,2)=">

4. My = ({51, 52,53, 54}, {a, b}, p, 51, {52, 54}) ot

p= {(Sla a, 82); (Sla ba 82)
(52; a, 83); (321 ba 84)
(837 a, 84)5 (53: ba 52)}

5. M5 = ({1 2,3,4},{a,b,c},6,1,{2}) on

={(1,a,2),(1,b,3),(1,¢3)
(2,a,2),(2,b,4),(2,c,4)
(2,a,3),(2,b,3),(2,¢,3)
(3,a,3),(3,b,3),(3,¢,3)
(4,a,3), (4,b, 3) 4,¢,3)}
6. MG = ({a,b},{l}, { })

O

1.71 Définition. Un automate fini non déterministe M = (S, %, p, ¢, F') accepte (ou
reconnait) la séquence 1293 ... 2, (n > 0) si, et seulement si, il eriste une séquence
d’états sg, S1,...,5, tels que sp = ¢,8, € F, et pour j =1,...,n, (sj_1,%;,5;) € p.
Dans le cas contraire, on dit que "automate refuse la séquence. On dénote par L(M)
I’ensemble des séquences acceptées par M. On dit que L(M) est le langage reconnu
(ou accepté) par M. O

Il est important de noter qu’une séquence est acceptée s’il est possible d’atteindre
un état final en lisant toute la séquence ; méme s’il y a en plus des chemins qui ménent
a des états non finaux, la séquence est acceptée.

1.72 Exemple. Soit 'automate non déterministe M décrit par le diagramme de
transitions suivant :
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Voici une suite de configurations du ruban et d’ensembles d’états de I’automate dé-
crivant ’acceptation de la séquence abbbaa par M. Les ensembles d’états contiennent
tous les états accessibles & une étape donnée.

abbbaa {s0}
abbbaa {51, 82}
abbbaa {s3, 5}
abbbaa {54, 85}
abbbaa {s5}
abbbaa {s6}
abbbaa_ {52, s6}

On pourrait aussi décrire ’acceptation de la séquence abbbaa en généralisant la mé-
thode de description utilisée dans la section précédente. La description appropriée du
chemin suivi est, selon la liste de configurations ci-dessus,

{so} a {s1,52} b {s3,85} b {54,585} b{s5} a {se} a {s2,s6}-

La séquence est acceptée, car il existe une suite de transitions (correspondant a la
séquence) menant de ’état initial sy & I’état final sg. Une telle suite de transitions est

So @ So b ssbssbssasga sg.

L’état sg est bien un élément de ’ensemble des états possibles aprés la lecture de la
séquence (dernier ensemble de la suite ci-dessus). Méme si automate peut atteindre
I’état non final s,, la séquence est quand méme acceptée.

Remarquez comment une transition est décrite comme le passage d’un ensemble
d’états vers un autre ensemble d’états.

La suite ci-dessous décrit le rejet de la séquence abbbb par le méme automate.
Celui-ci la rejette car il n’y a pas de suite de transitions correspondant & la séquence
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et menant de I’état initial & un état final; cela se déduit facilement du fait qu’il n’y
a pas d’état final dans I’ensemble d’états possibles apreés la lecture de la séquence.

abbbb {s0}
abbbb {51, 82}
abbbb {s3, 85}
abbbb {54, 85}
abbbb {s5}
abbbb_ {s5}
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1.73 Exercice. Soit un automate M’ décrit par le diagramme de transitions suivant :

Démontrer le fonctionnement de M’ (en énumeérant les configurations du ruban
d’entrée et les ensembles d’états possibles de I'automate) lorsqu’on lui soumet les
séquences suivantes. Dites, dans chaque cas, si la chaine est acceptée ou rejetée.

1. 10000
2. 10011
3. 1101

O

L’exemple 1.72 et ’exercice 1.73 montrent comment on peut analyser ’acceptation
des séquences par un automate fini non déterministe en considérant des transitions
entre des sous-ensembles de ’ensemble des états de ’automate. Le théoréme suivant
utilise cette méthode. Référez donc & 'exemple et & ’exercice sus-mentionnés pour
mieux comprendre ce théoréme.

1.74 Théoréme. Pour tout automate fini non déterministe, il existe un automate
fini déterministe qui accepte exactement le méme langage.
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DEMONSTRATION. Soit un automate fini non déterministe
M= (S,%,p,, F).

Nous allons démontrer I'existence d’un automate fini déterministe
M = (S,%,0,/, F)

tel que L(M') = L(M) (remarquons que ’alphabet ne change pas). L'idée de la
preuve est de suivre toutes les options possibles en paralléle ; chaque transition passe
d’un sous-ensemble de S & un sous-ensemble de S.

Posons

5= ©(5)

= {u}
F={TCS:TNF +0Q)}.

En mots : un état de M’ est un sous-ensemble d’états de M ; I’état initial est I’ensemble
qui contient I’état initial de M ; un état de M’ (un sous-ensemble de S) est final ssi
il contient au moins un état final de M.

La fonction ¢ : S" x ¥ — S’ est définie par

§(s',z)={seS:3res:(rzs) € p}.

Autrement dit, a la lecture d’'un z, M’ passe de l'état s’ a4 ’ensemble des états
accessibles par M & partir des états dans s’. Notez que § est bien une fonction.
Elle est définie pour tout s’ € 2(S) et tout « € X. De plus, le résultat est unique
(non ambigu).

Maintenant que M’ est défini, il nous faut montrer que L(M) = L(M'). Procé-
dons en deux étapes : la premiére montrera que L(M) C L(M') et la deuxiéme que
L(M) D L(M").

1. L(M) C L(M") :

Montrons par induction sur n que le prédicat P(n) suivant est vrai pour tout
neN:

Si
So=L X1 S1 T9 SS9 ... Tnp Sp

est un chemin de M, alors il existe un chemin de M’ de la forme

!
n

/ ! ! !
80 =1 T 81 i) 82 . ZUn S
(i.e. faisant la lecture des mémes symboles que M) et tel que s, € s),.
De maniére abrégée, nous écrirons P(n) de la fagon suivante :

So=t( X1 81 ... Ty Sp de M

=3 sp=0 x s ... z, s, de M'As, €sh.
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e Base d’induction : n = 0. Le chemin de M est de longueur 0 (M reste dans
I'état initial sy = ¢). Il existe un chemin correspondant pour M’ : le chemin
de longueur 0; M’ reste dans I'état initial sj = ¢/. On a bien sy € s, par
définition de /.

e Etape d’induction. Montrons que P(k) = P(k + 1). Considérons que P(k)
est vrai (hypothése d’induction), c’est-a-dire que

So=t X1 S1 ... X S de M
=3 sp=0 z1 s ... zp s, de M'Asi € s
Nous allons démontrer P(k+1) en faisant appel a la vérité de P(k) au moment
opportun, montrant ainsi que P(k) implique P(k + 1).

So=1 X1 S1 ... Tk Sk Tp+1 Sg+1 de M
& ( Signification de chemin. )
So=1t 1 S ... T Sk de M A (Sk,ZTri1,Sks1) € P
= ( Par I’hypothése d’induction. )
1 sp= x s} ... xp s, de M
A Sg € S, A (Sky Tkt1, Sk41) € P
= ( Définition de 9. )
1 sp=0 x s) ... xp s, de M'Asgpq € 0(s), Trt1)
= ( Posons s}, = 0(s},, Tk41)- )
3 so=¢ 21 sy ... xp S, Ty Sk, de M

!

Par conséquent,

M accepte x122...%,

& ( Définition d’acceptation pour un automate non détermi-
niste. )
J un état final s,, et un chemin s =¢ 1 $1 ... T, S, de M
= ( Preuve ci-dessus et définition de F”. )
3 un état final s/, et un chemin s; =¢ z; sy ... z, s, de M’
= ( Définition d’acceptation pour un automate déterministe. )

!
M'" accepte 125 ...T,.

Puisque toute séquence acceptée par M est acceptée par M', L(M) C L(M').
2. L(M) 2> L(M") :
Montrons par induction sur n que
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pour chaque chemin de 'automate M’ partant de 1’état initial ¢’ jus-
qu’a 'état s), € F' avec s, € s/, il existe un chemin dans l’automate
M partant de ’état ¢ et se rendant jusqu’a I’état final s, € F en
traversant les arcs étiquetés x1, o, ..., Ty.

e Base d’induction : n = 0. Comme pour le cas précédent.

e Etape d’induction : Supposons que le résultat est vrai pour & (hypothése
d’induction) et considérons un chemin dans M’ de ¢’ jusqu’a s, traversant
les arcs @1, ..., 2 et xx11. Par hypothése d’induction, pour chaque s € s},
il doit exister un chemin dans M de ¢ jusqu’a s, traversant les arcs étiquetés
T1,To,...,TE. Mais

O(Sk Th41) = 81 = {s € S|(sk, Ta+1, 8) € p}-
Alors, pour chaque s € s;,,, il existe un chemin dans M de ¢ jusqu'a s
traversant les arcs étiquetés x1, o, ..., Ty et Txr1 comme demandé.

O

1.75 Remarque. Donc, on ne peut augmenter la puissance d’'un automate fini en
lui permettant d’étre non déterministe, c’est-a-dire que les langages reconnus par les
automates finis non déterministes sont les mémes que les langages reconnus par les au-
tomates finis déterministes. Notez que le nombre d’états augmente exponentiellement
lorsqu’on transforme un automate non déterministe en un automate déterministe. Un
programme simulant un automate non déterministe doit
e ou bien explorer les chemins possibles un a un (avec retour arriére) : cela peut
étre long.
e ou bien construire I’automate déterministe correspondant : cela peut nécessiter
beaucoup d’espace.
On peut dire qu’un langage régulier est un langage reconnu par un automate fini,
déterministe ou non. O
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1.76 Exemple. En utilisant les techniques présentées dans la preuve du théore-
me 1.74, construisons un automate fini déterministe qui reconnait les mémes séquen-
ces que 'automate non déterministe M = (S, %, p, ¢, F') ou

e S=1{1,2,3}

e ¥ ={a,b}
p=1{(1,b,2),(1,b,3),(3,a,1),(3,a,2)}

o ,=1.

o ['={3}
Le diagramme de transitions est le suivant.

La construction de 'automate fini déterministe se fait & partir des résultats sui-
vants :

o 5'=4(5) = {0, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1,3},{2,3},{1,2,3}}.

e Y ne change pas.

e ¢ est la fonction suivante :

5(0,a) =0 6(0,b) =

0({1},a) =0 0({1},0) = {2,3}
6({2},a) =0 0({2},0) =0
6({3},a) = {1,2} §({3},0) =0
6({1,2},a) =0 6({1,2},b) = {2,3}
6({1,3},a) = {1,2} 6({1,3},6) = {2,3}
6({2,3},a) = {1,2} 6({2,3},0) = 0
6({1,2,3},a) = {1,2} 6({1,2,3},0) = {2,3}

J={ =A{1}
o F'= {{3}: {153}: {253}’ {15 2a3}}
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Si on supprime les états qui ne peuvent étre atteints, on obtient I’automate fini
déterministe suivant.

Il est ainsi plus facile de voir que le langage que 'automate accepte est

{b(ab)" : n € N}.
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1.77 Exercice. En utilisant les techniques présentées dans la preuve du théoréme
1.74, construisez un automate fini déterministe qui accepte les mémes séquences que
lautomate fini non déterministe ci-dessous. L’alphabet est {a,b}.
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1.4.1 Problémes

1.

Montrez la régularité du langage sur {a,b} dont les éléments sont exactement
les séquences qui contiennent un nombre pair de a et un nombre pair de b ou
un nombre de a divisible par 3 et un nombre de b divisible par 3.

Montrez que chaque automate fini déterministe (S, 3, d, ¢, F') est aussi un auto-
mate fini non déterministe.

En utilisant les techniques présentées dans la preuve du théoréme 1.74, cons-
truisez un automate fini déterministe qui accepte les mémes séquences que I’au-
tomate fini non déterministe ci-dessous. L’alphabet est {a, b}.

En utilisant les techniques présentées dans la preuve du théoréme 1.74, cons-
truisez un diagramme de transitions pour un automate fini déterministe qui
accepte le méme langage que l'automate fini non déterministe représenté ci-
dessous. L’alphabet est {a, b}.

En utilisant les techniques présentées dans la preuve du théoréme 1.74, cons-
truisez un automate fini déterministe qui reconnait les mémes séquences que
l'automate non déterministe ci-dessous. L’alphabet est {a, b}.
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1.5 Grammaires réguliéres

OBJECTIFS SPECIFIQUES

1. Décrire le langage généré par une grammaire réguliére donnée.
2. Construire une grammaire réguliére générant un langage donné.

3. Les grammaires réguliéres et les automates finis décrivent les mémes langages :
Passer d’une représentation a l'autre.

Dans cette section, nous introduisons un nouvel outil servant a la génération de
langages : les grammaires. Remarquez bien que cet outil ne servira pas a la recon-
naissance des séquences d’un langage, comme c’était le cas pour les automates, mais
a leur génération. Vous étes déja familiers avec les grammaires BNF'. Le principe des
grammaires présentées ici est trés semblable. Voici la définition d’une grammaire.

1.78 Définition. Une grammaire (ou encore, grammaire de phrases ou grammaire
a structures de phrase) est un quadruplet (V,T, S, R) ou

e V est un ensemble fini de symboles non terminauz (alphabet non terminal).
T est un ensemble fini de symboles terminauz (alphabet terminal).
S €V est le symbole de départ qu’on nomme aussi aziome ou symbole initial.
R est un ensemble fini de régles de réécriture (ou productions ou régles de
substitution). Ces régles sont formées d’un terme de gauche, d’une fleche (—)
et d'un terme de droite. Les termes gauche et droit peuvent étre n’importe
quelle combinaison de symboles de V ou T, pourvu qu’il y ait au moins un
symbole de V' a gauche. Le coté droit peut étre vide, ce qui est indiqué par un
A. On parle alors de regle-.

O

1.79 Exemple. Voici une grammaire de phrases (V, 7, S, R) ou
V={S,A,B,C};
T ={a,b,c};
S est le symbole de départ;
R={S — ASC

S—B

B — bB

B — A

A—=a

C —c}
La régle B — A est une regle-\.
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O

1.80 Remarque. A moins d’avis contraire, nous appliquerons la convention suivante
pour la construction des grammaires :

e Nous utiliserons des majuscules pour les symboles non terminaux.

e Nous utiliserons des minuscules pour les symboles terminaux.

e Le symbole initial sera S.
Cette convention permet de simplifier la description d’une grammaire en donnant
seulement la description de R. O

Une grammaire génére une séquence de symboles terminaux par dérivation. Une
dérivation est une suite d’étapes ou chaque étape consiste a remplacer (tant que c’est
possible) un patron apparaissant du coté gauche d’une régle de R par le coté droit
correspondant. La chaine initiale est le symbole de départ de la grammaire.

1.81 Exemple. A partir de 'exemple 1.79, on obtient la dérivation suivante :

S

= ( Production S — ASC.)
ASC

= ( Production A — a. )
aSC

= ( Production S — B. )
aBC

= ( Production B — bB. )
abBC

= ( Production B — A. )
abC

= ( Production C' — ¢. )
abe

Parce que la régle de réécriture utilisée a chaque étape est en général évidente, nous
écrirons les dérivations sous une forme plus compacte. Par exemple, la dérivation
ci-dessus s’écrit

S = ASC = aSC = aBC = abBC = abC = abc

La transformation résultant de 1'utilisation d’une régle de réécriture est indiquée par
la fleche = (c’est une erreur d’utiliser la fleche — dans une dérivation; elle sert a
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définir les productions). Il n’y pas d’ordre d’utilisation des régles de dérivation. On
peut aussi obtenir la séquence abc avec la dérivation suivante :

S = ASC = ASc = aSc = aBc = abBc = abc

|

Voici maintenant un exemple d’une grammaire ot le c6té gauche des productions
est plus complexe.

1.82 Exemple. Les régles de réécriture sont

S — abNSc bNa — abN
S = A bNb — bbN
bNc — be

On peut dériver la séquence aabbcc comme suit :

S = abNSc = abNabNScc = abNabNcc
= aabNbNce = aabNbce = aabbNce = aabbee

|

1.83 Exercice. Soit G = (V, T, S, R) la grammaire dont les régles de réécriture sont :

S — AB A —adA B — Bb
A=) B—b

1. Sachant que la présentation de cette grammaire suit la convention décrite a la
remarque 1.80, donnez V et T
o V =
o ' =

2. Dites si les séquences suivantes sont générées par cette grammaire. Si oui, donnez
une dérivation ; si non, dites pourquoi.
e aabdb
e abbb
° )
e ba
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1.84 Définition. Soit G = (V,T,S,R). SiT C ¥ ot ¥ est un alphabet, on dit que
G est une grammaire sur Y. Soit

L(G) = {w € T* : w est dérivée de S}.
On dit que L(G) est le langage généré par G. O
1.85 Exemple. Reprenons la grammaire G' de ’exemple 1.79.

S — ASC B — bB A—=a
S— B B — )\ C—ec

Une application répétée (zéro ou plusieurs fois) de la production S — ASC' conduit
a des séquences de la forme A"SC". Eventuellement, la production S — B est ap-
pliquée, donnant A" BC™. Par la suite, la régle B — bB peut étre utilisée zéro ou
plusieurs fois; le résultat est une séquence de la forme A" BC™. L’application de
B — X méne & A™b™C"™. Finalement, en utilisant n fois A — a et C — ¢, nous
obtenons a"b™c". Les régles sont suffisamment simples pour voir que tout autre ordre
de dérivation conduit a des séquences de la méme forme. Le langage généré par G est
donc

L(G) = {a"t™c":m e NAne N}

Ce langage contient \. En effet, la séquence vide peut étre générée par la production
S — B suivie de B — A. O

1.86 Exercice. Dites quel est le langage généré par chacune des grammaires sui-
vantes.

1. S — AB A—=dA B — Bb
A— A B —b
2. § = aSh S — ab
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1.87 Exercice. Soit la grammaire ({a, 8,7}, {a,b},7, R) ou R est I’ensemble des
régles suivantes.

vy —af a — ay
v — ba a — by
v—= A

Trouvez une grammaire qui génére le méme langage et qui suit la convention décrite
a la remarque 1.80.

|

1.88 Définition. Une grammaire réguliére est une grammaire avec les restrictions
suivantes :
e Le coté gauche consiste en un seul symbole non terminal.
e Le coté droit est
— soit un symbole terminal suivi d’un symbole non terminal,
— soit un seul symbole terminal,

— soit A.
O
1.89 Exemple. La grammaire
C —bB C—a D — A
est une grammaire réguliére, mais pas
bD — A A —aCb BA — DeC
O

1.90 Exercice. Les grammaires de ’exercice 1.86 sont-elles réguliéres ? Expliquez
votre réponse.
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1.91 Exercice. Construisez une grammaire réguliére générant le langage

{a’bc? :pe NAge NTL

O

1.92 Remarque. Il est possible d’éliminer les régles dont le co6té droit consiste en
un seul symbole terminal, c’est-a-dire les régles de la forme N — z, en les remplacant
par

N — X X = A

ou X est un nouveau symbole n’apparaissant pas dans la grammaire initiale. Evi-
demment, le langage généré est le méme. O

1.93 Exercice.

1. Transformez la grammaire réguliére suivante en une autre grammaire réguliére
générant le méme langage, mais ne contenant aucune régle dont le coté droit
consiste en un seul symbole terminal.

S — aS S —b S —c

2. Donnez une dérivation de aaab avec les deux grammaires. Remarquez que tout
au long de la dérivation, la séquence contient un seul symbole non terminal. Il
disparait lors de ’application de la derniére production.

3. Dites quel est le langage généré par cette grammaire.
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Nous allons maintenant montrer que les grammaires réguliéres générent exacte-
ment les langages reconnus par les automates finis (déterministes ou non déterminis-
tes, puisqu’ils acceptent les mémes langages). Malgré les fortes restrictions imposées
a la forme des régles de réécriture des grammaires réguliéres, elles générent I’ensemble
des langages reconnaissables par les automates finis. Nous verrons dans les chapitres
suivants comment la levée des restrictions imposées aux grammaires réguliéres permet
la génération de nouveaux langages. Mais nous devons auparavant bien comprendre
les grammaires réguliéres et leur équivalence avec les automates finis.

1.94 Théoréme. Pour chaque alphabet 3,

{L(G) : G est une grammaire réguliére sur 3}

= {L(M) : M est un automate fini sur L}.

(En mots : ensemble des langages générés par toutes les grammaires réquliéres est
égal & ’ensemble des langages reconnus par tous les automates finis.)

DEMONSTRATION. La démonstration indique d’abord comment, a partir d’une gram-
maire G, on peut construire un automate M tel que L(G) = L(M). Ensuite, on
montre comment dériver, a partir d’'un automate M, une grammaire G telle que
L(G) = L(M). (Puisque ces conversions peuvent toujours étre faites, cela démontre
le théoréme.) Cette technique pourra étre utilisée plus tard pour faire des conversions
grammaire/automate et automate/grammaire.
e Conversion grammaire/automate.
Soit G = (V, T, Sg, R) une grammaire réguliére.
1. D’apreés la remarque 1.92, on peut transformer la grammaire G' en une
grammaire

G =V'"T,Sq R
qui génére le méme langage que GG, mais n’ayant pas de régle dont le coté
droit consiste en un seul symbole terminal.

2. On définit ensuite un automate fini non déterministe
M = (SM727p7L7F)

comme suit :

- Sy=V

-¥X=T

— p={(P,z,Q) : il y a une régle de la forme P — z@ dans R'}
— = SG
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— F={X : X — X est une régle de R'}

De la définition de p, on voit qu’il y a lecture d’un z par I’automate ssi il
y a génération d’'un z par la grammaire. Quant a la définition de F', elle se
justifie en remarquant qu’une régle de la forme X — X fait disparaitre le
symbole non terminal X . Parce que G’ est réguliére, il n’y a pas d’autre non
terminal & éliminer (voir exemple 1.93). La génération est terminée pour
la grammaire ; en rendant X final, I’automate peut accepter la séquence
menant a X.

e Conversion automate/grammaire.
Soit M = (Su, %, p, ¢, F') un automate fini non déterministe. La grammaire
G=(V,T,Sg, R)
est définie comme suit :

~V=2_8y
-T=X
—SG:L

- R={P—-zQ:(Pz,Q)eptu{@Q > )\:Q€F}
Il s’agit donc tout simplement de la construction inverse.

1.95 Exemple. Prenons la grammaire réguliére suivante :

S — oA A — bB B — adA
S — bB A— ) B — )\

La grammaire n’a pas de régle dont le c6té droit consiste en un seul symbole terminal.
Il n’est donc pas nécessaire de faire 1’étape 1 de la conversion grammaire/automate,
décrite dans la preuve du théoréme 1.94. Passons & I’étape 2. Puisque

V ={S, A, B},
T = {a, b},
nous trouvons l'automate M = (S, X, p, ¢, F') suivant.
e S"={A,B,S}
e ¥ ={a,b}
e p={(S,a,A),(S,b,B),(A,b,B),(B,a,A)}
e ;=5
e F={A B}

Voici son diagramme de transitions.
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On voit bien comment faire la transformation inverse (automate/grammaire) en uti-
lisant la méthode du théoréeme 1.94. [’automate accepte la séquence aba en passant
par les états SABA. La grammaire génére cette chaine par la dérivation

S = aA = abB = aba A = aba

Remarquez que la suite de symboles non terminaux apparaissant dans cette dérivation
est SABA, c’est-a-dire la méme que la suite d’états de 'automate. O
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1.96 Exercice. Utilisez la construction du théoréme 1.94 pour trouver un automate
fini qui reconnait le méme langage que le langage généré par la grammaire réguliére
suivante.

S — aA S — bS A= aA
S —a S —b A—a

|

1.97 Exercice. Utilisez la construction du théoréme 1.94 pour trouver une gram-
maire réguliére qui génére le méme langage que le langage accepté par 'automate fini
suivant.
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1.5.1 Problémes
1. Construisez une grammaire réguliére générant le langage
{ab™ab™ : m € N An e N}

2. Donnez un automate fini qui reconnait le méme langage que le langage généré
par la grammaire réguliére suivante. Le symbole initial est S. Décrivez le langage
dans vos propres mots.

S — aB A —aS
S — bA A—bS
S — A

3. Dessinez le diagramme de transitions d’un automate fini qui accepte le lan-
gage généré par la grammaire réguliére ci-dessous (le symbole de départ est S).
Décrivez le langage dans vos propres mots.

S —= A B — bB A= dA
S — aA B — A A— A
S — bB

4. Donnez une grammaire réguliére qui génére le méme langage que le langage
accepté par ’automate fini suivant.

5. Trouvez une grammaire réguliére qui génere I’ensemble des identificateurs Pas-
cal.

6. Soit ¥ = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,., F,+, —}. Donnez une grammaire réguliére
qui génére I’ensemble des nombres entiers et des nombres rationnels (avec ou
sans exposant). Par exemple, 13, -8.45 et 44.888E-22 doivent étre générés.
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1.6 Expressions réguliéres

OBJECTIFS SPECIFIQUES

1. Décrire le langage représenté par une expression réguliére donnée.
2. Construire une expression réguliére représentant un langage donné.

3. Les grammaires réguliéres, les expressions réguliéres et les automates finis
décrivent les mémes langages : Passer d’une représentation a l'autre.

Nous allons maintenant développer une autre caractérisation des langages régu-
liers. Nous considérons d’abord les langages les plus simples qui peuvent étre formés
avec I'alphabet X : ce sont le langage vide ) et les langages ne contenant qu’une
séquence d’un seul symbole, comme {a} et {b}. Puis nous définirons des opérateurs
qui nous permettront de combiner ces langages élémentaires pour former le langage
{A} et d’autres langages plus complexes. Ces opérateurs sont I'union, la concaténation
et la fermeture.

1.6.1 Union de deux langages

Soient deux langages L, et L,. Etant donné qu’ils sont avant tout des ensembles,
nous pouvons leur appliquer 'opérateur ensembliste qui fait I'union de ces deux en-
sembles. Cette union est bien stir notée L; U Lo.

1.98 Exercice. Effectuez 'opération demandée.
1. {\}U{a,ab,ba} =
2. {a™b" :mneNAm<n}U{a™" :mneNAmM>n}=

O

1.99 Théoréme. L’union de deuzr langages réquliers L, et Lo est aussi un langage
réqulier.

DEMONSTRATION. En effet, soient
M1 = (Sl, E, P15 L1, Fl) et M2 = (SQ, E, P2, L2, FQ),

ou S et Sy sont disjoints, deux automates finis tels que L; = L(M;) et Ly = L(Ms).
Construisons un automate fini

M= (S,%,p,., F)
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tel que L(M) = Ly U Ly. Comme L(M) est régulier (par définition), ceci démontrera
que L U Ly est régulier. Définissons M comme suit :
e S=51US,U{i} ot ¢ est un nouvel état, i.e. « & S; U Ss.
e p=p1UpU {(L,l‘,q) : (l’laxaq) €EpV (LQ’x’Q) € p2}'
C’est-a-dire que les transitions de M sont celles de M; et de M, plus des tran-
sitions partant de 1’état initial de M simulant les transitions partant de I’état
initial de M; et de I’état initial de Ms.
o F— FIUFU{i} siiu € Fiouy € Fy,
F1 U F2 sinon.
En d’autres termes, les états finaux de M sont les états finaux de M; et de Mo,
auxquels il faut ajouter I’état initial, si I’état initial de M; est final ou si I’état
initial de M5 est final.
De toute évidence, M accepte une chaine si et seulement si elle est acceptée par
M, ou par M. O

1.100 Exemple. Voici un exemple qui illustre la construction utilisée dans le théo-
réeme précédent. Soient les automates M; et M, suivants.

M, M,

a b
H‘ ~® H‘ -
Construisons maintenant un automate M qui reconnait L(M;)U L(Ms). L’ensem-
ble des états de M est
S={1,2,3,4}.
Les relations décrivant les transitions des deux automates ci-dessus sont

P1 = {(17 a, 1)7 (17 b7 2)}7
P2 = {(37b7 3)7 (370'7 4)}

La relation de transition de M est donc

p
= pUpU{(t,2,9): (1,2,q) € p1 V (3,7,q) € p2}
= {(1,q,1),(1,b,2),(3,b,3), (3,a,4), (+,a,1),(¢,b,2), (¢,b,3), (¢t,a,4)}.

Comme ni I’état initial de M; ni I’état initial de M, n’est final, I’ensemble des état
finaux de M est

F={2,4}.

Le diagramme de transitions de M est donc
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On a

L(M;) = {a™b: n € N},

L(Ms) = {b"a:n € N},

L(M) = L(M,) U L(M)
={s"t:neNA((s=ant=bV(s=bAt=na))}.

Les séquences de L(M) ont soit la forme a™b, soit la forme b"a, pour n € N. La
premiére transition de la machine M, effectuée a la lecture du premier symbole,
décide de maniére non déterministe si la suite de la reconnaissance s’effectue avec la
sous-machine qui correspond & M; ou avec celle qui correspond a Ms.

Remarquons qu’il n’est pas correct de simplement fusionner les états initiaux.
L’automate suivant, qui est le résultat d’une telle fusion, accepte la séquence aba, qui
n’appartient pas & L(M;) U L(Ms).
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1.101 Exercice. Donnez le diagramme de transitions d’un automate qui accepte
I'union des langages acceptés par les automates suivants. L’alphabet est {a, b, ¢, d}.

M, M,

D=0
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1.6.2 Concaténation de deux langages

1.102 Définition. Soient L, et Ly deux langages sur 'alphabet 3. La concaténation
de Ly et Ly, dénotée par L o Lo, est définie comme suit :

Lyo Ly ={wywe: wy € L1 ANwy € Ly}.
Autrement dit, L; o Ly contient toutes les séquences formées par la concaténation
d’une séquence de L; avec une séquence de Lo. O
1.103 Exemple. Si L; = {a,b} et Ly = {c, ad} alors

L, o Ly = {ac, aad, be, bad}

1.104 Exercice. Effectuez les concaténations demandées.
. {a,ab} o {b,ba} =

. {b,ba} o {a,ab} =

. ({a} o{aa,bb}) o {bb, ccc} =

. {a} o ({aa, bb} o {bb, ccc}) =

. {A} o {a,ab,abc} =

. {a,ab,abc} o {\} =

S O AW N

O

1.105 Exercice. Vrai ou faux? (L, Ly, Lo, L3 sont des langages sur le méme alpha-
bet.)

1. Associativité de o : L1 @) (L2 @) L3) = (L1 @) L2) (@) L3
2. Commutativité de o : Lyo Ly = Ly o L
3. {A} élément neutre & gauche et & droite pour o : {A\}oL =Lo{A} =L
O

1.106 Théoréme. La concaténation de deux langages réguliers L, et Lo est aussi
un langage réqulier.

DEMONSTRATION. Soient deux automates finis
M, = (51,5, p1, 11, F1) et My = (S92, %, po, Lo, F3)

tels que Ly = L(M;) et Ly = L(M). Construisons un automate fini
M= (S,%p,¢., F)

tel que L(M) = L; o Ly. Ceci démontrera que L; o Ly est régulier. Définissons M
comme suit :
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S == Sl U SQ.
p=p1UpU{(p,x,q) :p € F1 A (12,2,9) € pa}.
Les transitions de M sont celles de M; et Ms, plus celles qui sont nécessaires
pour que M, passe le controle & My ; ces derniéres transitions simulent le com-
portement de I’état initial de Ms.
L’état initial de M est I’état initial de My : ¢ = ¢4.

F1UF2 si Lo EFQ
F= .

F, sinon.
Les états finaux de M, sont des états finaux de M. Si I’état initial de My est
final, les états finaux de M; sont aussi des états finaux de M.
M accepte une chaine en se comportant d’abord comme M, puis, aprés avoir atteint
un état final de My, en se comportant comme M. O

1.107 Exemple. Soient les automates

Ml = ({L 2}5 {a’ b}a P1s 1, {2}) et M2 = ({Ba 4}’ {CL, b}’ P2, 3a {4})1

ol p; et ps sont décrites par les diagrammes de transitions suivants :

Construisons un automate M qui reconnait L(M;) o L(M,). La construction décrite
dans la preuve du théoréme 1.106 nous indique que

M = ({1,2,3,4}, {a, b}, p, 1,{4}),

ou

P
= pUpa U{(p,7,q) : p € {2} A (3,2,9) € p2}
={(1,q,1),(1,b,2),(2,a,2)} U{(3,b,3),(3,a,4), (4,b,4)} U{(2,b,3),(2,a,4)}
={(1,q,1),(1,b,2),(2,a,2),(3,b,3), (3,a,4), (4,b,4),(2,b,3),(2,a,4) }.

Le diagramme de transitions de M est donc

b ” “ b
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[l
1.108 Exercice. Soient M; et M, les automates suivants.
M1 M2
a d
0@y, O
b c d
Construisez un automate qui accepte L(M;) o L(Ms).
|

1.6.3 Fermeture d’un langage

Nous connaissons déja I'opération de fermeture d'un alphabet Y. Elle est dénotée
par X* et est ’ensemble de toutes les séquences finies de symboles de Y. Nous allons
étendre cette opération aux langages.

1.109 Définition. Soit L un langage. La fermeture de L, dénotée L*, est ’ensemble
des séquences formées en concaténant un nombre fini (0 ou plusieurs) de séquences
de L. Autrement dit,

L* ={wywy---wy:n € NAw; € L pour tout i =1...n}.

D’aprés cette définition, on remarque que A € L*, pour tout langage L.
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1.110 Exemple. Si L; = {a} alors

L} = {\, a, aa, aaa, acaa, acaaa, . . .}.
Si Ly = {ab} alors

L5 = {\, ab, abab, ababab, abababab, . . . }.
Si Ly = {a, ab} alors

L; = {)\, a,ab, aa, aab, aba, abab, aaa, aaba, aabab, abaa, . . . }.

O
1.111 Exercice. Enumérez les premiéres séquences des langages suivants.
1. ({ab} U{cd, A})*
2. ({ab} o {cd, \})*
3. O
O

1.112 Théoréme. La fermeture d’un langage régulier L est un langage régulier.

DEMONSTRATION. Soit M = (S,X%, p,t, F) un automate fini tel que L = L(M).
Construisons un autre automate fini M’ = (S',%, p', ¢/, F') tel que L(M') = L*. M’
est défini comme suit :
e §'=SU{/}, ou / est un nouvel état, i.e. /' ¢ S.
e // est I’état initial.
o F'=FU{/}. Ceci force 'acceptation de A.
e p=pU{(pz,9) :p€F A(,z,9) € p}.
Ainsi, M’ peut faire toutes les transitions de M, et en plus, a partir de ses états
finaux, il simule le comportement de M dans I’état initial +; ceci permet de
revenir au <début > de automate pour reconnaitre une nouvelle séquence de

L.
O

1.113 Exemple. Voici un exemple qui illustre I'application du théoréme précédent.
Soit Pautomate M = ({1, 2}, {a, b}, p,1,{2}), on p est donnée par le diagramme de
transitions qui suit.
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a

En utilisant la méthode du théoréme 1.112, construisons un automate M’ tel que
L(M'") = (L(M))*. On a

M’ = ({1’ 2’ L,}’ {a’ b}’ p” [’IJ {L,’ 2})’
ou

p/
= pU{(p,7,q) : pe {/,2} A(1,2,9) € p}

= {1,0,1),(1,6,2)} U{(, 0a,1),(/,),2),(2,0,1),(2,0,2)}.
Pour mieux comprendre pourquoi M’ reconnait bien (L(M))*, nous diviserons la

construction du diagramme de transition de M’ en deux étapes. A ’étape 1, ajoutons
le nouvel état initial (toujours final) en plus des arcs qui en émergent.

b

OO0

a

On voit comment M’, dans ’état initial ./, simule le comportement de M dans son
état initial. Par exemple, a la lecture du symbole a, M' passe de I’état initial a 1’état
1, tout comme M.

Ajoutons maintenant les arcs qui émergent de I’état final qui correspond a I’état
final de M (c’est-a-dire I'état 2).

b

On voit comment M’, dans ’état final 2, simule le comportement de M dans son état
initial. Par exemple, dans I’état 2, & la lecture du symbole a, M' passe dans 'état 1,
tout comme M. O
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1.114 Exercice. Construisez ’automate qui accepte la fermeture du langage accepté

par I'automate M suivant.
M

1.6.4 Expressions réguliéres

Nous allons introduire le concept d’expression réguliére, ce qui permettra de re-
présenter les langages réguliers par des expressions réguliéres. Ces expressions sont
essentiellement formées des symboles associés aux opérateurs précédemment définis
sur '’ensemble des langages (union, concaténation, fermeture).

1.115 Définition. Une expression réguliére sur un alphabet ¥ se définit par les
propositions récursives suivantes :

@ est une expression réguliére.

T est une expression réguliére, pour tout z € 3.

Si p et ¢ sont des expressions réguliéres alors (pUgq) est une expression réguliére.
Si p et g sont des expressions réguliéres alors (pog) est une expression réguliére.

) . . L . < . soulicre.
Si p est une expression réguliére alors p* est aussi une expression réguliére

AR e

Les seules expressions réguliéres sont celles qu’on peut construire selon 1 a 5.
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O

Il faut respecter cette définition comme on respecte la syntaxe de Pascal lors de
I’écriture d’un programme. Notez en particulier I’'usage des parenthéses. Vous allez
constater qu’elles s’accumulent rapidement lorsque les expressions s’allongent. On
peut se donner des conventions qui permettent d’en supprimer une bonne partie,
mais comme nous n’aurons pas a manipuler les expressions réguliéres intensivement,
nous n’établirons pas de telles conventions.

1.116 Exercice. Soit ¥ = {a, b, c}. Parmi les termes suivants, identifiez ceux qui sont
des expressions réguliéres sur X. Lorsqu’un terme n’est pas une expression réguliére,

dites pourquoi.
1. (aU(boc))

2. [aU (boc)]

3. b

4. (b)*

5. (((aUb)* 0 b)

6. (aUb)*ob

|

1.117 Définition. Soit une expression réguliére r et un alphabet X. Le langage
représenté par r, noté L(r), est défini par les propositions récursives suivantes :

1. L(g) =0

2. Pour tout z € X, L(z) = {z}

3. Si p et g sont deux expressions réguliéres alors
4. Si p et ¢ sont deux expressions réguliéres alors
5

. Si p est une expression réguliére alors L(p*) = (L(p))*

1.118 Exemple. Appliquons la définition 1.117 afin de déterminer le langage re-
présenté par des expressions réguliéres complexes (c’est-a-dire contenant plus d’un
opérateur). L’alphabet est ¥ = {a, b, c}.
1. L((aU(boc)))
= ( Clause 3 de la définition 1.117. )
L(a) U L((boc))
= ( Clause 4 de la définition 1.117. )
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L(a) U (L(b) o L(c))
= ( Clause 2 de la définition 1.117. )
{a} U ({b} o{c})
= ( Définition de la concaténation de langages. )
{a} U {bc}
= ( Définition de 'union de langages. )
{a,bc}.
2. L(((aob) uUc))
= ( Clause 3 de la définition 1.117. )
L((aob)r) U L(c")
= ( Clause 5 de la définition 1.117. )
(L((a0b)))" U (L(c))*
= ( Clause 4 de la définition 1.117. )
(L(a) o L(b))* U (L(c))"
= ( Clause 2 de la définition 1.117. )
({a} o {b})" U{c}"
= ( L’expression ci-dessus ne contient plus d’application de L a une
expression réguliére. Elle nous donne donc le langage représenté par

I’expression de départ. Toutefois, nous pouvons simplifier encore un
peu. Par définition de la concaténation, nous obtenons ce qui suit.

)
{ab}* U {c}*.
En utilisant les définitions de fermeture et d’union, nous aurions pu continuer
jusqu’a obtenir
{w":neNA(w=abVw=c)}.

Les deux réponses sont bonnes. Cependant, {ab}* U {c}* se lit un peu plus
facilement.

|

Attention : Il ne faut pas confondre expression réguliére et langage. Une expression
réguliére sur un alphabet ¥ est une séquence de symboles venant de ¥ U {U, 0, * ¢}
alors qu’un langage sur ¥ est un ensemble de séquences de symboles pris dans Y. Afin
d’aider a faire cette distinction, nous avons choisi ¢ comme le symbole de I’expression
réguliére représentant le langage @ (remarquez la différence entre les deux symboles).
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1.119 Exercice. En utilisant la définition 1.117, dites quel est le langage représenté
par les expressions réguliéres suivantes. Donnez les étapes menant a cette description
du langage (comme il est fait a ’exemple 1.118). Simplifiez la description du langage
autant que possible.

1. (ao(aUb))
2. ((aoa)*U(bUb)¥)

|

1.120 Exercice. Pour chacun des langages suivants, donnez une expression réguliére
qui le représente.

1. {a’ba* : j,k € N*}
2. {w":neNA(w=abVw=ba)}
a

1.121 Remarque. L’expression qui représente le langage élémentaire {\} est ¢*. En
effet, L(¢*) = (L(9))* = 0" = {\}. O

Voici maintenant le théoréme qui justifie le qualificatif réguliére utilisé pour nom-
mer le type d’expressions que nous venons de définir.

1.122 Théoréme. Soit un alphabet 3. Les langages réquliers sur 3 sont précisément
les langages représentables par les expressions réqulieres sur ..
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DEMONSTRATION. Nous allons d’abord montrer que tout langage représentable par
une expression réguliére est régulier, puis que tout langage régulier est représentable
par une expression réguliére.

Partie 1

Montrons que si un langage est représentable par une expression réguliére, alors
c’est un langage régulier.

On sait que @ est un langage régulier, ainsi que {z}, pour tout x € X. Par
conséquent, ¢ et x représentent des langages réguliers. Les expressions réguliéres plus
complexes sont construites & partir d’expressions plus simples en les combinant au
moyen de symboles d’union, de concaténation ou de fermeture :

e Par le théoréme 1.99, I'union de deux langages réguliers est un langage régulier.
Par conséquent, L((p U r)), qui est égal & L(p) U L(r) par la définition 1.117,
est un langage régulier si L(p) et L(r) sont réguliers.

e Par le théoréme 1.106, la concaténation de deux langages réguliers est un lan-
gage régulier. Par conséquent, L((p o 7)), qui est égal & L(p) o L(r) par la
définition 1.117, est un langage régulier si L(p) et L(r) sont réguliers.

e Par le théoréme 1.112, la fermeture d’un langage régulier est un langage régulier.
Par conséquent, L(p*), qui est égal a (L(p))* par la définition 1.117, est un
langage régulier si L(p) est régulier.

On voit donc qu’il n’est pas possible de construire une expression réguliére qui
ne représente pas un langage régulier, puisque les expressions réguliéres élémentaires
représentent des langages réguliers et que la combinaison d’expressions réguliéres re-
présentant des langages réguliers est une expression réguliére représentant un langage
régulier.

Partie 2

Montrons que si un langage est régulier, alors il est représentable par une expres-
sion réguliére.

Pour ce faire, nous associerons une expression réguliére r & chaque automate
fini M, de telle maniére que L(r) = L(M). Nous considérerons des diagrammes de
transitions généralisés dont les arcs sont etiquetés par des expressions réguliéres. Voici
un exemple d’une partie d’un tel diagramme.

@ (z* oy) @

Pour passer de I’état 1 a I’état 2, 'automate doit lire une séquence de 0 ou plusieurs
x, suivis d’un y.
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Si ces diagrammes généralisés peuvent étre transformés en expressions réguliéres,
les diagrammes usuels pourront I’étre.

Soit T' le diagramme de transitions de M. Pour trouver ’expression réguliére r
telle que L(r) = L(M), il faut appliquer les régles suivantes jusqu’a ce que 1’expression
réguliére soit trouvée.

1. Si T n’a pas d’état final, r = ¢.

2. SiT an états finaux, n > 1, faire n copies 11,15, ..., T,, de T', chaque T; ayant un
seul état final différent des autres 7. Evidemment, L(T) = L(T})U...UL(T,).
Par exemple, si T est le diagramme suivant,

Yy

Sord

Y

on obtient

Tlgéx‘Q)x‘b TZAéx‘Q)x‘©

Aprés avoir fait cette transformation, il faut trouver des expressions réguliéres
r1,T2,...,Ty telles que

L(r;) = L(T;), pouri=1...n.

On aura alors
r = ((T’1U7”2)U...UT‘R).
3. Si T a un seul état final.

(a) Si, de l’état sy a l'état so, il y a k arcs étiquetés rq,rs, ..., g, les remplacer
par un arc unique étiqueté ((r; U ry) U ... U rg). Par exemple, les deux
parties de diagrammes qui suivent,

x p
Q (poq) O “ q

deviennent, respectivement,

Q(w(po‘m{) N @(pu(;)

(b) Si, entre chaque paire d’états, il y a au plus un arc dans chaque direction :
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i. Si T a un seul état, il est nécessairement initial et final :

p
e SiT est )©§> alors r = p*.
e SiT est @alorsrzga*.

ii. Si T a deux états, 'un initial et 'autre final, il y a au plus quatre

arcs :

OO0

A. Silarc t est absent, r = @.
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B. Si I'arc t est présent, il y a 8 cas. Dans chaque cas, ’expression
réguliére associée au diagramme est facile a déduire. Par exemple,
si les seuls arcs présents sont s et ¢, il peut y avoir 0 ou plusieurs
transitions par 'arc s, suivies d’une transition par 'arc ¢. L’ex-
pression est donc (s* o).

La table suivante donne une expression réguliére pour chacun des
8 cas. En changeant la disposition des parentheéses, il est possible
d’obtenir d’autres solutions correctes. Dans cette table, la lettre

< p> signifie « présent > et la lettre < a> signifie < absent .

p|p|p|(((s50t)ou’)o(vo((s*ot)our)))
p|p|a|((sTot)ou’)
pla|p]|((sTot)o(vo(sot)))
plalal|(s*ot)
alp|p|((tou*)o(vo(tou*))*)
alplal(tou®)

ala|p|(to(vot)r)

ala|alt

iii. Si 7" a au moins un état qui n’est ni initial, ni final : Soit s¢ I'un de
ces états. La situation est la suivante (les boucles sont omises, parce

que non pertinentes).
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Enlever sq et ses arcs incidents. Pour chaque paire p, g d’arcs enlevés
tels que

ajouter un arc de s; a so, avec I’expression
e (pogq) sitest absent;
e ((pot*)oq) sit est présent.

Remarque : Ce dernier cas permet d’enlever un état a 'automate. Un examen
des cas traités montre que le nombre d’états doit diminuer jusqu’a un ou deux.
Le processus termine donc.

O

1.123 Exemple. Considérons le diagramme suivant.
c

OO0

b d

Trouvons I'expression réguliére associée a ce diagramme, selon la méthode de la partie
2 du théoréme 1.122. L’état 2 n’est ni initial, ni final. Il faut donc appliquer le méthode
du cas 3(b)iii, supprimer cet état 2 et ajouter un arc étiqueté ((a o b*) o a) entre les
états 1 et 3.

c

@ (@ob)oa) A

d

Il y a plus d’un arc entre les états 1 et 3. C’est le cas 3a du théoréme. Faisons 'union
des expressions de ces deux arcs et remplacons les par un seul.
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@ (((aob*)oa)Uc) @2)

d

Il reste deux états; I'un est initial (1) et l'autre final (2). L’arc (appelé ¢ dans le
théoréme) entre I’état initial et I’état final est présent. On est donc dans le cas 3(b)iiB.
Les arcs nommeés s et v dans le théoréme sont absents, mais I’arc u est présent. D’aprés
la table, I’expression réguliére correspondant au diagramme est

(((aob*) ca)Uc)od)

(il est aussi facile de la trouver directement par consultation du diagramme). a
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1.124 Exercice. Donnez une expression réguliére qui représente le langage accepté
par 'automate M suivant.
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1.6.5 Problémes

1.
2.

Montrez que tout langage fini est régulier.

Décrivez (par des mots ou par une expression ensembliste) le langage représenté
par chacune des expressions réguliéres suivantes.

(a) ((cUb) oa)
(b) ((aca®)o(bobd))
(¢) ((aoa*)U(bobd*))
(d) ((a"ob)oc)
Trouvez un diagramme de transitions qui accepte le langage généré par la gram-

maire réguliére suivante. (Le symbole de départ est S.) Ensuite, trouvez une
expression réguliére représentant le méme langage.

S — alN M — ¢cN N — bM
S —a M —c N —b

Trouvez une expression réguliére qui représente 'intersection des langages re-
présentés par chacune des paires d’expressions réguliéres qui suivent.

(a) (aUb*) et (aUDb)*

(b) (ao(aUb)*) et ((aUb)*ob)

(¢) ((aUb)ob)o(aUb)*)et (bo(aUb)*)

(d) ((aob) o (aU)) et ((aUb)o(aocb))
Pour chacune des grammaires réguliéres suivantes, donnez une expression régu-
liére qui représente le langage généré par la grammaire. Toutes ces grammaires
ont S pour symbole de départ (axiome). Cela peut se faire directement, en ana-
lysant le langage généré par la grammaire. Cela peut aussi se faire en trouvant

I’automate qui accepte le langage généré par la grammaire, puis en trouvant
I’expression réguliére associée a ’automate.

(a) S —aT S —bS T — aT
S—a S—b T—a
(b) S —bS T —bT
S —al T — aS
S—=b T —a
(c) S—aB A —aS
S — bA A —bS
S—=A
(d) S—aB A —aB B —bS

S — bA A—a
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6. Trouvez l'automate reconnaissant le langage représenté par I’expression ((a U
b*) oc). Il est possible de le faire directement en analysant le langage représenté
par I'expression. Il est aussi possible de construire trois automates élémentaires
qui acceptent a, b et ¢, puis de les combiner en en faisant I’union, la concaté-
nation ou la fermeture (voir les théorémes 1.99, 1.106 et 1.112).

7. Montrez que si L; et Ly sont deux langages réguliers, alors L; N Ly est aussi un
langage régulier.

8. Montrez que si Ly et Ly, sont deux langages réguliers, alors le langage L; — Lo
est aussi régulier.
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Utilisons les termes correctement

e Un automate l"eCOHIlait ou aCCepte une séquence.
e Un automate T€CONNAIL ou ACCEPTE un langage.

e Une grammaire génél‘e une séquence.

e Une grammaire génére un langage.

e Une expression réguliére Teprésente une séquence.

e Une expression réguliere I’epfésente un langage.

e Un langage COIltieIlt. une séquence.
e Une séquence appartlent a un langage.
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Chapitre 2

Automates a pile, langages non
contextuels

OBJECTIF GENERAL

1. Comprendre les capacités et les limites des automates & pile en tant que
dispositifs de reconnaissance de langages. Faire le lien avec les grammaires
non contextuelles.

111
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2.1 Automates a pile

OBJECTIFS SPECIFIQUES

1. Démontrer le fonctionnement d’'un automate a pile donné en énumérant les
configurations du ruban et celles de la pile ainsi que les états consécutifs a
une configuration initiale donnée.

2. Démontrer 'acceptation ou le rejet d’'une séquence de symboles donnée par
un automate a pile donné.

3. Transformer un automate qui accepte sans vider sa pile en automate qui vide
sa pile avant d’accepter.

4. Décrire le langage accepté par un automate a pile donné.

5. Construire un automate a pile acceptant un langage donné.

Nous allons étudier une classe de machines plus puissantes : les automates a pile.
Elles sont capables de reconnaitre les expressions parenthésées et les imbrications de
blocs begin-end. Pour augmenter la puissance des automates finis, on leur donne de
la mémoire en leur ajoutant une pile.

ruban

e

Déplacement de la téte

indicateur

d’état

mécanisme de controle

—/

La pile de ’automate a son propre alphabet qui peut étre différent de ’alphabet
d’entrée. A part la pile, Pautomate a pile est comme 'automate fini.

Les opérations que peut effectuer un automate a pile sont les suivantes :

e lire un symbole (et avancer la téte de lecture)

e dépiler un symbole

e empiler un symbole
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e changer d’état
Pour représenter une transition d’un automate a pile, on utilise la notation

(p, 2,954, 2),

ou p,x,¥y,q et z sont respectivement I’état courant, le symbole a ’entrée, le symbole
dépilé, le nouvel état et le symbole empilé. Notez que le y est dépilé avant que le z
soit empilé. L’automate n’est pas obligé de faire a la fois une lecture, un empilement
et un dépilement & chaque transition. Si aucun symbole n’est lu, on met un A a la
place du z. Si aucun symbole n’est dépilé, on met un A\ & la place du y. Si aucun
symbole n’est empilé, on met un A a la place du z.

2.1 Exemple. La transition (1, a,t; 2, b) signifie que 'automate passe de 'état 1 a
I’état 2, en lisant un a sur le ruban, en dépilant un ¢ et en empilant un b.

(p, A, A; ¢, A) signifie que 'automate passe de I'état p a 1’état ¢ (aucune lecture, ni
empilement, ni dépilement).

(p, A, 2;q,\) signifie que automate passe de 'état p a 1'état ¢ en enlevant le
symbole 2 de la pile.

(p, a, A; g, ¢) indique que "automate passe de ’état p a 1’état ¢ en lisant du ruban
le symbole a et en placant ¢ sur la pile. O

Les diagrammes de transitions des automates a pile sont comme ceux des auto-
mates finis sauf que ’étiquette d’un arc est plus complexe. Ces étiquettes ont la forme
x,Y; z, ou x est le symbole lu sur le ruban, y est le symbole dépilé et z est le symbole
empilé.

2.2 Exemple. Voici le diagramme de transitions d’un automate a pile :

En passant de ’état 1 a I’état 2, automate empile un #. En passant de ’état 2 a
I’état 3, il lit un b et dépile un a. O

2.3 Exercice. Que fait I’automate de I'exemple 2.2 en passant
1. de I’état 2 & ’état 27
2. de I'état 3 a I'état 37
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3. de 'état 3 4 ’état 47

Allons y maintenant pour la définition formelle d’un automate a pile.

2.4 Définition. Un automate & pile est un sixtuplet (S, X, I, 7T, ¢, F) o
S est un ensemble fini d’états,
¥ est l’alphabet d’entrée (alphabet du ruban),
I' est 'alphabet de la pile,
T est un ensemble fini de transitions,
L € S est ’état initial,
e [ C S est I’ensemble des états finaux.
[’automate a pile est démarré dans I’état initial avec la pile vide. Il accepte la séquence
d’entrée ssi il peut atteindre un état final aprés I’avoir lue en entier. Le langage accepté
par un automate a pile M est noté L(M); c’est 'ensemble des séquences acceptées
(c’est-a-dire que L(M) = {w : w est acceptée }). a

Dans cette définition, les mots peut et aprés sont utilisés pour les raisons suivantes.

e peut : Puisque la définition d’'un automate a pile n’exige pas que I’ensemble T
des transitions soit une fonction, les automates a pile peuvent étre non déter-
ministes.

e aprés : Il n’est pas nécessaire que 'automate a pile atteigne un état final tout de
suite aprés avoir lu le dernier symbole d’entrée. Aprés avoir terminé la lecture
de la séquence d’entrée, I’automate peut effectuer des transitions en manipulant
sa pile et atteindre de cette fagon un état accepteur.

2.5 Exemple. Soit I'automate a pile M = ({1,2,3,4},{a,b},{a,b,#},T,1,{1,4}),
oul T est I’ensemble de transitions

{(1’ A’ A; 27 #)’ (27 a” )\; 27 a)’ (2’ b7 a’; 37 A)’ (3’ b’ a; 3’ )\)7 (37 A’ #; 4’ A)}'

Le diagramme de transitions correspondant est celui de ’exemple 2.2. On pourrait
aussi considérer que son alphabet de pile est {a, #}, puisqu’il n’utilise pas de b sur la
pile. Cet automate accepte la séquence A, car I’état initial est final. Il accepte aussi
la séquence aabb en passant par la suite de configurations que voici.

état ruban pile
1 aabb
2 aabb #
2 aabb #a
2 aabb #aa
3 aabb #a
3 aabb_ #
4 aabb_
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Voyons ce qui se passe si la séquence d’entrée est aab.

état ruban pile
1 aab
2 aab #
2 aab #a
2 aab #aa
3 aab_ #a

Aucune transition n’est possible, car il n’y a plus de b & lire et il n’est pas possible
de dépiler le #, car il y a un a par dessus. La séquence aab est rejetée, car 'état 3
n’est pas final.

En dernier lieu, voici le traitement réservé a aabbb.

état ruban pile
1 aabbb
2 aabbb #
2 aabbb #a
2 aabbb #aa
3 aabbb #a
3 aabbb #
4 aabbb seule transition possible

La séquence d’entrée n’est pas toute lue et ne peut I’étre (il n’y a pas d’autre choix
de chemin). Elle est donc rejetée.
Le langage accepté par M est

{a™" : n € N}.

Comme nous l’avons vu au chapitre 1, aucun automate fini ne peut accepter ce
langage. a

2.6 Exercice. Soit le diagramme de transitions d’un automate a pile :
0,X;0 1,0; A

1. Quelle est la définition formelle de cet automate (c’est-a-dire quels sont ses
paramétres S, X, I, T, 1, F) ?
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2. Donnez la suite des configurations lorsque la séquence d’entrée est
(a) 0011

(b) 011

(c) 001

3. Quel langage accepte-t-il ?
O

Si toutes les transitions d’un automate a pile ont la forme (p, z, A; ¢, A), cet auto-
mate a pile se comporte comme un automate fini (puisqu’il ne manipule pas la pile).
Donc

{langages réguliers} C {L(M) : M est un automate a pile}.

Comme nous ’avons vu a l'exemple 2.5, il existe un automate & pile qui accepte
{a"b" : n € N}, alors qu’aucun automate fini ne peut le faire. Les automates a pile
sont donc strictement plus puissants que les automates finis.

2.7 Exemple. Voici un automate fini et un automate a pile équivalent dont toutes
les transitions ont la forme (p, z, A\; ¢, A) :

a a, \; A
@ a C%% b @ b @ @a, A; )\éb, A; A@b, A; )\@
c c, A\ a

Considérons ’automate de ’exercice 2.6. Si on lui soumet & I’entrée la chaine 0001,
I’automate accepte cette derniére en laissant deux 0 sur la pile. Pour certaines appli-
cations ou l'utilisation des automates a pile est nécessaire, ce type de comportement
pourrait étre jugé inacceptable. Qu’advient-il de la classe des langages reconnus par
les automates a pile si on les oblige a vider leur pile avant d’accepter 7 Le théoréme
suivant répond & cette question.
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2.8 Théoréme. Soit (S,X,T,T,1, F) un automate & pile qui peut accepter des sé-
quences sans vider sa pile. Il existe un automate o pile M' = (S", S, T, T/, F') qui
vide toujours sa pile avant d’accepter et tel que L(M) = L(M').

DEMONSTRATION. (Cette démonstration est combinée & un exemple indiquant com-
ment effectuer la transformation de 'automate de ’exercice 2.6. Nous prenons I' =
{0,1}.) On transforme M en M’ de la fagon suivante :

1. Ajouter un nouvel état initial ¢/ et une transition (', A\, A\;¢, #) ou # & T'.
0,X;0 1,0; )\

2. Ensuite, ajouter un nouvel état p. Puis, pour tous les s € F, ajouter une
transition (s, A\, A\;p, A).

3. Pour tout z € T', ajouter les transitions (p, A, z; p, A) (rappel : # & T').
0,X;0 1,0; A A

4. Ajouter un nouvel état ¢ qui devient le seul état final, ainsi qu’une transition

(D, A #5q, M).
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0,X;0 1,0; A A 054

A A # AT A

Le fonctionnement de 'automate M’ se résume de la facon suivante. D’abord,

M' marque la pile avec le symbole #, puis fait comme M.

e Si M lit toute la chaine et la rejette en terminant dans I’état 1, M’ fait de
méme.

e Si M termine dans 'état 2 sans lire toute la chaine, il la rejette. M’ fait
la transition de 2 vers p, vide la pile (sauf #), puis fait la transition de p
vers ¢ (en dépilant #) et arréte en rejetant (car il n’a pas lu toute la chaine
d’entrée).

e Si M finit dans I’état 2 avec toute la séquence lue, M’ fait la méme chose
puis va en p, dépile jusqu’au symbole #, puis va a I’état ¢ en dépilant # et
accepte avec sa pile vide.

O

2.9 Exercice. Voici le diagramme de transitions d’un automate a pile.

a,\;a

b, a; A

Transformez cet automate pour qu’il accepte le méme langage en vidant toujours
sa pile lorsqu’il accepte.
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O

2.10 Remarque. Par la suite, & moins d’indication contraire, nous supposerons que
les automates peuvent accepter sans vider leur pile. O

2.11 Exercice. Construisez un automate a pile acceptant le langage

{0™1™0" : m,n € N}.

2.1.1 Problémes

1. Quel est le langage accepté par 'automate a pile dont le diagramme de transi-

tions est le suivant ?
a,\;a

b,a; A
2. Construisez un automate a pile qui reconnait le langage

{a"b°c':re NAse NAteNAs=r+1}
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2.2 Grammaires non contextuelles

OBJECTIFS SPECIFIQUES

1. Décrire le langage généré par une grammaire non contextuelle donnée.

2. Construire une grammaire non contextuelle générant un langage donné.
3. Passer d’'une grammaire non contextuelle & un automate a pile.
4

. Convertir une grammaire non contextuelle quelconque en grammaire sous
forme normale de Chomsky.

5. Donner 'arbre de dérivation d’une séquence donnée par une grammaire non
contextuelle donnée.

Dans cette section, nous introduisons des grammaires plus puissantes que les gram-
maires réguliéres en levant les restrictions imposées au coté droit des productions de
ces derniéres (voir définition 1.88). Nous verrons que ces grammaires, appelées gram-
maires non contextuelles, peuvent générer exactement les langages reconnaissables
par les automates a pile. En particulier, elles peuvent générer des expressions arith-
métiques dont les parenthéses sont correctement équilibrées. Ce type de grammaire
est le plus utilisé en informatique. En effet, les grammaires BNF!, qui sont utili-
sées pour définir la syntaxe des langages de programmation, sont des grammaires
équivalentes aux grammaires non contextuelles.

2.12 Définition. Une grammaire non contextuelle (ou indépendante du contexte)
est une grammaire de phrases (voir définition 1.78) dont le coté gauche de chaque
régle consiste en un seul symbole non terminal. O

Nous avons vu au chapitre précédent que le coté droit des régles des grammaires
réguliéres est constitué soit d’un terminal, d’un terminal suivi d’un non terminal, ou
de la chaine vide. Dans le cas des grammaires non contextuelles, le coté droit des
régles peut étre n’importe quel arrangement de terminaux et de non terminaux. Par
contre, les deux types de grammaires ont les mémes restrictions sur le coté gauche. Les
grammaires réguliéres sont donc un sous ensemble strict de I’ensemble des grammaires
non contextuelles.

2.13 Exemple. Voici une grammaire non contextuelle G = (V,T, S, R), ou
1. V = { expr, instr, liste_instr }
2. T ={id, :=, si, alors, tant, que, faire, début, fin,; a }
3. S = instr

1Backus-Naur Form ou Backus Normal Form
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4. R : mstr — id := expr
instr — si expr alors instr
instr — tant que expr faire instr
instr — début liste_instr fin
liste_instr — instr 5 liste_ instr
liste_instr — A\

erpr — a
O

Le terme <non contextuelle> vient du fait qu’étant donné que le coté gauche
d’une régle est constitué uniquement d’un non terminal, la régle peut étre appliquée
sans égard au contexte dans lequel se retrouve le non terminal. Par exemple, grace
a la régle Z — aAb, Z peut toujours étre remplacé peu importe le contexte o il se
trouve. Par contre, considérons la régle aZb — a.Ab. Etant donnée une telle régle, Z
peut étre remplacé par A seulement s’il est précédé par un a et suivi par un b.

Les grammaires non contextuelles générent des chaines par dérivation tout com-
me les grammaires réguliéres. Mais dans le cas des grammaires non contextuelles, au
cours du processus de dérivation, la possibilité peut s’offrir & nous de choisir parmi
plusieurs non terminaux a remplacer.

2.14 Exemple. Pour illustrer le phénoméne, dérivons une chaine en appliquant les
régles de la grammaire G ci-dessous.

S — z2MNz M — aMa N — bNb
M — 2z N — 2z

S=2z2MNz= zaMaNz = zaMazz = zazazz

On voit qu’a la deuxiéme étape, le choix s’offre de remplacer le non terminal M ou
le non terminal N. Alors, est-ce que la chaine obtenue aurait été différente si nous
avions appliqué les mémes régles mais dans un ordre différent ? La réponse est non
et nous verrons plus loin pourquoi. O

2.15 Exercice. Décrivez par une expression ensembliste le langage généré par la
grammaire de ’exemple 2.14.

O

2.16 Définition. Une dérivation a gauche s’effectue en remplacant toujours, & cha-
que étape du processus de dérivation, le non terminal le plus a gauche. O
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2.17 Exemple. Etant donnée la grammaire de I’exemple 2.14, voici une dérivation
a gauche :

S =2MNz = zaMaNz = zazaNz = zazabNbz = zazabzbz

O

2.18 Définition. Une dérivation a droite s’effectue en remplacant toujours, a chaque
étape du processus de dérivation, le non terminal le plus & droite. O

2.19 Exemple. Etant donnée la grammaire de 1’exercice 2.14, voici une dérivation
a droite :

S=2z2zMNz= zMbNbz = zMbzbz = zaMabzbz = zazabzbz

Cette séquence est la méme que celle qui a été obtenue a ’exemple 2.17. Elle est ici
le résultat de ’application des mémes régles, mais dans un ordre différent. O

D’autres dérivations sont possibles. Mais toutes les dérivations donnent les mémes
séquences terminales. Cela est assez facile & voir en considérant ’arbre de dérivation.

La racine de I’arbre de dérivation est I’axiome de la grammaire. Les non terminaux
forment les noeuds internes de 'arbre et les terminaux forment les feuilles.

/\
z M N z
aMa bNYD

z z
Arbre de dérivation de zazabzbz

En regardant 1’arbre, on voit que le choix du symbole non terminal & réécrire
n’affecte pas la séquence terminale dérivée puisque les branches de I'arbre sont in-
dépendantes. Donc, l'ordre d’application des régles de production n’affecte pas le
résultat final.

2.20 Exercice. Soit la grammaire G = ({S}, {+, —, *,/, (,),a}, S, R) ou R est I’en-
semble des régles suivantes :

S—=S+S S—S%S S —(S)
S—-S5-S S—S/S S—a
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Donnez une dérivation a gauche, une dérivation a droite et 1’arbre de dérivation de
la séquence a * (a + a).

|

Méme si I'ordre d’application des régles de production n’affecte pas le résultat
final, il peut arriver que, pour une séquence terminale donnée, des choix différents de
régles résultent en des arbres différents. Ce cas est suffisamment important pour que
I’on donne un nom aux grammaires qui le permettent.

2.21 Définition. Une grammaire est dite ambigué si elle permet plus d’un arbre de
dérivation pour une séquence terminale donnée. O

2.22 Exercice. Montrez que la grammaire GG ci-dessous est ambigué en produisant
la chaine

si condition alors si condition alors instruction sinon instruction
par des dérivations dont les arbres sont différents.

G = ({S}, { condition, si, alors, sinon, instruction }, S, R),
ol R est ’ensemble des régles suivantes.

(1) S — si condition alors S
(2) S — si condition alors S sinon S
(3) S — instruction

Quel est le résultat du programme suivant, selon ’arbre de dérivation utilisé pour
analyser I'instruction conditionnelle ?

x :=1; si x>b alors si x<10 alors x :=x+1 sinon x :=x-1
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O

2.23 Définition. Un langage est dit non contertuel s’il est généré par une grammaire
non contextuelle. O

2.24 Exercice. Construisez une grammaire non contextuelle qui génére le langage
{a™"¢™ :m € NAn e Nt}

O

2.25 Notation. Afin de démontrer qu’il existe toujours un automate & pile qui ac-
cepte le langage généré par une grammaire non contextuelle donnée, nous généralisons
la notation utilisée pour décrire les transitions d’'un automate & pile. Les transitions
peuvent maintenant avoir la forme (p, a, s; q, xyz), c’est-a-dire que plusieurs symboles
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peuvent étre empilés a la fois. La section d’automate correspondant & une telle tran-
sition est la suivante.

a,Ss;xYz

Un tel diagramme est en fait une abréviation du diagramme qui suit.

De ce deuxiéme diagramme, on voit que ’empilement se fait dans l'ordre z, y,
x

c’est-a-dire y . O
z

2.26 Théoréme. Pour toute grammaire non contextuelle G, il y a un automate a
pile M tel que L(G) = L(M).

DEMONSTRATION. On a G = (V, T, S, R) non contextuelle. On cherche un automate
apile M = (Sp, 2,1, Ty, F) tel que L(G) = L(M). Définissons

Sy = {i,p,q, f} ou ¢ est I'état initial
F={f}
=T
T =VUTU{# on#&Vet#¢T
TM = {(l’a)\a )\apa#)a(pa)\a)\aq’s)a(qa)\a#afa)\)}
U {(g,\, N;q,w) : N = w est une régle de G}
U{(g,z,2;¢,A) sz € T}

Un automate a pile construit de cette maniére analyse la séquence d’entrée en mar-
quant d’abord le bas de la pile avec le symbole #, puis en y empilant I'axiome de la
grammaire tout en passant dans I’état ¢. A partir de 13, tant que le # ne refait pas
surface, I'automate
e ou bien dépile un symbole non terminal et le remplace par le coté droit d’une
régle contenant ce non terminal a gauche (s’il y a plusieurs régles possibles, le
choix est fait de maniére non déterministe),
e ou bien dépile un symbole terminal tout en lisant le méme symbole a I’entrée
(si le symbole & lire est différent, 'automate n’a plus de transition possible).
Lorsque le # revient au sommet de la pile, M passe dans I’état f, qui est final; la
séquence d’entrée est alors acceptée si elle est toute lue.
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Remarquons que lorsque le coté droit d’une régle est empilé, le symbole non
terminal de gauche de cette régle (s’il y en a un) est plus prés du sommet de la pile que
les autres symboles non terminaux (s’il y en a d’autres). Ce sera donc le premier non
terminal a étre remplacé. Par conséquent, I'automate analyse la séquence d’entrée en
faisant une dérivation a gauche basée sur les regles de la grammaire donnée. Mais
s’il existe une dérivation de la séquence d’entrée, il existe une dérivation a gauche.
Ainsi, 'automate M accepte exactement le méme langage que le langage généré par
la grammaire G. |

La meilleure maniére de se convaincre de la validité de ce théoréme est de consi-
dérer un exemple et de faire la construction proposée.

2.27 Exemple. Voici un automate a pile qui accepte le langage généré par la gram-
maire de 'exemple 2.14. Il est construit selon la méthode du théoréme 2.26.

L’acceptation de la chaine zazabzbz s’effectue de la facon suivante. Remarquez
comment elle correspond a la dérivation & gauche

S=2z2zMNz = zaMaNz = zazaNz = zazabNbz = zazabzbz

Dans le tableau de configurations qui suit, la pile croit vers la gauche, contrairement
a la convention que nous avons utilisée & la section précédente (voir I'exemple 2.5).
Nous utilisons cette nouvelle convention parce que ’empilement vers la gauche permet
de mieux voir le coté droit des régles dans la pile (évidemment, on pourrait faire une
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pile verticale, ce qui éliminerait ce probléme ; mais cela prend plus de place).

Etape Entrée Etat Pile
0 zazabzbz L A
1 zazabzbz P #
2 zazabzbz q S#
3 zazabzbz q zM N z#
4 zazabzbz q M N z+#
5 zazabzbz q aMaN z#
6 zazabzbz q MaN z#
7 zazabzbz q zaN z#
8 zazabzbz q aN z#
9 zazabzbz q Nz#
10 zazabzbz q bNbz#
11 zazabzbz q Nbz#
12 zazabzbz q zbz#
13 zazabzbz q bz#
14 zazabzbz q Z#
15 zazabzbz_ q #
16 zazabzbz_ f A

127

A TDétape 4, le symbole non terminal M est au sommet de la pile. Il y a donc 2
transitions possibles, M — aMa et M — z. La premiére a été choisie. Si la deuxiéme
avait été choisie, la lecture de la séquence d’entrée n’aurait pu mener a 1’état final.
L’automate est donc non déterministe : il y a parfois un choix de transitions. Pour
qu’une séquence soit acceptée, il suffit qu’il y ait une suite de transitions menant de
I’état initial & ’état final, tout en faisant la lecture de toute la séquence d’entrée.
Un compilateur faisant ’analyse syntaxique d’un programme Pascal ou C pourrait
procéder exactement comme l’automate & pile ci-dessus. L’une de ses structures de
données serait donc une pile.

O
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2.28 Exercice. Trouvez une grammaire qui génére le langage {a™b™ : n € N}, puis
utilisez la technique du théoréme 2.26 pour construire un automate a pile qui accepte

ce langage. Donnez la suite de configurations menant a ’acceptation de la séquence
ab.

O

Ainsi donc, & chaque grammaire non contextuelle correspond un automate a pile
qui accepte le langage généré par la grammaire. L’inverse est aussi vrai.

2.29 Théoréme. Pour chaque automate a pile M, il existe une grammaire non
conteztuelle G telle que L(M) = L(G).

DEMONSTRATION. Voir |Brookshear89]. O

Il est important de connaitre ce résultat, car, en conjonction avec le théoréme 2.26,
il montre que les automates a pile et les grammaires non contextuelles caractérisent la
méme classe de langages. Cependant, vous n’aurez pas a appliquer le théoréme 2.29,
car, méme pour un automate & pile simple, il conduit & une grammaire non contex-
tuelle monstrueuse.

Une conséquence immédiate des théorémes 2.26 et 2.29 est que, pour montrer
qu’'un langage est non contextuel, il suffit de donner une grammaire non contextuelle
qui le génére ou un automate a pile qui ’accepte.

Nous allons maintenant montrer que I'union de deux langages non contextuels
est un langage non contextuel. Pour y arriver, nous allons combiner deux grammaires
non contextuelles de sorte que la grammaire résultante génére I'union des grammaires
initiales.

2.30 Théoréme. L’union de deux langages non contextuels est un langage non
contextuel.
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DEMONSTRATION. Soient G1 = (Vl,Tl,Sl,R1) et G2 = (‘/Q,TQ,SQ,RQ). Supposons
que V1NV, = @ (si ce n’est pas le cas, il suffit de renommer les symboles appropriés).
On cherche une grammaire G telle que L(G) = L(G;) U L(G5). On définit cette
grammaire G = (V, T, S, R) ainsi :

V=WVulu{StouS¢gVietS ¢V,
T:T1UT2
R:R1UR2U{S—)51,S—)SQ}

Il est facile de voir que cette grammaire génére bien 'union des langages L(G:) et
L(Gy). O
2.31 Exemple. Soient G| et (9, les deux grammaires suivantes :

S1 — bSic Sy — abSs

G“Sl—>A 276, = A

G

Voici la grammaire G' qui génére L(G1) U L(G,) :

G: § — Sl
S — SQ
Sl — bSlc
Sl - A
52 — ab52
SQ - A

Voici maintenant pourquoi il est important d’avoir V; N V5 = . Soient

G1:51—>aX et GQZSQ—)CX
X — b X = d

L’union de L(G;) et L(G3) est {ab, cd}. Si on applique I’algorithme du théoréme 2.30
sans renommer X, on obtient la grammaire G suivante.

G: S — 5
S - SQ
Sl — aX
X —= b
SQ — X
X = d

Mais L(G) = {ab, ad, cb, cd} # L(G1) U L(G3).
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Afin d’éviter ce probléme, transformons G5 en renommant X dans (G5, de sorte
que Vi NV, = @. On obtient alors

GIZZSQ—>CY
Y — d

Ensuite, si on combine G; et G en appliquant ’algorithme, on obtient G telle
que L(G) = L(G,) U L(GY).

G: S — 5
S — SQ
Sl — aX
X = b
SQ — Y
Y — d

2.2.1 Forme normale de Chomsky

Soit G = (V,T,S,R) une grammaire non contextuelle. Si A € L(G), R doit
contenir au moins une régle-A. Par contre, si A ¢ L(G), il est possible d’éliminer
toutes les regles-A\.

2.32 Théoréme. Soit G = (V,T,S,R) une grammaire non contextuelle telle que
A & L(G). Il existe une grammaire G' sans régle-X telle que L(G) = L(G").

DEMONSTRATION. L’élimination de toutes les régles-A d’une grammaire ne générant
pas la séquence vide se fait en trois étapes. Celles-ci seront illustrées au moyen de la
grammaire de I’exemple 2.33 qui suit.

2.33 Exemple.

cPcQc
aPa
QN
bPb

A

aNb

A

2200wV h
A 2 R AN

1. Soient
e Uy={Xe€V:Ire R:r=(X — A)}. U contient tous les non terminaux
pouvant générer A\ aprés une seule étape de dérivation.
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e U, =U, 1 U{XeV:(FreR:r=X—->X1Xe.. X)) Am>1AX; €
Up_1,1 <i<m))}

Puisque V est fini, il existe un n tel que U, = U,_;. Appelons U le U, tel
que U, = U,_1. Bien siir, S ¢ U, car A ¢ L(G). U contient tous les symboles
non terminaux qui sont a l’origine d’une séquence de dérivation menant a la
génération de \. Pour tout X € U nous notons ce fait par X —* A\, nous disons
que X est un symbole générateur de .

Pour la grammaire de l'exemple 2.33, Uy = {N,Q} et Uy = Uy U {P} =
{N,P,Q}. Comme U; =Uy, =U3z =---={N,P,Q}, U = {N, P,Q}.

2. Poser G' = G, puis, pour chaque régle de la forme N — w, ajouter a G’ les
régles de la forme N — w', ou w' est obtenue de w en y supprimant un ou
plusieurs des symboles de U (faire toutes les combinaisons). Dans le cas de la
grammaire de 'exemple 2.33, il faut ajouter les régles suivantes :

S = ccQc

S — cPcc viennent de S — cPcQc
S — ccc

P — aa }vient de P — aPa

P — A

P — N viennent de P — QN
P — @

Q — bb vient de () — bPb

N — ab vient de N — aNb

3. Enlever les régles-A (P — A\, @ — A et N — X dans l'exemple). Le résultat
final est la grammaire G’ :

S — cPcQc P — aPa Q@ — bPb

S — ccQc P — aa @ — bb

S — cPcc P— QN N — aNb

S — ccc P— N N — ab
P—qQ

Avec la nouvelle grammaire G’ on peut dériver les mémes séquences terminales
qu’avec la grammaire originale G (voir [Brookshear89, page 95|, pour une justification
plus rigoureuse). Par exemple :

Dérivation par G Régle utilisée Dérivation par G’  Régle utilisée
S = cPcQc S — cPcQc S = cPcc S — cPcc

= caPacQc P — aPa = caacc P — aa

= ca@QNacQc P — QN

= caNacQc Q— A

= caacQc N — )\

= caacc Q— A
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O

2.34 Exercice. Soit la grammaire G suivante :

S — aSh N—>S
S — dNa N — )\

1. Quel est le langage généré par cette grammaire ?

2. Cette grammaire ne génére pas A, bien qu’elle contienne une régle-\. Utilisez
I’algorithme présenté au théoréme 2.32 pour trouver une grammaire équivalente
sans régle-\.

O

2.35 Définition. Une grammaire non contextuelle dont le coté droit de chaque régle
consiste soit en un seul symbole terminal, soit en exactement deux symboles non
terminaux, est dite sous la forme normale de Chomsky. O

Le théoréme qui suit utilise le théoréme 2.32 pour montrer que toute grammaire
non contextuelle qui ne génére pas la séquence vide peut étre transformée en une
grammaire équivalente qui a la forme normale de Chomsky.

2.36 Théoréme. Si L est un langage non contextuel tel que N & L, alors il existe
une grammaire non contextuelle G, sous forme normale de Chomsky, et telle que

LG) = L.

DEMONSTRATION. Soit G = (V, T, S, R) une grammaire non contextuelle sans régle-
A telle que L(G) = L (une telle grammaire existe, par le théoréme 2.32). Il faut
trois étapes pour construire, a partir de GG, une grammaire équivalente G’ sous forme
normale de Chomsky. Ces étapes seront illustrées au moyen d’un exemple.
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1. Poser G' = (. Pour chaque z € T, soit X ¢ V un nouveau symbole non
terminal :
e Remplacer toutes les occurrences de x par X dans chaque régle de G'.
e Ajouter la régle X — z a G'.
Le résultat est que le coté droit de chaque régle de la grammaire G’ est
e soit un seul terminal ;
e soit une suite de non terminaux.
De plus, L(G") = L(G). Par exemple, soit la grammaire G :

S —cMc M — bMb
M — N N —a

On a A ¢ L(QG), car toutes les séquences commencent par un c. Le résultat de
la transformation décrite ci-dessus est G’ :

S—=CMC N> A B—b
M — N A—=a C =c
M — BMB

2. Dans G', remplacer chaque régle de la forme N — Ny N, ... N, (oun > 2 et N;
non terminal) par ’ensemble des régles

N — N1R1
Rl — N2R2

Rn_?, — Nn—ZRn—Z
Rn—Z — Nn—an

Pour notre exemple, le résultat est G’ :

S — CR, M — BP; A—=a
R, — MC P,—- MB B—b
M — N N— A C—c

3. G' a maintenant des régles de la forme

non terminal —  terminal
non terminal — non terminal non terminal
non terminal — non terminal

Il reste maintenant & éliminer celles du type non terminal — non terminal.
Pour cela, il faut considérer toutes les chaines N,, - N,_; — N,_o — --- —
Ny — N et ajouter la régle

e N, — zsi N; = z est une régle de G',

e N, — AB si Ny — AB est une régle de G'.

Dans notre exemple, les chaines de G’ qui nous intéressent sont les trois sui-
vantes :
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(a) N — A;
(b) M — N ;
(c) M —- N, N — A

On ajoute

e N — a car A — a est une régle de G'.

e M — acar A — a dans G'.

(Si on avait une régle N — b dans G’, on ajouterait M — b.) On enléve ensuite
toutes les productions de la forme non terminal — non terminal. La grammaire
finale résultante est :

S—)CRl M — BP, A—a
R, —» MC P,— MB B—b
M —a N = a C—=ec

O

Ce résultat est intéressant pour au moins deux raisons. Tout d’abord, ce type
de grammaire a une structure trés simple; les preuves visant & démontrer certaines
propriétés des langages non contextuels peuvent étre plus simples si elles supposent
qu’une grammaire non contextuelle a la forme normale de Chomsky (& la condition
qu’elle ne génére pas \). Ensuite, il est surprenant de constater que la syntaxe d’un
langage de programmation comme C ou Java pourrait étre décrite au moyen d’une
grammaire dont la structure est aussi simple. Il faut cependant noter que cette sim-
plicité structurelle résulte en un inconvénient majeur : il faut un plus grand nombre
de régles pour définir un langage.
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2.37 Exercice. Transformez la grammaire obtenue a ’exercice 2.34 en grammaire
sous forme normale de Chomsky.

O

Que faire si A € L? Si L est non contextuel, on peut trouver une grammaire qui
est < presque > sous la forme normale de Chomsky :
1. D’abord trouver G = (V, T, S, R) sous forme normale de Chomsky et telle que
L(G) =L —-{A}.
2. Ajouter un nouveau non terminal S’ et la régle S — A (la nouvelle grammaire
génére donc \). S’ est le nouveau symbole initial.

3. Pour chaque régle de R de la forme S — w, ajouter une régle S" — w.

2.38 Exemple. Supposons que A € L et que L — {\} est le langage généré par la
grammaire

S — MN N—=MS N —a M —a

Comme cette grammaire est déja sous la forme normale de Chomsky, il suffit d’exé-
cuter les deux derniéres étapes. S’ est le nouveau symbole initial.

S'—= A S— MN N = a
S"— MN N —>MS M —a
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2.2.2 Problémes

1. Construisez une grammaire non contextuelle qui génére le langage
{a"b°c:r e NAse NAteENAs=r+t}.

2. Convertissez la grammaire suivante, dont le symbole initial est S, en grammaire
sous forme normale de Chomsky.

S — McN M — aM N — bN
M — ) N — A

3. Soit 3 = {a,b,0,U,*,),(,0}. Construisez un automate a pile M tel que L(M)
est ’ensemble de toutes les séquences de ¥* qui sont des expressions réguliéres
sur I'alphabet {a,b}. Suggestion : Il est plus facile de trouver une grammaire
non contextuelle qui génére le langage demandé que de construire 'automate ;
une approche simple consiste donc a trouver la dite grammaire, puis a appliquer
le théoréme 2.26.

4. Donnez une grammaire non contextuelle qui génére le langage sur 1’alphabet
{a, b} dont les éléments sont les séquences qui contiennent le méme nombre de
a que de b.

2.3 Les limites des automates a pile

OBJECTIFS SPECIFIQUES

1. Classifier des automates a pile décrits par des diagrammes de transitions.
Dire tout d’abord si la description est correcte. Si oui, dire si 'automate est
déterministe. Expliquer la raison de chaque choix.

2. Classifier des descriptions formelles d’automates a pile. Dire tout d’abord si la
description est correcte. Si oui, dire si ’automate est déterministe. Expliquer
la raison de chaque choix.

3. Construire un automate a pile déterministe acceptant un langage donné.

4. Démontrer qu'un langage donné n’est pas un langage non contextuel.

2.3.1 La portée des langages non contextuels

Il existe des langages qui ne sont pas non contextuels (on dit qu’ils sont contezrtuels
ou dépendants du contexte). Au chapitre précédent, nous avons présenté une méthode
permettant de montrer qu’un langage n’est pas régulier. Nous verrons maintenant
comment montrer qu'un langage est contextuel.
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Le théoréme 2.40 est appelé lemme de pompage, car il montre comment créer de
nouvelles séquences en <« pompant > des sous-séquences, c’est-a-dire en ajoutant un
nombre quelconque de ces sous-séquences. C’est ce théoréme qui sera utilisé pour
montrer qu'un langage est contextuel.

Dans la preuve du théoréme 2.40 nous allons utiliser le lemme suivant.

2.39 Lemme.

Dans un arbre binaire complet de hauteur k, le nombre de feuilles est au plus 2%.
O

Nous avons m = 2 est le nombre de symboles du coété droit d’une regle a part
ceux génénérant un terminal. Chaque noeud d’un arbre de dérivation a au plus m
enfants ; donc, un arbre de dérivation de profondeur k£ peut produire une séquence de
longueur au plus m* = 2¥). Ainsi, Parbre suivant a une profondeur 3 et produit une
séquence de longueur maximale, soit 8.

A longueur < 2° = 1 (profondeur 0)

B C longueur < 2! = 2 (profondeur 1)

e
MM

B BB B C C C C longueur <2 =8 (profondeur 3)

longueur < 22 = 4 (profondeur 2)

2.40 Théoréme.

Soit L un langage infini. Si L est non contextuel, alors il existe un nombrep € N7,
dépendant de L et d’une grammaire sous forme normale de Chomsky le générant, tel
que la propriété suivante est vraie. Yz € L : Is,v,u,w,t € ¥* : z = svuwt et |z| > p
et lvuw| < p et lvw|>1 (v#AVw#N) alors Vi € N : sv'uw't € L.

DEMONSTRATION. Nous supposons que L est engendré par une grammaire sous forme
normale de Chomsky et que le nombre de symboles non terminaux de cette grammaire
est k. Nous considérons les langages ne contenant pas la séquence vide. Pour un
langage qui contient la séquence vide, comme cette derniére ne nous intéresse pas
pour le choix de z, nous pouvons considérer ce langage privé de la séquence vide.
Nous allons montrer que p = 2% est la constante désirée du langage.

Pour cela, soit z un mot de L. Considérons son arbre de dérivation. Comme la
grammaire est sous forme normale de Chomsky, cet arbre est un arbre binaire complet,
sauf pour les feuilles qui sont seuls fils de nceuds. Si nous négligeons les feuilles, il
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reste un arbre binaire complet dont le nombre des nceuds externes (les feuilles) est
exactement le méme que la longueur de z. Si la longueur de z est au moins 2%, la
hauteur de 'arbre est au moins k. Notez qu'un chemin de longueur £ posséde k arétes
et k + 1 noeuds. Sur un chemin de longueur £ étiqueté par des noms de variables,
un méme nom doit apparaitre deux fois (principe des nids de pigeons). Considérons
I’ensemble I des noeuds ¢ tels que la variable de ¢ apparait encore une fois sur un
chemin partant de ¢ vers une feuille de ’arbre de dérivation. L’ensemble I contient
au moins un élément. Parmi les nceuds de I, choisissons celui qui est & la racine du
sous-arbre ayant la plus petite hauteur, soit n ce nceud et A son étiquette. Nous
sommes siirs que le sous-arbre issu de n est de hauteur au plus k, sinon il y aurait un
autre sous-arbre de hauteur plus petite dont le nceud est répété plus d’une fois. Par
conséquent, le nombre de feuilles de ce dernier est au plus p = 2*. La situation est la

7N

\_/v\/vv

Par conséquent |vuw| < p = 2*. Puisque la grammaire est sous forme normale de
Chomsky, chaque nceud, & part celui juste avant une feuille, a exactement deux fils.
Donc, v et w ne sont pas simultanément vide. Dans la figure ci-dessus le plus petit
sous arbre peut-étre mis a la place du plus grand produisant le mot sut.

§
ENN

Le plus grand peut remplacer le plus petit autant de fois qu’on veut, produisant
sv'uw't, i € N, comme le montre le schéma qui suit.
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O

2.41 Exemple. Soit la grammaire, sous forme normale de Chomsky, G = ({A, B,C}, {a, b}, A, R),
ou R est

A — BC B—a C - BB
B —CC C—b C —- BC

Le langage généré par G est infini. En effet, toutes les séquences de la forme a™*1b,
ot n € N, appartiennent a L(G). En effet, on a la dérivation suivante de a™*'b.

A
= ( Reégle A — BC.)
BC
= ( Regle C — BC.)
BBC
= ( Régle B — a. )
aBC
= ( Les deux étapes précédentes peuvent étre faites zéro, une ou plu-

sieurs fois. )
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= { A la ligne suivante, n € N. )
a"BC

= ( Reégle B — a. )
CLn+1C

= ( Regle C — b. )
a™t1b.

Soit j = nombre de symboles non terminaux = |V|. Pour notre exemple, j = 3.
Choisissons une séquence z € L telle que |z| > 27 (une telle séquence existe, puisque
L est infini). Pour notre exemple, |z| > 2% = 8. Prenons la séquence

z = abbbbabbabb

(on a |z| = 11). N'importe quel arbre de dérivation de z a une profondeur plus grande
que j = 3. Il y a donc au moins un chemin, de la racine a une feuille, contenant plus
de j symboles non terminaux.

Voici I'arbre de dérivation de z.

A (1)
B/\c
/\ /\
(2) C (3) B B
a CAC (4) b (5) BAO b BAB
» /

- 1
b b

Sur cet arbre les noeuds (2) et (3) correspondent & deux sous-arbres de hauteur
minimale et tel que la variable étiquetant le nceud est répétée deux fois.

Prenons, le chemin ACBCB. 1l est de profondeur 4 et contient 5 symboles non
terminaux. Considérons le sous-arbre dont la racine est B (3) duquel on enléve le
sous-arbre dont la racine est B (5) (on garde la racine).
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(3) B (5) B

N

C

A

b (5) B C
|

La séquence z peut étre décomposée de la maniére suivante :

abbb b a b babb
e e
s v U w t
ou
e s est la séquence terminale & gauche du sous-arbre (3) dans ’arbre principal
(1);
e v est la séquence terminale & gauche du sous-arbre (5) dans le sous-arbre (3);
e u est la séquence terminale du sous-arbre (5);
e w est la séquence terminale & droite du sous-arbre (5) dans le sous-arbre (3);
e ¢ est la séquence terminale a droite du sous-arbre (3) dans I’arbre principal (1).

Nous avons bien |vuw| = |bab| = 3 < 23 = 8 et |[vw| > 1 puisque v et w sont toutes
deux non vides.
Le sous-arbre (3) correspond a la dérivation

B=CC=bC = bBC = bBb

On peut appliquer au B de la séquence résultante bBb la méme suite de dérivations,
ce qui donne la séquence bbBbb (début du < pompages). Cela correspond a greffer
tout le sous-arbre (3) a la position (5) :
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C /C\
% C
K b

(3
5) B ¢
b

< Q

On peut appliquer la suite de dérivations ci-dessus au B de bbBbb autant de fois que
I'on veut (ce qui revient a greffer le sous-arbre (3) en position (5) autant de fois que
désiré). Finalement, on peut utiliser la production B — «, ce qui donne la séquence
brab”, ot n € N (ce qui revient a replacer le sous-arbre (5) & la position (5)). Aprés
toutes ces étapes, la séquence obtenue est

abbb b" _a_ b" babb
o W wn ¥

On voit comment on réussit a répéter les sous-séquences v et w autant de fois qu’on
le désire. Cela nous permet d’obtenir, & partir de la séquence z = abbbbabbabb, de
nouvelles séquences abbbb™ab™babb, pour n € N, qui appartiennent a L(G), tel qu’an-
noncé dans ’énoncé du théoréme. Le cas n = 0 est obtenu en greffant le sous-arbre
(5) a la palce du sous-arbre (3).

Considérons maintenant le sous-arbre de racine (2) et le chemin ABCBC'le plus
a droite. Ce chemin contient deux répétitions de C, I'une en (2) et 'autre en (4).

La séquence abbbbabbabb peut maintenant étre divisée sous la forme

ab b bbabbabb
IRt

ou
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s est la séquence terminale & gauche du sous-arbre (2) dans l’arbre principal
(1) (c’est la séquence vide);
v est la séquence terminale & gauche du sous-arbre (4) dans le sous-arbre (2);
u est la séquence terminale du sous-arbre (4);
w est la séquence terminale a droite du sous-arbre (4) dans le sous-arbre (2)
(c’est la séquence vide) ;

e ¢ est la séquence terminale & droite du sous-arbre (2) dans I’arbre principal (1).
Puisque nous avons |vuw| = |abb| = 3 < 23 = 8 et |[vw| = |ab| > 1. Le théoréme nous
indique que les séquences

(ab)™ b bbabbabb

/UTL
ou n € N appartiennent au langage généré par G. Cela est facile a vérifier en utilisant

les mémes arguments que ci-dessus.
O

Grace a ce théoréme, on peut montrer que certains langages dépendent du con-
texte. Toutefois, afin d’en permettre une utilisation plus facile, nous allons 1’énoncer
de maniére différente dans le corollaire suivant.

2.42 Corollaire. Soit L un langage infini. Si, Vp € NT : 3z € L : Vs,v,u,w,t €
Y (2 =svuwt Alz| > p Alvuw| <p Alvw| > 1) A (Fi € N : sv'uw't ¢ L) alors L
n’est pas un langage non contextuel (est contextuel).

DEMONSTRATION. Nous allons montrer que la proposition

Si L est un langage infini non contextuel, alors il existe un nombre p € N,
dépendant de L et d’'une grammaire sous forme normale de Chomsky le
générant, tel que la propriété suivante est vraie. Vz € L : ds,v,u,w,t €
Y :rz=svuwt et [z| > pet |jvuw| <pet lvw| >1 (v#AVw# ) alors
Vi € N : sv'uw't € L.
tirée du théoréme 2.40, est équivalente a la proposition
Si,Vpe NT:3z€ L:Vs,v,u,t,w € X*: 2= svuwt et |z| > p A|vuw| <
p Alvw| > 1) A (Fi € N : sv'uw't ¢ L) alors L n’est pas un langage non
contextuel (est contextuel).
du présent corollaire. Puisque le théoréme a été démontré, cela démontrera le corol-
laire.
Supposons que L est un langage infini sur ’alphabet 3.

Si L est un langage infini non contextuel, alors il existe un nombre p € N7,
dépendant de L et d’une grammaire sous forme normale de Chomsky le
générant, tel que la propriété suivante est vraie. Vz € L : ds, v, u, w,t € ¥X* :
z = svuwt et |z| > pet jvuw| < petjow| > 1 (v # AVw # A) alors
Vi € N : sv'uw't € L.
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& ( Reformulation symbolique. )
L non contextuel =(Ip € NT :Vz € L :3s,v,u,w,t € T* : 2 = svuwt A |2| > p A
lvuw| < p Alvw| > 1= (Vi € N: sv'uw't € L))
& ((p=4q) © (g = —p) (faire la table de vérité). )
- (IpeNT:Vze L:3s,v,u,w,t € X*: 2 =suvwtA|z| >pA
lvuw| < p Alvw| > 1= (Vi e N: sv'uw't € L))
= — (L non contextuel)
& ( =3z : p(z)) & (Vo : —p(z)). )
Vpe Nt := (Vz e L:3s,v,u,w,t €X*: 2= svuwtA|z| >pA
lvuw| < p Alfvw| > 1= (Vi € N: sv'uw't € L))
= = (L non contextuel)
& ( ~(Vz:p(z) & (Fz: —p(z)). )
VpeNT:3z€ L:~ (3s,v,u,w,t € T*: 2 = svuwt A |z| > p A
lvuw| < p Avw| > 1 = (Vi € N : svluw't € L))
= = (L non contextuel)
& ( =3z : p(z)) & (Vo : —p(z)). )
Vpe Nt :3z€ L:Vs,v,u,w,t €X*: = (2 = svuwt A |z| > pA
lvuw| < p Alvw| > 1= (Vi € N: sv'uw't € L))
= — (L non contextuel)
& (=(p=q) < =(-pVyq) & (pA—q) (table de vérité de = et loi de
de Morgan). )
Vpe Nt :3z€ L:Vs,v,u,w,t €X*: (z2=svuwtAlz| >pA
lvuw| < p Avw| > 1) A=(Vi € N : svluw't € L)
= = (L non contextuel)
& ( =(Va:p(z) & (Fz: —p(z)). )
Vpe NT:3z€ L:Vs,v,u,w,t € X*: (2 = svuwt A |z| > p A
lvuw| < p Avw| > 1) A(Fi € N : sv'uw't € L)
= — (L non contextuel)
& ( Reformulation en francais. )
Si,Vpe Nt : dz2 € L:Vs,v,u,t,w € T*: 2 = svuwt et [z| > p A |vuw| <
p Allvw|>1 A (F € N : sv'uw't ¢ L) alors L n’est pas un langage non
contextuel (est contextuel).
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Voyons maintenant comment utiliser ce corollaire pour montrer qu’un langage
dépend du contexte.

2.43 Exemple. Montrons que le langage L = {a*b*c* : k € N} est contextuel. C’est
bien un langage infini; nous pouvons donc appliquer le corollaire 2.42.

Soit p € N un nombre quelconque, considérons une séquence quelconque a*b*ck €
L ou k > p et supposons qu’elle est décomposée sous la forme svuwt, ot au moins
I'une de v ou w est non vide et [vuw| < p. Il faut montrer qu’il existe un ¢ € N tel
que sv'uw't ¢ L. Puisque nous ne connaissons par la forme exacte des sous-séquences
s,t,u, v, w, il nous faudra étudier tous les cas possibles.

1. Si v contient des a et des b, la séquence sv?uw?t contient un b qui précéde un a
(rappel : (ab)? = abab). Ce n’est donc pas une séquence de L. Il en est de méme
si v contient & la fois des a et des ¢, ou des b et des c. Notez que la séquence vuw
a une longueur plus petite ou égale a k, par conséquent, elle ne peut introduire
qu’au plus deux symboles différents.

2. En appliquant le méme raisonnement & w, on voit que si w contient au moins
deux symboles différents, alors sv?uw?t € L.

3. Si v contient seulement des a, la séquence svZuw?t contient plus de a que la
séquence svuwt. La sous-séquence w? ne peut introduire que des b les ¢ vont se
trouver en déficit et sv?uw?t € L. Pour la méme raison, si v contient seulement
des b ou seulement des ¢, on a sv?uw?t & L.

4. En appliquant le méme raisonnement a w, on voit que si w contient seulement
des a, ou seulement des b, ou seulement des ¢, alors sv?uw?t & L.

5. Comme I'une des sous-séquences v ou w doit étre non vide, nous avons épuisé
toutes les possibilités.

Le langage L n’est donc pas un langage non contextuel. O

2.44 Exercice. Montrez que le langage L = {a’b*a’b*a/b* : j,k € NT} n’est pas un
langage non contextuel.
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2.3.2 Automates a pile déterministes

Dans cette sous-section, nous donnerons une définition de ce que sont les auto-
mates & pile déterministes, puis nous montrerons que ceux-ci sont moins puissants
que les automates a pile non déterministes, tout en étant quand méme plus puissants
que les automates finis.

Les automates a pile que nous avons rencontrés jusqu’ici ne sont pas nécessaire-
ment déterministes. Par exemple, considérons I’automate suivant, dont I’alphabet de
ruban est ¥ = {a, b} et alphabet de pile I' = {#, &}.

@ a, \; # @S} a, \; &
A& #
e Il n’est pas totalement défini car,
— dans I’état 1, si le symbole d’entrée est b, aucune transition n’est possible;
— dans I’état 2, si b est le symbole d’entrée et # le symbole sur la pile, aucune
transition n’est possible.
e Il est ambigu car, dans ’état 2, deux transitions sont possibles lorsque a est le
symbole d’entrée et & le symbole sur la pile.
Supposons qu’on veuille construire un sous-automate déterministe qui exécute la
transition
e (1,a,b;2,)) si b est sur la pile
e (1,a,)\;2,)) sinon.
Le sous-automate suivant ne fait pas 1’affaire car il n’est pas déterministe (il peut
choisir parmi les deux transitions si b est sur la pile).

O

Supposons que I' = {a, b, #}. Alors le sous-automate suivant fait ce qu’on veut et est
déterministe (du moins en ce qui concerne la lecture d’un a dans I'état 1).

b5 A
a

a
a,#; #

En effet, s’il y a un b sur la pile, il le dépile. S’il y a un autre symbole, il le dépile
et le rempile, ce qui revient a ne pas toucher a la pile. Cependant il ne faut pas que
la pile soit vide, car alors I’effet de la transition a, A; A du premier sous-automate ne
peut étre obtenu. Une facon de s’assurer que la pile n’est pas vide est d’empiler un
# au début de 'exécution et de le dépiler & la fin seulement.

2.45 Définition. Un automate a pile (S,%,T,T, ¢, F) est déterministe si et seule-
ment si, pour tout triplet (p,z,y) € S x X X T, il y a une et une seule transition dans
T de la forme (p,u,v;q, z), ou
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o (U'a U) € {(x’y)’ (.’L‘,)\), ()‘a y)a (/\a )‘)};
e geESs;
e zcI.
O

En d’autres termes, un automate a pile est déterministe si et seulement s’il y a une
et une seule transition possible pour chaque triplet (état, symbole d’entrée, symbole
de pile).

2.46 Exemple. Soit 'automate

D=

7 ) #
dont lalphabet de ruban est ¥ = {a, b} et 'alphabet de pile I' = {#, &}. Il n’est pas
déterministe pour plusieurs raisons. En voici deux.

e Prenons (1,b,#) € Sx X xTI'. Il n’y a aucune transition de la forme (1, u, v; g, 2)
avec (u,v) € {(b,#), (b, ), (A, #), (A, \)}. Autrement dit, il n’y a pas de tran-
sition & partir de I’état 1 lorsque le symbole d’entrée est un b et le symbole sur
la pile un #. L’automate n’est pas complétement défini.

e Prenons (2,a,&) € S x ¥ x I'. Il y a deux transitions de la forme (2, u,v;q, 2)
avec (u,v) € {(a,&), (a,N), (A, &), (A, A)}, soit (2,a,\;2,&) et (2, A, &; 1, #).
L’automate est ambigu.

[’automate suivant, dont I’alphabet de ruban est ¥ = {a,b} et 'alphabet de pile
I' = {#, &}, n’est pas déterministe, car il n’est pas complétement défini. Cependant,

il n’est pas ambigu.
A; a, #a &
@ a, 7.# ‘.@
A& #

Ajoutons un état poubelle et les transitions nécessaires afin de le rendre déterministe,
sans changer le langage accepté.

A& 7

Les transitions ajoutées ne changent pas le langage accepté. Toutes ces transitions
n’empilent rien, mais elles pourraient aussi empiler quelque chose sans changer le
langage accepté. Cet automate est déterministe. Afin de le vérifier, montrons qu’il y
a une et une seule transition pour chaque triplet (état, symbole d’entrée, symbole de

pile).
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2.47 Exercice. Pour chacun des automates & pile qui suivent, dites s’il est déter-
ministe et expliquez pourquoi. Dans le cas ol un automate n’est pas déterministe,
donnez toutes les situations ot le non déterminisme se manifeste.

1. M; = ({A, B}, {a,b},{b,c,d}, T1, A,{B}) ou 'ensemble de transitions 77 est
décrit par le diagramme de transitions qui suit.

a,d;c

b,d;b
Wy
A b; a, \; b
A b, \;c
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2. My, = ({A,B,C},{a,b},{a,b},T5, A, {A, B}) avec

Ty ={(A,b,X;A,b),(A,a,b;B,a),(B,a,\; A, a),
(B, A\, a;C, N, (C,a,b;C,a), (C, A\, \; B,A) }.

O

2.48 Exercice. Soit M un automate a pile dont 1'alphabet de ruban est {a,b},
I’alphabet de pile {a,#} et le diagramme de transitions

b,a; A

@ MX# o\ b @A,#;A @

a, \;al|l A\ A a

Donnez un automate déterministe qui accepte le méme langage. Dites quel est le
langage accepté par cet automate.

O

2.49 Exercice. Dessinez la partie appropriée d'un diagramme de transitions d’un
automate a pile déterministe qui passe de ’état 1 a I’état 2 (en une ou plusieurs
étapes) tout en lisant un a, en empilant un c et

en dépilant un b si b est sur la pile,
en ne dépilant rien dans le cas contraire.
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Si le symbole d’entrée n’est pas un a, ’automate passe de I’état 1 a I’état poubelle 3
en lisant le b. Dans I’état 2, ’automate finit de lire la séquence d’entrée, sans toucher
a la pile. Supposez que ¥ = {a,b}, I' = {a,b,c} et que la pile n’est pas vide dans
I’état 1.

O

Montrons maintenant que les automates a pile déterministes sont moins puissants
que les automates a pile non déterministes, en ce sens que la classe des langages qu’ils
reconnaissent est strictement plus petite.

2.50 Théoréme. [[ existe un langage non contextuel qu’aucun automate a pile dé-
terministe ne peut accepter.

DEMONSTRATION. Montrons que L = {a"b" : n € NT} U {a"b* : n € N"} est non
contextuel, mais ne peut étre accepté par un automate a pile déterministe.

Premiérement, L est non contextuel, car il est accepté par 'automate a pile sui-
vant :

a,\;a b,a, A
b,a; A

b XA
{3k
b,a; A\ N b, a; \
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Deuxiémement, montrons qu’il n’y a pas d’automate a pile déterministe qui ac-
cepte L. Procédons par contradiction. La structure de la preuve est la suivante.

il existe un automate & pile déterministe M tel que
L(M) ={a"":ne N"}U{a"b" : n € N*}
= { A partir de M, on peut construire un automate a pile M’ tel que
L(M'") = {a"b"c" : n € N*"}. Cela sera montré a la suite de cette
dérivation. )
il existe un automate a pile M’ tel que L(M') = {a™b"c" : n € N1}
= { Selon I'exemple 2.43, le langage {a™b"c® : n € N1} n’est pas
non contextuel; par conséquent, il n’existe pas d’automate a pile
pouvant I'accepter. )
(il existe un automate a pile M’ tel que L(M') = {a™b"c" : n € N*}) et
(il n’existe pas d’automate a pile M’ tel que L(M') = {a™b"c" : n € N1})
= ( Contradiction. )

faux.

Complétons la partie manquante, c’est-a-dire montrons que si I’on dispose d’un au-
tomate a pile déterministe M tel que

L(M) ={a"" :ne NT}uU{a"b* : n € Nt}
alors nous pouvons construire un automate a pile M’ tel que
L(M") = {a"b"c" : n € NT}.

Imaginons une partie de ’automate M :

g /L a,?;? a,?;? a,?;? a,?;?
a,?;? a"? b, 7,7 b, 77 b, 77 b,7;7?

Supposons que pour accepter a*’b*?, M passe de I’état A & I’état G. Il commence par
lire 40 a, en manipulant la pile de quelque fagon, puis il lit 40 b, en manipulant la
pile de maniére appropriée. S’il ne rencontre pas le bon symbole, il fait autre chose
(puisque M est déterministe, il doit y avoir une transition définie quel que soit le
symbole d’entrée). Supposons que pour accepter a*’b%, il passe de 1'état A a 1'état
L. Ce faisant, il doit nécessairement passer par I’état (G, puisqu’il doit d’abord lire
a0b*0 et qu’il est déterministe.
Faisons maintenant deux copies M; et M, de M.
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y A A y

b,?;7? b,7;7 a,?;? a,?;? a,?;? a,?;?

2.9 2.9 2.9 2.9 2.9 2.9
Al\a"’l@a"’L@ @b,.,.‘@b,.,.‘@ @b,.,.‘@b,.,.‘
b,7;7 b,7;7 a,?;? a,?;? a,?;? a,?;?

@a,?;?@a,?;?@ @b,?;‘.{@b,?;‘{@ @b,?;?‘@b,?;?‘

Nous dirons que les états X; et X, sont cousins, ou X € {A, B,C,...}. Enlevons le
statut d’état final aux états finaux de M; ainsi qu’a G, et le statut d’état initial &
I’état initial de M.

b,7;? b,? a,?;? a,?;? a,?;? a,?;?

OL,?,L (F b’?"~G1 b,7,‘.iH1 (K b,‘7,?‘@b,?;?‘

b, 7,7 /Ji,?;? a, /L a,?;? /]i 7.7
0 a,?;?@a,?;?@ ' é ?H2 ' b‘? ‘?@ b,7;7

A

Considérons chaque arc qui quitte un ancien état final de M;. Si la destination de cet
arc est I’état X, changeons la destination de ’arc pour 'état X, (le cousin de X;).
Les automates M; et M, forment maintenant un seul automate.

N

b,7;7 b,7;7

a,?;? a,?;?
A=)y -

Ce nouvel automate lit la séquence a’b*® de la méme maniére que M, c’est-a-dire
en faisant les mémes transitions et en atteignant I’état (G ; cependant, il ne ’accepte
pas, puisque 1’état G n’est plus final. Que se passe-t-il si I’entrée est a*°6%° ? 11 lit
d’abord a*°b*°, se retrouvant ainsi dans I’état G;. A la lecture du b suivant, 'automate
combiné passe dans ’état H,, & cause de la modification que nous venons de faire.
Puis la lecture des 39 autres symboles b ’améne dans ’état L, ot il accepte a**b0.
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Comme il n’y a rien de particulier avec le chiffre 40, on voit qu’en fait cet automate
accepte {a™®™ :n € N*}.

Faisons une derniére modification : Transformons toutes les transitions qui lisent
un b sur le ruban d’entrée et qui ménent a un état de My, (incluant celles qui quittent
M) de sorte qu’elles lisent maintenant un c.

. KL
2,7 2.9
D)

c, ;7 c,?;? a,?;? , 057 a,?;? a,?;?
a,?;? a,?;? c,?;? c,?;? c,?;? c,?;?

A ~ B ~ (! F > ~ K ~ >
28 2) o () ) &)

C’est maintenant la séquence a*°b*c* qui est acceptée. En effet, la séquence a*°h*°

méne de 1'état A; a Pétat G (elle n’est pas acceptée). A la lecture du premier c,
I’automate combiné passe dans ’état H,. Puis la lecture des 39 autres symboles ¢
I’améne dans 1’état Lo, ou il accepte a®60¢0.

En généralisant ce que nous venons de faire & des séquences autres que a
nous voyons que ce dernier automate accepte

40 b40 040,

{a""c" :n € NTL
C’est donc 'automate M’ annoncé dans la preuve ci-dessus. O

On appelle la classe des langages reconnus par les automates a pile déterministes
les langages non contextuels déterministes. Parce que cette classe n’englobe pas tous
les langages non contextuels, il existe des langages que les analyseurs syntaxiques dé-
terministes simulant des automates a pile ne peuvent reconnaitre. On imagine I'impact
que cela peut avoir sur la conception des langages de programmation.

On peut aussi démontrer [Brookshear89, page 108| qu'il existe des langages recon-
naissables par des automates a pile déterministes qui ne peuvent étre reconnus par
des automates a pile déterministes qui vident leur pile avant d’accepter ; c’est-a-dire
que

{L(M) : M est un automate a pile déterministe qui vide sa pile avant
d’accepter}
# {L(M) : M est un automate & pile déterministe}
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Un exemple d’un tel langage est
{a" :neNt}U{a"" :ne N}

Nous avons donc la hiérarchie de langages non contextuels suivante.

{Langages acceptés par des automates a pile déterministes qui vident leur

pile avant d’accepter}
C {Langages non contextuels déterministes}

C {Langages non contextuels}

2.51 Exercice.

1. Donnez un exemple d’un langage non contextuel déterministe.

2. Donnez un exemple d'un langage non contextuel qui n’est pas un langage non
contextuel déterministe.

O

La puissance des automates a pile déterministes qui vident leur pile avant d’accep-
ter est relativement faible. Dans la prochaine section, nous verrons comment améliorer
leur performance en leur permettant d’examiner, avant de les lire, quelques symboles
de la chaine d’entrée.

2.3.3 Problémes

1. Construisez un automate a pile déterministe qui reconnait le langage sur I’al-
phabet {a,b} dont les éléments sont les séquences qui contiennent le méme
nombre de a que de b.

2. Construisez un automate a pile déterministe M tel que L(M) est le langage
généré par la grammaire ci-dessous. Le symbole initial est S.

S — abN N —cS N —c N — A
3. Utilisez le corollaire 2.42 pour montrer que le langage
{a” : p € N A p est premier}

n’est pas un langage non contextuel.
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2.4 Analyse syntaxique LL(k)

OBJECTIF SPECIFIQUE :

1. Construire et utiliser des tables d’analyse LL(1).

2.4.1 Le processus d’analyse LL

Dans cette section et la suivante, nous allons apprendre comment développer des
procédures d’analyse syntaxique a partir d’une grammaire donnée. Dans la présente
section, le processus d’analyse étudié s’appelle LL(k).

Les caractéristiques du processus d’analyse LL(k) sont les suivantes :

e la lecture de I'entrée se fait de la gauche vers la droite (c’est la raison du premier

L (<left ») dans LL);

e les dérivations sont des dérivations a gauche (c’est la raison du deuxiéme L) ;

e 'analyse se fait avec consultation, sans lecture, des k& prochains symboles de la

séquence d’entrée.

La transformation d’une grammaire en automate peut se faire en utilisant les
techniques du théoréme 2.26. Par exemple, pour une grammaire constituée des pro-
ductions

S — aSh S = A

lautomate est

Dans ’état g,
e si un symbole non terminal se trouve au sommet de la pile, il est remplacé par
le coté droit d’une régle ayant ce symbole non terminal comme coté gauche.
e si le sommet de la pile est un symbole terminal égal au symbole d’entrée, ce
symbole est lu et dépilé.
L’automate ci-dessus est non déterministe :

1. Il n’est pas totalement défini. C’est facile a changer en ajoutant un état poubelle
qui regoit tous les cas d’erreur (c’est-a-dire les cas non traités par 'automate).
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2.

Il y a parfois un choix de transitions. Dans I’état ¢, si le sommet de la pile est S,

les transitions (g, A, S; q,aSb) et (¢, A, S;q,\) sont toutes deux possibles. Dans

ce cas, la connaissance du prochain symbole d’entrée permet de déterminer la

transition a prendre :

e sile symbole a lire est q, il faut faire la transition (g, A, S; ¢, aSb), puisqu’alors
un a se retrouve sur le dessus de la pile.

e si le symbole & lire est un b, il faut choisir 'autre transition. Cela fait dis-
paraitre le symbole S du sommet de la pile. Sous ce S il y a peut-étre un
b.

2.4.2 Tables d’analyse LL

On peut indiquer les transitions a faire au moyen d’une table d’analyse LL. Voyons
comment construire ces tables dans le cas de I’analyse LL(1).
Une table d’analyse LL(1) est construite comme suit.

2.52

Les rangées de la table sont étiquetées par les symboles non terminaux de la
grammaire.

Les étiquettes des colonnes sont les symboles terminaux de la grammaire ainsi
qu’un symbole spécial FIN. Ce dernier représente un marqueur de fin de chaine.
L’entrée (X,y) de la table indique I’action a faire lorsque le symbole non ter-
minal X est au sommet de la pile et que le prochain symbole & lire est un y
(incluant FIN). Si le non terminal X doit étre remplacé par le coté droit d’une
régle de la grammaire, le coté droit de cette régle constitue Uentrée (X, y);
autrement, ’entrée est le mot erreur.

Exemple. Voici une grammaire et la table d’analyse LL(1) correspondante :
S — zMNz a b z PIN
M — aMa
S | erreur | erreur | zM Nz | erreur
M — =z
M | aMa | erreur z erreur
N — bNDb
N | erreur | bNb z erreur
N — =z
L’entrée (S,a) est erreur, car le symbole S peut seulement étre remplacé par

le coté droit zM Nz, ce qui améne un z au sommet de la pile. Ce z peut étre
dépilé seulement si le prochain symbole & lire est z.

L’entrée (M, a) est aMa, car c’est la seule maniére d’amener un a au sommet
de la pile.

Puisque la grammaire n’a pas de régle-\ (i.e. S - A, M = AXou N — )\), on a
toujours erreur dans chacune des entrées de la colonne étiquetée FIN. En effet,
s’il y a un symbole non terminal au sommet de la pile alors que la séquence
d’entrée est toute lue, cela constitue une erreur, puisque le remplacement du
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symbole non terminal par le coté droit d’une régle introduit un symbole terminal
sur la pile. Ce symbole terminal ne pourra étre dépilé, puisque la séquence
d’entrée est toute lue; en conséquence, le symbole #, qui se trouve en dessous,
ne pourra étre dépilé et automate ne pourra atteindre 1’état final (voir par
exemple automate de la page 156).
e Etc.
|

Voici une procédure d’analyse LL(1) qui simule le comportement d’un automate
comme celui de la page 156 en utilisant la table LL(1) correspondante pour déterminer
les actions & prendre. Elle contient en plus des instructions d’impression ; cela sera
utile pour donner des exemples d’exécution.

PROCEDURE LL(1);

empiler le symbole initial de la grammaire;
lire (Symbole) ;
tant que la pile n’est pas vide faire
imprimer I’état de la pile, la valeur de Symbole et ce qui reste a lire;
cas sommet de la pile
terminal : si sommet = Symbole
alors dépiler et lire (Symbole)
sinon rejeter la séquence d’entrée et sortir;
non terminal : si table[sommet,Symbole| # erreur
alors dépiler puis empiler table[sommet,Symbole]
sinon rejeter la séquence d’entrée et sortir
fin cas
fin tant que
imprimer I’état de la pile, la valeur de Symbole et ce qui reste a lire;
si Symbole # FIN alors rejeter la séquence d’entrée et sortir

Remarquons que ’action de lecture d’'un automate est différente de I’action de lecture
de la procédure ci-dessus. Lorsqu’un automate lit un symbole, il le traite par la méme
occasion et s’en débarrasse (il ne le revoit plus). Par contre, lorsque la procédure ci-
dessus lit un symbole, elle le place dans la variable Symbole, qu’elle peut consulter
tant qu’une autre valeur n’est pas affectée & Symbole. La lecture, pour I'automate,
est une consommation du symbole. Pour la procédure, c’est une facon de regarder le
symbole; du point de vue de 'automate, ’action de la procédure revient a regarder
le prochain symbole & lire, sans le lire (d’oil le « 1> dans < LL(1) ).

2.53 Exemple. Voici comment la séquence zazazz est reconnue par la procédure
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LL(1) lorsqu’elle utilise la table LL de 'exemple 2.52.

— O © 00 ~J O Ui W N =

—_

Pile  Symbole A lire
S z aza2zFIN
zM Nz z azazzFIN
MNz a 2azzFIN
aMaNz a 2022FIN
MaNz z azzFIN
zaNz z azzFIN
alNz a 2ZFIN
Nz z ZFIN
zZ z ZFIN
z z FIN

FIN
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Remarquez comment ’acceptation de zazazz correspond & une dérivation & gauche
séquence :

de cette

=

=

=

=

S

2MNz

zaMaNz

zazaN z

zZazazz

( Reégle S — zM Nz, appliquée au S de Iétape 1. )

( Régle M — aMa, appliquée au M de I’étape 3. )

( Régle M — z, appliquée au M de I'étape 5. )

( Régle N — z, appliquée au N de I’étape 8. )
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2.54 Exercice. Voici une grammaire G = ({S},{a,b,c}, S, R) oi R est I'’ensemble
des régles qui suivent.

S — aSe S — bSe S —= A

1. Dites quel est L(G).
2. Construisez la table LL(1) de cette grammaire.

3. Donnez les résultats imprimés par la procédure LL(1) de la page 158 lorsqu’elle
analyse les séquences suivantes au moyen de la table construite en 2. Dites si
les séquences sont acceptées ou rejetées.

(a) abce
(b) abc

O

2.55 Définition. Une grammaire est dite LL(1) si le langage qu’elle génére peut
étre reconnu par un analyseur LL(1). !

Certaines grammaires non contextuelles nécessitent plus d’un symbole de prévi-
sion pour qu’un analyseur LL puisse reconnaitre leur langage. Voici un exemple d'une
telle grammaire.

S — aSe S — abThbc T —= A
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Lorsqu’un S est au sommet de la pile, on voit que méme si on sait que le prochain
symbole d’entrée est a, on ne peut choisir la régle a appliquer. Il faut connaitre les
deux prochains symboles a ’entrée. La grammaire est dite LL(2). Voici la table LL(2)
correspondante (toutes les entrées de la ligne T, sauf celle de la colonne be, pourraient
étre remplacées par erreur).

aa ab ac ba bb be ca cb cc FIN

S| aSc| abTbc | erreur | erreur | erreur | erreur | erreur | erreur | erreur | erreur
T| A A A A A A A A A A

La classe des langages LL(k) est un sous-ensemble strict de la classe des langages
non contextuels déterministes. En effet il existe des langages non contextuels déter-
ministes qui ne sont LL(k) pour aucun k. Le langage généré par la grammaire G
suivante en est un exemple :

S —=T T — ol V —aVb
S—=V T— A V=

L(G)={a":ne N}U{a"b" :n € N}.

Supposons que L(G) puisse étre analysé par un analyseur LL utilisant 100 symboles
de prévision. Si on soumet & cet analyseur une chaine qui débute par 100 a consécutifs,
celui-ci est incapable de choisir dés le départ quelle production appliquer (S — T ou
S — V) al’axiome S sur sa pile. Dans ’espoir de pouvoir faire un choix, il consulte
le premier symbole de prévision, puis le deuxiéme, ensuite le troisiéme, etc., jusqu’au
centiéme, toujours sans savoir laquelle des deux productions choisir.

2.4.3 Problémes

1. Construisez une table d’analyse LL(1) pour la grammaire

S — aSc S —b
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2. Soit la grammaire non contextuelle G = ({E, F, T}, {a,b,+,—,(,)}, E,R) ou R
est I’ensemble des régles suivantes.

E—TF F — +TF T — (E)
F— -TF T —a
F—= )\ T—b

Cette grammaire génére des expressions arithmétiques (d’ou le £ comme sym-
bole de départ). Le F' génére les < fins d’expressions > et le 7" génére les termes.

(a) Construisez une table d’analyse LL(1) pour la grammaire G.

(b) Soient les séquences v = ((a +b) — (a — b)) et v = (a + b)(a — b). Utilisez
u et v comme données d’entrée pour la procédure LL(1) de la page 158.
Donnez les informations demandées dans le programme. La table LL(1)
utilisée par le programme est évidemment celle que vous avez trouvée en
(a).

(c) Dites si u et v sont acceptées ou non par le programme (c’est-a-dire si u, v €
L(G)). Pour chaque séquence acceptée, donnez la dérivation impliquée par
I’exécution du programme.

2.5 Analyse syntaxique LR(k)

OBJECTIF SPECIFIQUE
1. Utiliser des tables d’analyse LR(1).

2.5.1 Le processus d’analyse LR

A la section précédente, nous avons étudié le mécanisme d’analyse syntaxique
LL(k). Nous introduisons maintenant un autre type d’analyse syntaxique, appelé
LR(k). Ce processus d’analyse se caractérise par :

e la lecture de lentrée se fait de la gauche vers la droite (c’est la raison du L

(«left>) dans « LR(k) > ;

e les dérivations sont des dérivations a droite (c’est la raison du R (<right>));

e I'analyse se fait avec consultation, sans lecture, des k& prochains symboles de la

séquence d’entrée.

Nous savons déja comment construire un automate reconnaissant le langage généré
par une grammaire non contextuelle G (théoréme 2.26). Cette construction a été utile
pour I'étude du processus LL. Pour I'approche LR, il faut utiliser une construction
différente. Avant de décrire cette nouvelle méthode, donnons-nous une convention qui
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permettra d’utiliser des transitions qui dépilent plusieurs symboles (nous en avons
déja une qui permet des transitions empilant plusieurs symboles).

2.56 Notation. Nous utiliserons des transitions de la forme (p, a, wxy;q, z), c’est-
a-dire que plusieurs symboles peuvent étre dépilés a la fois. La section d’automate
correspondant a une telle transition est la suivante.

a, wry; 2
®) O

Un tel diagramme est en fait une abréviation du diagramme qui suit.

@ a,y; A O ATy A O A w; 2 @

De ce deuxiéme diagramme, on voit que le dépilement se fait dans l'ordre y, =, w,
c’est-a-dire que la séquence wxy est dépilée de la droite vers la gauche, tout comme
elle est empilée de la droite vers la gauche par la transition (p, a, z; ¢, wxy). O

Voici maintenant, en cinq étapes, une autre maniére de construire un tel automate.
Nous allons l'illustrer avec la grammaire qui suit :

S — zMNz M — aMa N — bNb
M — 2z N — 2z

1. Notre automate comporte quatre états : ¢, p, q, f. L’état initial est ¢ et le seul
état final est f.

2. Ajouter les transitions (¢, A, \;p, #) et (g, A, #; f, A). Comme d’habitude, cel-
les-ci servent & marquer le fond de la pile.

3. On introduit, pour chaque terminal z de I’alphabet, la transition (p, z, A; p, ).
Ces transitions sont appelées des transferts puisque chacune d’elles équivaut au
transfert sur la pile du symbole a I’entrée.

4. Pour chaque régle de la forme N — w, on ajoute la transition (p, A, w;p, N).
Ces transitions sont appelées des réductions, car elles permettent de réduire une
séquence de symboles (w) a un seul symbole (N).

Notez que |w| > 0. Lorsque |w| = 0, c’est-a-dire pour N — A, nous avons la
transition (p, A, A; p, N).

5. On ajoute la transition (p, A, S; ¢, A), ot S est 'axiome de la grammaire.

Le diagramme de transitions de ’automate ainsi construit est :
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Voici la suite de configurations menant a l'acceptation de la chaine zazabzbz. Afin
que les cotés droits des régles présents dans la pile se lisent facilement (de gauche a
droite), nous revenons a la convention utilisée a la section 2.1 et nous empilons les

Réductions

symboles de gauche a droite.
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AN zMNz; S
A, aMa; M

ANz M

\,bNb: N

Az N

Etape Etat Pile A lire
0 L zazabzbz
1 p | # zazabzbz
2 p | #z azabzbz
3 p | #za zabzbz
4 p | #zaz abzbz
) p | #zaM abzbz
6 p | #zaMa bzbz
7 p | #zM bzbz
8 p | #zMb zbz
9 p | #2zMbz bz
10 p | #2zMbON bz
11 p | #zMbNbD z
12 p | #zMN z
13 p | #zMNz
14 p | #S
15 q |#

16 f

La dérivation effectuée par I’automate est une dérivation & droite, comme on peut le
constater en lisant la table ci-dessus de bas en haut :

=

S

(S — zM Nz : réduction de zM Nz par S, lignes 13 et 14. )
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zM Nz

= ( N = bNb : réduction de bNb par N, lignes 11 et 12. )
zMbNbz

= ( N — z : réduction de z par N, lignes 9 et 10. )
zMbzbz

= ( M — aMa : réduction de aMa par M, lignes 6 et 7. )

zaMabzbz
= ( M — z : réduction de z par M, lignes 4 et 5. )

zazabzbz

Remarquons que ’automate est non déterministe : souvent, il doit choisir la bonne
transition parmi celles qui sont possibles. Par exemple, pour passer de la ligne 2 a la
ligne 3, Pautomate a choisi le transfert (p,a, A;p, a), mais il aurait aussi pu faire la
réduction (p, A, z; p, M) ou la réduction (p, A, z; p, N) ; cependant, comme on le vérifie
facilement, ces choix ménent & un impasse. De méme, pour passer de la ligne 4 a la
ligne 5, 'automate aurait pu choisir un transfert ou la réduction (p, A, z; p, N) plutot
que la réduction (p, A, z; p, M) ; le résultat, ici aussi, aurait été une impasse.

2.57 Exercice. Soit la grammaire G :
S — aSc S — bSc S—= A

1. Construisez un automate a pile acceptant L(G) en utilisant la méthode présen-
tée a la page 163.
2. Donnez la suite des configurations qui ménent & ’acceptation de babcce.

3. Quelle est la dérivation qu’effectue ’automate lorsqu’il analyse la séquence
babcee?
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2.5.2 Tables d’analyse LR

Nous voulons construire une procédure d’analyse syntaxique basée sur 'automate
précédent. Celui-ci présente deux problémes.

1. Il est non déterministe. Pour remédier a cette lacune, permettons-lui de consul-
ter (mais sans les lire) les k prochains symboles d’entrée.

2. La détermination de la séquence au sommet de la pile nécessite une fouille de
celle-ci. Par exemple, pour savoir si la réduction (p, A, aMa; p, M) est possible,
I’automate doit examiner les trois symboles au sommet de la pile. Pour éviter
cette fouille, on empile en plus des symboles de GG des nombres appelés jetons.
Un jeton caractérise une séquence de symboles de G ; par exemple, la présence
d’un 5 au sommet de la pile pourrait indiquer que la séquence aMa se trouve
en-dessous.

Pour les langages déterministes non contextuels, 'information nécessaire peut étre
mise dans une table d’analyse. Une routine générique peut ensuite utiliser cette table
pour analyser une séquence du langage.

2.58 Exemple. Voici la table d’analyse LR(1) correspondant a la grammaire

S — zMNz M — aMa N — bNb
M — z N —z

(voyez |[Brookshear89, page 123]).

a b z FIN S M N
1 t2 14
2 t3 t7 4
3 t3 t7 8
4 tH t9 6
5 tH t9 10
6 t 11
7 M —z M — z M — z
8 t 12
9 N — 2z N — z
10 t 13
11 S —zMNz
12| M - aMa | M - aMa | M — aMa
13 N — bNb | N — bNbD
14 accepte

Les colonnes de la table sont étiquetées avec les symboles de la grammaire (terminaux
et non terminaux) et le marqueur de fin de chaine FIN. Il y a quatre types d’entrées
dans cette table.
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Les cases vides : elles indiquent une erreur (rejet de la séquence).
Les cases contenant seulement un jeton (chiffre).

Les case contenant une régle de la grammaire (réductions).

Les case avec un <t > suivi d’un jeton (transferts).

O

Expliquons maintenant comment une table comme celle de ’exemple 2.58 est
utilisée (voir la procédure LR(1) qui suit). L’analyse d’une séquence commence en
empilant le jeton 1. Par dessus chaque symbole de la grammaire qui sera empilé,
nous empilerons un jeton ; ainsi la pile contiendra, en alternance, des symboles de la
grammaire et des jetons. Chaque jeton représentera une partie de la structure interne
de la pile, ce qui évitera d’y rechercher des patrons particuliers. La variable Jeton
contient la valeur courante du jeton et la variable Symbole contient la valeur du
symbole & I’entrée (examen sans consommation, comme dans le cas de 'analyse LL).

A chaque itération de 'algorithme, la case (Jeton,Symbole) de la table est exa-
minée.

1.
2.

Si Table [Jeton,Symbole| est vide, la séquence doit étre rejetée.

Si Table [Jeton,Symbole] est < accepte >, la séquence est acceptée, a la condition
qu’elle ait été toute lue.

Si Table [Jeton,Symbole]| est une régle de grammaire de la forme X — w, une
réduction doit étre effectuée. Les symboles formant la séquence w doivent étre
dépilés, ainsi que les jetons qui les recouvrent. Ensuite, le symbole X est empilé.
Puis, par dessus ce symbole, un jeton est empilé ; sa valeur est trouvée dans la
table a la colonne X et a la ligne correspondant a la valeur du jeton sous X.

Si Table [Jeton,Symbole] a la forme <t n>, un transfert doit étre fait. Le
symbole courant (contenu dans Symbole) est empilé et le jeton n est empilé par
dessus. Finalement, un nouveau symbole est lu (dans Symbole).

Voici la procédure LR(1) qui met en oeuvre I’analyse syntaxique LR(1). Dans
cette procédure, la notation <« EntréeTable.jeton > désigne le jeton n lorsque I'entrée
a la forme <t n>.

PROCEDURE LR(1)

Jeton : = 1;

empiler (Jeton);

lire (Symbole);

EntréeTable := Table [Jeton,Symbole];

tant que EntréeTable # “accepte” faire
donner I’état de la pile, ce qui reste a lire
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ainsi que les valeurs de Symbole, Jeton et EntréeTable ;
si EntréeTable est un transfert alors
début
empiler (Symbole) ; Jeton := EntréeTable.jeton ;
empiler (Jeton); lire (Symbole)
fin
sinon si EntréeTable est une régle alors (* réduction x)
début
dépiler (coté droit de EntréeTable); (* ainsi que les jetons *)
Jeton := sommet (pile); (* ne pas dépiler x)
empiler (coté gauche de EntréeTable);
Jeton := Table [Jeton, coté gauche de EntréeTable];
empiler (Jeton)
fin
sinon si EntréeTable est vide alors rejeter et sortir;
EntréeTable := Table [Jeton,Symbole]|;
fin tant que;
Donner I’état de la pile, ce qui reste a lire
ainsi que les valeurs de Symbole, Jeton et EntréeTable;
si Symbole # FIN alors rejeter et sortir ;
vider la pile
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Pour mieux comprendre les détails de cet algorithme, exécutons-le sur un exemple.

2.59 Exemple. Montrons comment la séquence zazabzbz est acceptée par la procé-
dure LR(1) ci-dessus lorsqu’elle utilise la table d’analyse LR(1) de I'exemple 2.58.

Pile A lire  Symbole Jeton EntréeTable
1|1 azabzbz z 1 t 2
2 | 122 zabzbz a 2 t3
3 | 1z2a3 abzbz z 3 t7
4 | 122a327 bzbz a 7 M — z
5 | 122a3M8 bzbz a 8 t12
6 | 122a3M8al2 zbz b 12 M — aMa
7 | 122M4 zbz b 4 th
8 | 122M4b5 bz z 5 t9
9 | 122M4b529 z b 9 N —z
10 | 122M4b5N10 z b 10 t 13
11 | 122M4b5N 10613 z 13 M — bNb
12 | 122M4N6 z 6 t 11
13 | 122M4N6211 FIN 11 S — zMNz
14 | 1514 FIN 14 accepte

La séquence est acceptée, puisqu’elle est toute lue et que ’entrée <« acceptes> a été
atteinte.

A la page 164, on donne la suite de configurations menant a l’acceptation de
zazabzbz par I'automate de la page 164. On peut constater la similitude entre cette
suite de configurations et les résultats de ’exécution de la procédure LR(1) présentés
ci-dessus. O

Nous n’étudierons pas la maniére de construire les tables d’analyse LR (k). Il s’agit
d’un processus relativement complexe, qui fait 'objet des cours sur la compilation
des langages informatiques.

On montre que la classe des langages LR(k) (en prenant tous les & € N) est la
méme que la classe des langages non contextuels déterministes. Donc les analyseurs
LR(k) sont plus puissants que les analyseurs LL(k).
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2.60 Exercice. Utilisez la procédure LR(1) avec la table de 'exemple 2.58 pour
déterminer si la séquence zzbzbzz est acceptée. Donnez les résultats demandés par la

procédure.
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2.5.3 Probléme

1. Soit la grammaire non contextuelle G = ({E,T},{a,b,+,—,(,)},E,R) ou R
est ’ensemble des régles suivantes.

EF—-FE+T
F—-FE-T
EF =T

T — (F)
T —a
T —b

171

Cette grammaire génére des expressions arithmétiques (d’ou le £ comme sym-
bole de départ). (Voyez aussi le probléme 2 de la section 2.4, page 162). Ce qui
suit est la table d’analyse LR(1) correspondant a G.

a b + -~ ( ) FIN E T
1(t6]t7 t 10 215
2 t3 t4 accepte
3/t6|t7 t 10 8
41t6(t7 t 10 9
) E—-T E—-T E—-T E—>T
6 T —a T—a T —a T—a
7 T—b T—b T—b T—b
8 E—-FE+T|E—-E+T EFE—-FE+T|E—-FE+T
9 EFE—-FE-T|E—-FE-T EFE—-FE-T|\E—-FE-T

10(t6|t7 t 10 11| 5
11 t3 t4 t 12
12 T — (E) T — (E) T — (E) T — (E)

(a) Soient les séquences u = ((a + b) — (a — b)) et v = (a + b)(a — b). Utilisez
u et v comme données d’entrée pour la procédure LR(1) de la page 167.
La table d’analyse LR(1) utilisée par la procédure est la table ci-dessus.
Donnez les informations demandées par le programme.

(b) Dites si u et v sont acceptées ou non par la procédure (c’est-a-dire si u,v €
L(G)). Pour chaque séquence acceptée, donnez la dérivation impliquée par
I’exécution du programme.
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Chapitre 3

Machines de Turing

OBJECTIF GENERAL

1. Comprendre les capacités et les limites des machines de Turing (et donc des
ordinateurs) en tant que dispositifs de reconnaissance de langages. Faire le
lien avec les grammaires a structure de phrase.

173
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3.1 Machines de Turing

OBJECTIF SPECIFIQUE

1. Démontrer le fonctionnement d’une machine de Turing donnée en énumérant
les configurations consécutives a une configuration initiale donnée.

Dans ce chapitre, nous étudierons une nouvelle classe de machines, les machines de
Turing, ainsi que les langages qu’elles acceptent, les langages a structures de phrase.
Les machines de Turing sont les machines les plus puissantes. Elles ont été inventées
par Alan M. Turing en 1936. Elles sont semblables aux automates finis, sauf qu’elles
peuvent lire et écrire sur leur ruban, et que leur téte de lecture/écriture peut étre
déplacée dans les deux directions.

Voici une représentation schématique d’'une machine de Turing :

rwban [T [ [ [T T[]

—
-~

@ mécanisme de contrdle et indicateur d’état

Comme pour les automates finis, le ruban est infini vers la droite. Les différences
avec les automates finis sont :

1. La téte peut se déplacer dans les deux sens.
2. C’est une téte de lecture/écriture.

3. Il y a un seul état final, qui est un état d’arrét (aussitot que la machine 'atteint,
elle s’arréte).

A chaque étape, la machine
1. lit un symbole;
2. fait une transition d’état (elle peut rester dans le méme état) ;

3. fait I'une des trois actions suivantes :
e écriture d’un symbole;
e déplacement de la téte vers la droite;
e déplacement de la téte vers la gauche.

3.1 Exemple. Voici un diagramme de transitions d’'une machine de Turing.
a/R

; Ala ‘@

b/R
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¢ est I’état initial.

h est 1’état final (état d’arrét).

A/a signifie lire A, puis écrire a.

a/ R signifie lire a, puis déplacer la téte vers la droite.
b/ R signifie lire b, puis déplacer la téte vers la droite.

Voici maintenant la définition formelle d’une machine de Turing.

3.2 Définition. Une machine de Turing est un sixtuplet (S, 3, T',d, ¢, h) ou

1.
2.

S est un ensemble fini d’états.

Y est Ialphabet de la machine ou alphabet d’entrée(les séquences d’entrée sont
formées avec cet alphabet). L’espace libre (ou blanc), symbolisé par A, ne fait
pas partie de X, c’est-a-dire qu'on a A € 3.

3. I' est 'alphabet du ruban.Ona X CT et A €.

4. § est la fonction de transition

§:(S—{h)xT = Sx(TU{LR) ouLRgT.

La signification de J est la suivante :

e i(p,z) = (q,y) (o y € T') : si dans ’état p le symbole sous la téte est z,
remplacer x par y et passer dans 1’état q.

e i(p,x) = (g, L) : si dans I’état p le symbole sous la téte est z, déplacer la téte
d’une case vers la gauche et passer dans I’état q.

e 0(p,xz) = (¢, R) : si dans I’état p le symbole sous la téte est z, déplacer la téte
d’une case vers la droite et passer dans I’état q.

Puisque ¢ est une fonction, la définition ci-dessus est celle d’'une machine dé-

terministe, c’est-a-dire

e non ambigué

e totalement définie (sauf pour I’état h, d’on n’origine aucune transition).

¢ est I’état initial. Dans les diagrammes de transitions, il sera indiqué de la
méme maniére que pour les automates finis.

h est 1'état final (état d’arrét). Dans les diagrammes de transitions, il sera
indiqué par un double cercle, comme d’habitude.

O

3.3 Remarque. Une machine de Turing peut

1.
2.
3.

se rendre a l'état final et arréter;
boucler indéfiniment ;

terminer anormalement en déplacant la téte & gauche du ruban.
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O

3.4 Remarque. On suppose que A représente une case inoccupée du ruban : Ini-
tialement, toutes les cases autres que celles qui contiennent la séquence d’entrée
contiennent un A. Notez aussi qu’il y a un seul état final. |

3.5 Exemple. Avec la machine de I'exemple 3.1, on a

S={,h}

Y ={a,b}
I'={a,b, A}
d(t,a) = (¢, R)
5(¢,0) = (¢, R)
5(t, A) = (h,a)

Tant que cette machine rencontre des a et des b, elle déplace la téte vers la droite.
Lorsqu’elle rencontre un blanc, elle passe dans I’état final, en remplagant ce blanc
par un a. O

3.6 Définition. Une configuration d’une machine de Turing, c’est la donnée d’un
état et une description du contenu du ruban avec une indication de la position de la
téte de lecture. La description du ruban se fait en donnant la séquence de symboles du
ruban en commengant par la premiére case. Le symbole sous la téte de lecture/écriture
est souligné. Des - - - & droite de cette séquence indiquent que le reste du ruban contient
des blancs. a

3.7 Exemple. Une configuration possible de la machine de I'exemple 3.1 est
t abbAaAA---

L’état est ¢. Le premier symbole du ruban est le a de gauche; il est suivi d'un b, puis
d’un autre b sur lequel se trouve la téte de lecture de la machine.

Supposons que la configuration initiale soit ¢ abbAaAA --- Les configurations
successives sont alors

état ruban
L abbAaAA - -
L abbAaAA - -
L abbAaAA - .-
L abbAaAA ---
h abbaaAA --- arrét
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La theése de Turing est que tout ce qui est calculable peut étre calculé par une
machine de Turing. Il n’est pas possible de prouver cette affirmation. Cela dépend de
la définition de calculable. La thése de Turing est vraie si calculer signifie manipuler
un nombre fini de symboles et produire une réponse aprés un nombre fini d’étapes.

3.8 Exercice. Supposons que la configuration initiale de la machine de Turing sui-
vante soit 1 aaaAA --- Donnez les configurations successives a cette configuration

initiale.
a/R
@‘ =/8 @‘ A/R @

a/R
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3.9 Exercice. Construisez une machine de Turing M = (S, {a,b},{a,b, A},0,¢, h)
qui arréte si et seulement si le patron abab se trouve sur le ruban & droite de la position
initiale de la téte de lecture. Donnez la suite de configurations si la configuration
initiale est ¢ aAababA - - -. Que se passe-t-il si la configuration initiale est ¢ abA - - -7

3.2 Construction modulaire

OBJECTIF SPECIFIQUE

1. Démontrer le fonctionnement d’une machine de Turing donnée sous la forme
d’un schéma de combinaison de machines de Turing en énumérant les confi-
gurations du ruban consécutives & une configuration initiale donnée.

Nous allons définir quelques machines de Turing simples qui vont servir de blocs
de base pour les constructions ultérieures. Mais d’abord, voyons comment combiner
des machines de Turing.
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3.2.1 Combinaisons de machines de Turing

Meéthode :

1. Enlever le statut d’état initial & tous les états initiaux, sauf & celui de la machine
qui est activée en premier.

2. Enlever le statut d’état final & tous les états finaux et introduire un nouvel état
final.

3. Pour chaque ancien état final p et chaque x € I :

(a) Si, aprés avoir atteint I’état p avec symbole courant x (symbole sous la téte
de lecture/écriture), la machine de Turing composée doit s’arréter, ajouter
la transition x/x de p vers le nouvel état final.

(b) Si, aprés avoir atteint ’état p avec symbole courant x, la machine combinée
doit transférer le controle a la machine M = (S, %, T, §,¢, h), alors ajouter
la transition x/z de p vers 'état ¢ de M tel que (¢, z) = (g, z) (c’est-a-
dire qu’on ajoute la transition §(p, x) = (g, z)). L’ajout de cette transition
revient & simuler, dans I’état p, le comportement de M dans 1’état ¢ lors
de la lecture d’un z.

3.10 Exemple. Nous avons trois machines de Turing A, B, C avec I' = {a, b, A}.
e La machine A déplace la téte d’une case vers la droite.
e La machine B trouve le premier a & droite de la cellule courante.
e La machine C trouve le premier b & droite de la cellule courante.

Les diagrammes de transitions de ces machines sont les suivants.

b/R
o B
A/R A/R ala
O O IO S O o
a a/R
b;g A/R

o@D

On demande de construire une machine qui trouve la deuxiéme occurrence du symbole
non blanc (i.e. différent de A) qui est a droite de la position initiale de la téte de
lecture/écriture. Si le symbole & droite de la position initiale de la téte est A, la
machine combinée doit terminer immeédiatement.

La solution est la suivante. Les transitions de ’état n vers I’état h, de I’état r vers
I'état h et la transition A/A de ’état ¢ vers I’état h sont ajoutées en vertu de la partie
3(a) de la méthode ci-dessus, alors que les autres transitions qui partent de l'état ¢
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relévent de la clause 3(b). Certaines des transitions qui sont ajoutées ne seront jamais
utilisées, comme la transition b/b a partir de I’état n (car dans I’état n, le symbole
courant est toujours un a). Néanmoins, ces transitions doivent étre ajoutées afin que
la machine composée soit totalement définie. Dans le cas de la transition b/b, on
peut considérer que si I’état n est atteint avec un b comme symbole courant, alors la
machine composée doit s’arréter; c’est pour cela que cette transition se dirige vers

I’état h.

@ A/R /m<> a/a

o/ a/R
b/R
@ A/R ; A/A
b/R

@ a/R \qO b/b
b/R oTh
A/R AR

Supposons que la configuration initiale soit
s aAbababba\ - - -

Le symbole a droite de la téte de lecture/écriture est b. L’occurrence de b cherchée
est la suivante : c’est le b qui occupe la septiéme case du ruban. Voici une suite de
configurations qui démontre comment cette occurrence est trouvée.

état ruban

s aAbababbaA - - -
aAbababba - - -
aAbababba - - -
aAbababba\ - - -
aAbababba - - -
aAbababba - - -

SN o+
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3.2.2 Schémas de combinaisons de machines de Turing

Nous introduisons maintenant une notation qui permet de décrire de maniére plus
compacte des combinaisons de machines de Turing.

3.11 Notation. Nous utiliserons les conventions simplificatrices suivantes, ou les
variables z,y et z représentent des symboles de I’alphabet du ruban et A, B,C des
machines de Turing.

e A—>+RB indique que A passe le controle & B si le symbole courant est x.
X . ep s z,Y

° A—yr B est simplifié en A—"+B .

e 4 %.p signifie que A passe le contréle & B pour tout symbole courant

différent de z.

signifie que A passe le controle & B indépendamment du symbole
courant.

e — A B C est simplifiée en — ABC.

indique que si le symbole courant est 'un des symboles
x, Y, z, alors il est représenté par w. Cette convention diminue
z, v, z} w I’encombrement dans les diagrammes. ATTENTION : w
g "~ ne fait pas partie de I’alphabet de la machine; celle-ci ignore
son existence. C’est une convention pour les humains.

e La machine s’arréte si z est le symbole courant et qu’il n’y a pas de transition
pour .
O

3.12 Exemple. La combinaison de machines de I'exemple 3.10 est représentée par
le schéma, ci-dessous.
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b

C

La machine A commence l'exécution (elle déplace la téte vers la droite) puis

e elle passe le controle a B si le nouveau symbole courant est a,

e clle passe le controle a C' si le nouveau symbole courant est b,

e elle s’arréte si le nouveau symbole courant est A, car aprés I’exécution de A, il
n’y a pas de transition pour A ; i.e., on considére que la machine passe dans ’état
final lorsqu’il n’y a pas de transition définie dans le schéma de combinaison.

O

3.13 Exemple. Soit la machine de Turing suivante.

—>]\l/[1a’b} w M; w

Ce diagramme indique que si My commence I’exécution avec a ou b comme symbole
courant (symbole sous la téte) et si elle termine avec le méme symbole courant, alors
elle passe le controle a M, sinon elle s’arréte. Si le symbole courant est A aprés
I’exécution de M; ou de M, il y a arrét.

Voici la méme machine, un peu plus détaillée.

l

b a
M, M, M,
b a

3.2.3 Blocs élémentaires

Nous allons définir une série de machines élémentaires qui vont nous servir de blocs
de base pour la construction de machines plus complexes. Voyez les figures 3.5, 3.6 et
3.7 de [Brookshear89|. Nous supposerons que I’alphabet du ruban est I' = {z,y, A}.
Il est facile de généraliser a d’autres alphabets.
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1. La machine R déplace la téte de lecture/écriture d’une case vers la droite.
z/R
y/R

A/R
B - O
2. La machine L déplace la téte de lecture/écriture d’une case vers la gauche.
z/L
y/L

A/L
0 O
3. Pour z € I, la machine z écrit un z (elle remplace le symbole courant par ).

x/x
y/®

+ -O—"—0

Avec les trois machines ci-dessus, nous pouvons former des machines plus com-
plexes, comme — RyL : cette machine écrit un y & droite de la position initiale
de la téte, et rameéne la téte dans la position initiale. Par exemple, — RyL fait
passer de la configuration ruban

T AN - - -
a la configuration
x&yAA “ ..

4. Lamachine R, déplace la téte de lecture/écriture vers la droite jusqu’a ce qu’elle
trouve un z. La machine R_, déplace la téte vers la droite jusqu’a ce qu’elle
rencontre un symbole différent de z.

A Yy T

I A

Note : les deux machines font R avant de tester le symbole. Le symbole initia-
lement sous la téte ne compte donc pas.

De méme, on construit L, et L_,, qui font la recherche vers la gauche.

Cas particuliers trés utiles : Ra, R-a, La, L-A.

ATTENTION : Les machines R, et Rz sont différentes (ainsi que L, et Lz).
Lorsque vous décrivez une machine de Turing, assurez-vous que votre facon
d’écrire permette de distinguer ces cas. Si x est en indice, faites-le petit et
écrivez-le plus bas.
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5. La machine Sg (shift right) déplace d’une case vers la droite la séquence de
symboles non blancs immédiatement & gauche de la téte dans la configuration
initiale (on suppose qu'il y a un A a gauche de cette séquence).

Sp  — AL—Y } w,p %Y } 9 . Rol —
JA A
R RARAw

Voici une suite de configurations du ruban décrivant une exécution de Sg. Il
n’est pas possible de donner I’état de la machine lorsqu’on donne une configu-
ration, puisque les descriptions schématiques comme celles de Sg ne précisent
pas les états.

o AzyyzzAA - - -
( Exécution de A. )
- AzyyAxzAA - --
( Exécution de L. )
- AzyyAxzAA - - -
_( w =y, exécution de L. )
- AzyyAzAA - - -
- (w=1y, o=y, exécution de R. )
- AzyyAxzAA - -
_( w =1y, 0 =y, exécution de 0. )
- AzyyAzAA - -
(w=1y, 0 =y, exécution de L. )
- AryyAzAA - - -
- (w=1y, 0 =y, exécution de L. )
- AzyyAxAA - --
(w =1y, 0 =z, exécution de R. )
- AzyyAzAA - --

(w=1y, 0 =z, exécution de o. )
cAzzyAzAA - - -
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(w =y, 0 ==z, exécution de L. )

- AzzyATzAA - - -
(w =y, 0 =z, exécution de L. )
- ArzyAzAA - - -
( w =y, exécution de R. )
- AzzyAzAA---
(w =y, exécution de A. )
- AAryArAA - --
( w =y, exécution de Ra. )
- AAzyAzAA - - -
( w =y, exécution de w. )
- AAzyyzAA - --
Avec la configuration initiale zAAA--- il y a terminaison anormale (la téte

tombe en bas du ruban).

Remarquez la méthode employée par Sg. Elle marque la position initiale avec
un A qu’elle recherche a la fin. Un autre symbole spécial pourrait étre utilisé
au lieu de A.

Similairement & Sg, la machine Sy déplace d’une case vers la gauche la séquence
de symboles non blancs immédiatement & droite de la téte dans la configuration
initiale (on suppose qu’il y a un A a droite de cette séquence).

Les machines des figures 3.8, 3.9 et 3.10 de [Brookshear89| sont de bons exemples
d’utilisation des machines élémentaires définies ci-dessus :

e La machine de la figure 3.8 de [Brookshear89| fait la copie d’une séquence

comprise entre deux blancs. C’est-a-dire qu’elle passe d’une configuration de la

forme
CAWA -
a la configuration
o AWAWA - - -

ou w € X*. Notez que I'écriture du w de droite peut se faire dans des cases qui
a 'origine ne contiennent pas nécessairement A.
e La machine de la figure 3.9 de [Brookshear89] décrémente une valeur binaire de
1. Par exemple, elle passe de la configuration
A101A - --
a la configuration
A100A - - -
e La machine de la figure 3.10 de [Brookshear89| remplace la séquence w; par la
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séquence wq qui la suit dans un certain ordre lexicographique. Elle passe de la
configuration

AwAA - -
a la configuration

AwyAA - -
L’alphabet de la machine est ¥ = {x,y, z}. L’ordre lexicographique (sur £*)
qui est utilisé est

A, Ty Y, 2, XL, YTy 2T, TY, YY,y 2Yy T2y Y2, 22, TLT, . . .

3.14 Exercice. En utilisant les machines de Turing élémentaires présentées ci-des-
sus, construisez une machine qui complémente la séquence de 0 et de 1 immédiatement
a droite de la téte de lecture/écriture et qui retourne la téte a sa position initiale. On
suppose qu’il y a un A & droite de cette séquence. Prenez I' = {0,1, A}.

1. Dans un premier temps, supposez que la configuration initiale du ruban soit
AwA - - avecw € {0, 1}* (une telle supposition permet de trouver une machine
simple). Donnez la suite des configurations du ruban si la configuration initiale

est
(a) A010A
(b) AA-

2. Dans un deuxiéme temps, supposez que la configuration initiale soit uzwA - - -
avec x € ' et u,w € I'*. Donnez la suite des configurations du ruban si la
configuration initiale est 010010A - - -
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3.2.4 Problémes

1. En utilisant les machines de Turing élémentaires présentées a la section 3.2,
construisez une machine de Turing qui passe de la configuration AwAAA --- &
la configuration AwAvAAA --- ou v,w € {a,b}* et v est la séquence w écrite
a ’envers.

2. Le résultat de 'exécution de — RL peut-il étre différent de celui de I’exécution
de — LR? Expliquez pourquoi.

3.3 Reconnaissance de langages

OBJECTIFS SPECIFIQUES

1. Classifier des machines de Turing décrites par des diagrammes de transitions.
Les cas possibles sont : description incorrecte, description d’une machine dé-
terministe, description d’une machine non déterministe. Expliquer la raison
de chaque choix.

2. Classifier des descriptions formelles de machines de Turing. Les cas possibles
sont : description incorrecte, description d’une machine déterministe, descrip-
tion d’une machine non déterministe. Expliquer la raison de chaque choix.

3. Décrire le langage accepté par une machine de Turing donnée.
4. Construire une machine de Turing acceptant un langage donné.

5. Transformer une machine de Turing donnée en une machine équivalente uti-
lisant des conventions différentes pour ’acceptation.

6. Expliquer comment transformer une machine de Turing en une machine équi-
valente utilisant des conventions différentes pour ’acceptation.

3.3.1 Définition de la reconnaissance

3.15 Définition. Soit L un langage sur X et w € 3*. La séquence w est acceptée (ou
reconnue) par la machine de Turing M = (S, %, T, 0, ¢, h) si et seulement si M s’arréte
normalement (dans ’état final, bien siir) a la suite d’une exécution commencant dans
la configuration

¢ AwAA---
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Par exemple, avec w = abaa, la configuration initiale est
. AabaaAA ---

c’est-a-dire

[ lafofala] | | |

@ état initial

Comme d’habitude, L(M) = {w : M accepte w} est le langage accepté (ou re-
connu) par M. Si L = L(M) pour une machine de Turing M, on dit que L est
Turing-acceptable ou récursivement énumérable. Ce dernier terme est le terme usuel ;
il refléte le fait que les séquences d’un tel langage peuvent étre énumeérées (listées)
par une machine de Turing. O

3.16 Exemple. La machine de Turing suivante accepte {a"b"c" : n € N} (on se
rappelle que ce langage ne peut étre accepté par un automate a pile).

LA D
c, A
a b c
— R— SL SL SL
a a b b
) | Lo
b c
b, c A, c c, A a, A a, A a,b
> R <
Voici quelques exemples d’exécution.
1. Acceptation de a?b?c?.
(1) AaabbccAA --- (6) AabccAA --- (11) AcAA
(2) AaabbeccAA --- (7) AabcAA --- (12) AAA-
(3) AabbccAA - -- (8) AabcAA--- (13) AAA-
(4) AabbeccAA --- (9) AabcAA--- (14) AAA-
(5) AabecAA - -- (10) AbcAA---
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2. Acceptation de .

(1) AAA---
(2) AAA---
3. Rejet de a?be.
(1) AaabcAA--- (5) AacAA--- (9) AAA---
(2) AaabcAA--- (6) AaAA--- (10) AAAA---
(3) AgbeAA---  (7) AaAA---  (11) AAAAA--.
(4) AabeAA---  (8) AaAA---  (12) AAAAAA---

La machine boucle indéfiniment en déplacant la téte vers la droite.

Remarquez que la machine ci-dessus termine toujours avec la téte sur la deuxiéme
cellule du ruban. O

Il y a donc un langage qui n’est pas non contextuel et qui est accepté par une
machine de Turing. Nous verrons plus tard que les machines de Turing peuvent ac-
cepter n’importe quel langage non contextuel. Les machines de Turing sont donc plus
puissantes que les automates a pile.

3.17 Exercice. Soit ¥ = {a,b} l'alphabet d’entrée et I' = {a,b, A} I'alphabet de
ruban de la machine de Turing M suivante.

a,b
_»11{ a,b R a,b
{A A

1. Dites si cette machine accepte les séquences suivantes. Pour justifier votre ré-
ponse, donnez la suite de configurations du ruban lors de 'exécution (si M
s’engage dans une boucle infinie, dites-le aprés avoir y passé une fois).

(a) a
(b) ab
(c) aba
2. Quel est L(M)?
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3.18 Exercice. Construisez une machine de Turing qui accepte

{a™b"a™b" : m,n € N}.
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3.3.2 Définition équivalente de reconnaissance

Voici une définition équivalente de reconnaissance par machine de Turing. Cette
définition est plus utile pour faire certaines preuves.

3.19 Définition. Acceptation avec message. Soit M une machine de Turing. M
accepte une séquence w avec message si
e clle s’arréte dans la configuration AOAA - - - lorsque w € L(M);
e clle ne s’arréte pas ou s’arréte anormalement ou s’arréte dans une configuration
autre que AOAA - - - lorsque w ¢ L(M).
O

Montrons maintenant que les deux définitions d’acceptation sont équivalentes.

3.20 Théoréme. L’acceptation par arrét (c’est-a-dire la premiére définition d’ac-
ceptation) est équivalente & ’acceptation avec message.
DEMONSTRATION.

1. Soit M = (S,%,T,40,¢,h) une machine de Turing qui accepte par arrét. Mon-
trons qu’il existe une machine de Turing M’ = (S, X, TV, §',/, h’) qui accepte
avec message et telle que L(M) = L(M’).

Supposons que #,* ¢ I'. Prenons IV = I' U {#, #}. Les symboles #, x seront
utilisés pour délimiter la partie utilisée du ruban.

(a) Tout d’abord, M’ doit passer de la configuration AwAA --- a la configu-
ration #Aw x AA - -- Cela se fait grace a la sous-machine

— RASRR * LAL#R

(on peut voir facilement pourquoi ¢a fonctionne, par exemple en prenant
Y ={a, b} et la configuration AabAA---)

(b) Ensuite, M’ doit simuler M, sauf pour les deux cas suivants :

i. Sile symbole courant est #, c’est que M termine anormalement. Faire
— L, afin que M’ termine aussi anormalement (M et M' rejettent la
séquence d’entrée).

ii. Si le symbole courant est *, autrement dit si la configuration est
FuxAA - -,
faire — R x LA, pour obtenir
H#uA x A---
puis continuer a simuler M.

(¢) Lorsque M' est dans I'état qui correspond a ’état final de M, effacer le
ruban et écrire O, en utilisant la machine de Turing suivante.
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4
— R.AL—
j#
AROL

La configuration finale de cette machine est AOAA - --
La machine M’ est donc

[ ~#
— RASrR % LAL#RMyR, AL —

j#
AROL

ot My est M avec les modifications décrites en (1b) ci-dessus.
(Voyez I’exemple 3.21.)

2. Soit maintenant une machine M = (S,%,T',4,¢, h) qui accepte avec message.
Il existe une machine de Turing M' = (S',3, TV, ¢, ./, h') qui accepte par arrét
telle que L(M) = L(M").

11 suffit de faire comme en (1a) et (1b) ci-dessus, c’est-a-dire de délimiter w par
# et *, puis de simuler M. Au lieu de (1c), faire ce qui suit :
Si M' atteint un état correspondant a l’état final de M, vérifier si
la configuration est #AOAA---AA x AA--- Si oui, c’est que M
accepte ; en ce cas, arréter, sinon boucler indéfiniment, afin de rejeter
la séquence d’entrée. Cela se fait avec la machine suivante.

A

-0 —-A et —%
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3.21 Exemple. Supposons que I' = {a, b, A} et que M soit

L, L

—~R— b

La machine M accepte (par arrét) n’importe quelle séquence de symboles a (elle
s’arréte sur un A), mais termine anormalement si elle rencontre un b. La machine
suivante accepte L(M) avec message. La modification M, de M est la partie encadrée.

— RaSgRR* LAL#R —+—~R— b [ —

{* A 4
R+ LA L
| [
R.AL—
#
AROL

Dans la simulation My de M, il est inutile de vérifier si le symbole courant est #

apreés 'exécution de R ou s’il est * aprés I'exécution de L, puisque cela ne peut se
produire.

Voyons deux exemples d’exécution de cette machine.

( Exécution de Ra. )
AGAA - - -
( Exécution de Sg. )

( Exécution de Rx. )
AAaxA---
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( Exécution de L. )

AAaxA---
( Exécution de L#R. )

HAax A
( Exécution de R. )

HAax A---
( Exécution de R. )

HAaxA - -
( Exécution de R * LA. )

#HAaA xA---
( Exécution de R,. )

#AaAxA - - -
( Exécution de AL. )

#AaAA - - -
( Exécution de AL. )

HAaAA - - -
( Exécution de AL. )

#AAA - - -
( Exécution de AL. )

#AAA -
( Exécution de AROL. )

AOAA - --

La séquence a est acceptée avec message, comme il se doit.

( Exécution de RASgrR * LAL#R. )
HAbx Ao
( Exécution de R. )

INTY.
( Exécution de L. )

HAbx A
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( Exécution de L. )

#ADxA -
( Exécution de L. )

kaboum.
La séquence b est rejetée par cette machine, tout comme elle I'est par M. O

3.22 Remarque. A moins d’avis contraire, la définition d’acceptation utilisée par
la suite est ’acceptation par arrét. O
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3.23 Exercice. Soit ¥ = {a, b} lalphabet d’entrée et I' = {a, b, A, O} Ialphabet de
ruban de la machine M suivante. M accepte {a, b}* avec message. Utilisez la deuxiéme
partie du théoréme 3.20 pour construire une machine de Turing M’ qui accepte par
arrét et telle que L(M') = L(M).




3.3. RECONNAISSANCE DE LANGAGES 197

3.24 Exercice.
1. Construisez une machine de Turing qui accepte X*, ou ¥ = {a, b},
(a) par arrét;
(b) avec message.
2. Construisez une machine de Turing qui accepte @, avec ¥ = {a, b}.

3.3.3 Machines de Turing a plusieurs rubans

Considérons une machine de Turing & 2 rubans (la notion se généralise facilement
a un nombre arbitraire de rubans).

lelylefe] [ [ | |

Alzfyfy] [ [ ] |

Une transition d’une telle machine dépend de I'état courant et de 1’ensemble des
symboles sous les tétes. Une transition consiste en



198 CHAPITRE 3. MACHINES DE TURING

e un changement d’état et
e une écriture ou un déplacement sur un seul ruban.
La configuration initiale est Aw;AA - - pour le ruban 1 et AAA - -- pour le ruban 2.

3.25 Théoréme. Pour toute machine de Turing M a k rubans (k € N*), il y a une
machine de Turing M' a un ruban telle que L(M) = L(M').

DEMONSTRATION. Donnons un apercu de la preuve. Supposons que M a deux ru-
bans. L’idée de la preuve est que M’ utilise des quadruplets pour encoder la méme
information sur un ruban unique. Par exemple, les deux rubans ci-dessus seraient
représentés par le ruban suivant. La ligne 1 est le contenu du ruban 1; la ligne 2
indique la position de la téte de lecture/écriture du ruban 1; la ligne 3 est le contenu
du ruban 2; la ligne 4 indique la position de la téte du ruban 2. M’ considére que
chaque case de ce ruban contient un seul symbole. Le ruban contient le symbole #
dans la premiére cellule. M’ s’en sert comme marqueur afin de simuler M.

#

Y
A
x
A

Pl vl v
gl Pl vl v
g Pl vl v

e &

x
1

Y
A

g P P

Donc on ne gagne pas de puissance en utilisant des machines & plusieurs rubans.

3.3.4 Machines de Turing non déterministes
Soit I' = {0, 1, A}. Considérons la machine suivante.

0/L
1/L
1/R A/L

Cette machine n’est pas déterministe :

1. Elle n’est pas totalement définie, car
e il n’y a pas de transitions pour 0 et A dans I’état 1;
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e il n’y a pas de transitions pour 1 et A dans I’état 4.

2. Elle est ambigué, car
e il y a deux transitions possibles si le symbole courant est 1 dans 1’état 1;
e il y a deux transitions possibles si le symbole courant est A dans I’état 2.

3.26 Définition. Tout comme une machine de Turing déterministe, une machine
de Turing non déterministe est un sixtuplet (S, %, T, p, ¢, h) ; cependant la quatriéme
composante est une relation plutét qu’une fonction ; ¢’est-a-dire qu’on a

pC (S—{h}) xI'x Sx ('U{L,R})
plutot que
0:(S—{h}) xI' > S x (TU{L, R}).
Le langage accepté par une machine de Turing non déterministe (ou reconnu) M est

L(M) = {w :M peut atteindre I’état final & partir de
la configuration initiale t AwAA---}.

|

3.27 Exercice. Soient ¥ = {a} l'alphabet d’entrée et I' = {a, b, A} lalphabet de
ruban des machines de Turing suivantes. Pour chacune d’elles, dites s’il s’agit bien
d’une machine de Turing avec alphabet d’entrée 3 et alphabet de ruban I'. Si non,
dites pourquoi. Si oui, dites s’il s’agit d’une machine déterministe et dites pourquoi.
1. Machine 1.
A/b
a/b b/R b/R

b/b A/R
- /2\/) o/R /3@ A/R ‘@b/}z

\&J a/R 2/

A/L a/L

AJA
b/a 4 y

@‘ @) a/L @) c?//LL

b/L
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2. Machine 2.
({1,2,3,4,5,6,7},{a}, {a,b,A},7,0,8),

ou 7 est I’ensemble des transitions suivantes.

(1,a,2,b) (1,b,2,b) (1,A,2,b) (2,¢,3, R) (2,b,2, R)
(2,A,6,L) (3,a,2,R) (3,b,3, R) (3,A,4,R) (4,a,7,L)
(4,b,4,Q) (4,A,4,R)  (6,a,6,L) (6,b,5,a) (6,A,5,A)
(7,a,7,L)  (7,b,7,1)  (7,A,7,L)
3. Machine 3.
A/b
a/b b/R b/R
b/b %) A/R
a/R A/R /5)
DA
A/L a/L
a/R a/R
A/A
b/a
(¢ A/L
@ \62) a/L @2) a/L

b/L

O

3.28 Théoréme. Pour chaque machine de Turing non déterministe M, il existe une
machine de Turing déterministe D telle que L(M) = L(D).

DEMONSTRATION. Voici un apercgu de la preuve. La machine D a 3 rubans.

1. Le ruban 1 contient la séquence d’entrée w.

2. Le ruban 2 est un ruban de travail sur lequel E copie w et essaie chacune des
séquences d’exécution possibles.
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3. Le ruban 3 contient une séquence d’exécution (séquence de transitions). Aprés
I’essai d’une séquence, la séquence suivante est générée en ordre lexicographi-
que (voyez la figure 3.10 de [Brookshear89] pour une machine qui peut faire ce
travail).

Par exemple, la machine de Turing non déterministe de la page 198 a sept transi-
tions ; supposons qu’elles sont numérotées de 1 a 7. Les séquences d’exécution seraient

(1,1),(1,2),(1,3),(1
(2,1),(2,2),...(1,1

Plusieurs de ces séquences de transitions ne correspondent pas a une exécution pos-
sible. Ce n’est pas grave; ces séquences incorrectes conduisent simplement & un rejet
de la séquence d’entrée. L’important c’est de générer éventuellement n’importe quelle
séquence possible. Si I'une des simulations conduit a I’état d’acceptation (ici, 3), D
accepte. a

3

Remarquez donc que I’ajout du non-déterminisme ne permet pas de reconnaitre
plus de langages. Cependant, on voit que I’acceptation d’une séquence w par D peut
nécessiter un nombre d’étapes beaucoup plus grand que celui qui est nécessaire & M
pour accepter w.

3.3.5 Probléme

1. Montrez que si le langage L est acceptable par une machine de Turing, alors il
existe une autre machine de Turing qui termine anormalement si et seulement
si la séquence d’entrée qui lui est soumise appartient & L. (Suggestion : jetez
un coup d’oeil au théoréme 3.20.)

3.4 Langages Turing-acceptables

OBJECTIFS SPECIFIQUES

1. Décrire le langage généré par une grammaire a structures de phrase donnée.

2. Construire une grammaire a structures de phrase générant un langage donné.

Une grammaire a structures de phrase est une grammaire sans restrictions. Le
cOté gauche peut étre n’'importe quoi, pourvu qu’il contienne au moins un symbole
non terminal. La grammaire suivante est une grammaire a structures de phrase. Le
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langage généré par cette grammaire est {a"b"c" : n € N} (on se rappelle qu’aucune
grammaire non contextuelle ne peut générer ce langage).

S — abNSc bNa — abN bNb — bbN
S—= A bNc — be

Allons-y pour une petite dérivation.

S

= ( Regle S — abN Sc. )
abN Sc

= ( Regle S — abNSc. )
abNabN Scc

= ( Régle S — abNSc. )
abNabNabN Scce

= ( Regle S — A.)
abNabNabN ccc

Quel N devrions-nous réduire ? Nous allons essayer deux possibilités (il y en a d’au-
tres, bien sir).

1. Dérivation a gauche.

= ( Régle bNa — abN. )

aabNbNabN ccc

= ( Reégle bNb — bbN. )
aabbN NabN ccc

= ( Reégle bNc — be. )

aabbN N abcce

A la derniére étape, seule la régle 4 pouvait étre appliquée. Il n’est maintenant
plus possible de continuer, car aucune régle n’est applicable.

2. Dérivation a droite.

= ( Régle bNc — be. )
abNabN abcee
= ( Regle bNa — abN. )

abNaabNbcee
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= ( Regle bNb — bbN. )
abNaabbN ccc

= ( Regle bN¢ — be. )
abN aabbcee

= ( Régle bNa — abN. )
aabN abbcce

= ( Reégle bNa — abN. )
aaabN bbcce

= ( Regle bNb — bON. )
aaabbNbcce

= ( Régle bNb — bbN. )
aaabbbN ccc

= ( Régle bNc — be. )

aaabbbcce

Donc, contrairement & ce qui se passe avec les grammaires non contextuelles, I'ordre
de dérivation est important.

Dans les dérivations ci-dessus, remarquez bien comment le symbole N «traine >
le b jusqu’au ¢ pour finalement se suicider. C’est un truc a retenir.

3.29 Théoréme. Les langages reconnus par les machines de Turing sont exactement
les langages générés par les grammaires a structures de phrase. O

3.30 Exercice. Trouvez une grammaire a structures de phrase qui génére le langage
{a"b*c'™ : n € N},

O

3.31 Théoréme. Pour tout alphabet ¥ il y a un langage qui n’est pas un langage
a structures de phrase (c’est-a-dire qu’il ne peut étre accepté par une machine de
Turing).

DEMONSTRATION. Ce qui suit est un simple apercu de la preuve. Soit L un langage
a structures de phrase sur X.
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1. Pour toute machine de Turing M = (S,3,T,,¢,h) telle que L(M) = L, il

y a une machine de Turing M' = (S, X, T7,§,/, 1) telle que L(M') = L et
" =X U{A}. Par exemple, si

Y ={a,b}

['={a,b, A, #}

I ={a,b, A},
on utilise I’encodage défini par

a—a
b— aa
# — aaa
A — A

(En fait, le symbole b n’est méme pas utilisé par M'.) Le contenu du ruban de
M est encodé en codant chaque symbole selon ce codage et en séparant chaque
symbole par un A. La séquence

aAb#A
est donc encodée par

AaAAaaAaaaAA.
Donc, pour tout langage a structures de phrase L sur Y, il existe une machine
de Turing M avec alphabet de pile ¥ U {A} telle que L(M) = L.

L’ensemble des langages sur X (c’est-a-dire {0(X*)) est non dénombrable. Or on
peut énumérer les machines de Turing ayant un alphabet de pile I' = X U {A}.
On énumeére d’abord les machines ayant 2 états, puis celles a 3 états, ... Il y a
donc plus de langages que de machines de Turing.

O

Une question intéressante qu’on peut alors se poser est : Le langage naturel est-il

reconnaissable par une machine de Turing ?

3.4.1 Probléme

1. Construisez une grammaire a structures de phrase G telle que

L(G) = {a™b"a™b" : m,n € N}.
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3.5 Au dela des langages & structures de phrase

OBJECTIFS SPECIFIQUES

1. Construire une machine de Turing décidant un langage donné.
2. Déterminer si un langage donné est décidable (récursif).

3. Déterminer si un langage donné est un langage a structures de phrase (est
récursivement énumérable).

3.5.1 Encodage des machines de Turing

On peut encoder la description d’une machine de Turing sur un alphabet > au
moyen de zéros (0) et de uns (1), c’est-a-dire qu’on peut représenter une machine de
Turing par un nombre naturel en notation binaire (|Brookshear89, pages 176-178|).
Certains nombres ne correspondent a aucune machine. Associons-leur la machine
suivante.

A/R
-A/R

3.5.2 Un langage qui n’est pas un langage & structures de
phrase

L’encodage ci-dessus nous donne une fonction surjective f : N — { machines de
Turing }, pour un alphabet ¥ donné.

Soit w € ¥*. Notons M, la machine f(|w|) : c’est la machine avec alphabet 3 dont
I'encodage est le nombre longueur de w (si |w| n’est pas 'encodage d’une machine de
Turing, prendre la machine ci-dessus pour M,,).

Soit maintenant le langage

Ly = {w : M, n’accepte pas w}.

3.32 Théoréme. Ly n’est pas Turing-acceptable.

DEMONSTRATION. La preuve est une preuve par contradiction. Supposons au con-
traire qu’il existe une machine de Turing M qui accepte Ly. Par la partie 1 du théo-
réme 3.31, on peut supposer que I’alphabet de ruban de M est ¥ U {A}. La machine
M peut alors étre encodée, selon la technique de |Brookshear89|, par un nombre bi-
naire, disons n. Il existe certainement une séquence wy € L* telle que |wy| = n. La
machine M reconnaissant Lg est alors M,,, et on a Ly = L(M,,).

Question : A-t-on wy € L(M,,)?
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1. Supposons que oui. Puisque Ly = L(M,,), on a wy € Ly. Par définition de
Ly, cela veut dire que M,,, n’accepte pas wp, et donc que wy & L(M,,). C'est
une contradiction; on ne peut donc avoir wy € L(M,,). Examinons lautre
possibilité.

2. Supposons que non (c’est-a-dire supposons que wy ¢ L(M,,)). Puisque Ly =
L(My,), on a wy ¢ Ly. Par définition de Ly, cela veut dire que M, accepte
wy, et donc que wy € L(M,y,). C’est une contradiction ; on ne peut donc avoir
wo & L(My,)-

Comme nous ne pouvons avoir ni wg € L(My,) ni wy & L(My,), cela nous force a
conclure que la supposition initiale est erronée. Il n’existe donc pas de machine de
Turing qui puisse reconnaitre L. O

Cela veut dire qu'on ne peut construire une machine de Turing qui analyse les
autres machines de Turing et qui termine si et seulement si la machine analysée ne
termine pas.

3.5.3 Machines de Turing universelles

Ce sont des machines « programmables>. On leur donne en entrée la description
encodée d’'une machine de Turing M et d’une séquence w. La machine de Turing
universelle peut alors simuler I'exécution de M sur I'entrée w et accepter si et seule-
ment si M accepte w. |Brookshear89, figure 3.24| présente une machine de Turing
universelle & 3 rubans. Par le théoreme 3.25, il existe donc une machine de Turing
universelle & un ruban.

Soit T, une machine de Turing universelle & un ruban. Soit M,,, la machine de
Turing qui transforme w en la représentation binaire de |w|w (en d’autres termes,
M, génére I'encodage de M,, & partir de w, puis place 'encodage de w 4 sa suite). Si
|w| n’est pas une machine de Turing, prendre I'encodage de la machine de la page 205.

Que fait la machine — M, — T, 7 Elle reconnait le langage

L, = {w: M, accepte w}

car — My, — T, s’arréte si et seulement si M, s’arréte sur w. L; est donc le
complément de L.

Il est intéressant de voir que méme si un langage n’est pas reconnaissable, son
complément peut I'étre.

3.5.4 Langages acceptables versus langages décidables

3.33 Définition. Un langage L est décidable (ou récursif) si et seulement s’il existe
une machine de Turing M telle que
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e siw € L, alors M passe de la configuration initiale AwAA - - - & la configuration

finale AOAA - --
e siw ¢ L, alors M passe de la configuration initiale AwAA - - - ala configuration
finale ANAA - -
C’est-a-dire que M s’arréte toujours en répondant oui ou non selon que w € L ou
w ¢ L (on dit que M décide L). O

3.34 Exemple. Le langage {a"b"c" : n € N} est décidable, par le probléme 1,
page 210.

Tous les langages non contextuels sont décidables [Brookshear89, pages 185-187].
Un compilateur peut donc toujours analyser une séquence et déterminer (i.e. répondre
oui ou non) si c’est une structure non contextuelle). a

3.5.5 Le probléme de l’arrét

La description d’'une machine de Turing peut étre encodée au moyen d’une sé-
quence de 0 et de 1 [Brookshear89, pages 176-178|. Soit p(M) l'encodage binaire
d’une machine de Turing M. Considérons les machines de Turing avec ¥ = {0,1}
et I' = {0,1, A}. Que se passe-t-il si 'on donne p(M) en entrée & M ? Ou bien M
s’arréte ou bien elle ne s’arréte pas (pas trés fort comme résultat). Soit maintenant

Ly = {p(M) : M accepte p(M)};

L;, contient les descriptions des machines de Turing qui s’arrétent normalement
lorsque leur séquence d’entrée est p(M).

Question : Est-ce que Ly, est décidable? A cause de la définition de L, on appelle
ce probléme le probleme de I’arrét.

3.35 Théoréme. L, n’est pas décidable.

DEMONSTRATION. Montrons-le par contradiction. Supposons qu’il existe une machine
de Turing M}, qui décide L. Modifions M), pour qu’elle réponde par

AIAA--- et AOAA---
au lieu de

AOAA--- et ANAA---

respectivement. Appelons cette machine modifiée M} . L’alphabet de ruban de M est
{0,1,A}.
Soit la machine Mj avec alphabet de ruban 'y = {0,1, A} définie ainsi :
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Lb

— M!—R——R

M, arréte
si et seulement si M; arréte dans la configuration AOAA - - -
si et seulement si M}, arréte dans la configuration ANAA .- -

Est-ce que M, s’arréte avec U'entrée p(My) ?

e Supposons que oui. Alors, par définition de Ly, p(My) € Ly, d’ou M, s’arréte
avec un O, d’ou M; s’arréte avec un 1, d’ou Mj ne s’arréte pas. Contradiction.
Examinons ’autre possibilité.

e Supposons que non. Alors, p(My) & Ly, d’ou M), s’arréte avec N, d’ou Mj,
s’arréte avec un 0, d’ou M, s’arréte. Contradiction.

Puisque M, ne peut ni s’arréter ni ne pas s’arréter, il faut abandonner I’hypothése
initiale qu’il existe une machine de Turing M) décidant L. O

Ce théoréme a une conséquence pratique trés importante : Aucun algorithme
ne peut analyser un programme et ses données d’entrée et terminer en disant si ce
programme termine pour ces données. Le mieux que ’algorithme peut faire, c’est de
simuler le programme. Mais si le programme ne s’arréte pas, I’algorithme ne s’arréte
pas non plus (dans ce cas, on ne peut parler d’algorithme). Bien sir, il existe des
algorithmes pour faire ’analyse de certaines classes de programmes. Mais il n’existe
pas d’algorithme pouvant analyser n’importe quel programme.

3.36 Remarque. On peut faire le méme truc avec un programme. Supposons qu’on
a un programme P auquel on donne en entrée des textes de programmes. Supposons
que P permette de décider si un autre programme () s’arréte lorsque ’entrée de () est
le texte de @) ; c’est-a-dire que P termine en disant ou: si () termine et en disant non
si @ ne termine pas. Appelons P’ le programme P modifié de sorte que P’ termine
avec un non si () ne termine pas et boucle si @) termine (cela est facile a faire : il
suffit d’ajouter une boucle infinie aux endroits ou P répond oui). Demandons-nous
maintenant si P’ termine lorsqu’on lui donne en entrée le texte de P'. O

3.37 Remarque. Il existe une machine de Turing qui accepte L. Il suffit de simuler
Pexécution de M sur p(M) et d’accepter si M accepte. O
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3.38 Exercice. Construisez une machine de Turing qui décide le langage

{a™b"a™b"™ : m,n € N}.
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3.39 Exercice. Identifiez le paradoxe dans I'affirmation suivante :

Le cuisinier d’'une communauté isolée cuisine pour tous ceux et seulement
ceux qui ne se font pas la cuisine.

3.5.6 Probléme

1. Soit L = {a"b"c" : n € N}. Construisez une machine de Turing M qui décide
L.

3.6 Conclusion

Nous avons donc la hiérarchie de langages suivante (avec des exemples), ordonnée
selon la complexité des langages.

1. Réguliers : {a™ : n € N}.

2. Non contextuels déterministes : {a"b" : n € N}.

3. Non contextuels : {a"b" : n € N} U {a"b*" : n € N}.

4. Décidables : {a™b"c" : n € N}.

5. A structures de phrase (Turing acceptables, ou récursivement énumérables) :
Ly (qui est X* — Ly).

6. Généraux : L.



Chapitre 4

Solution de quelques exercices

Exercice 1.45, page 45. Soit ¥ = {a, b}. Donnez 'automate (S, 3, J, ¢, F') corres-
pondant au diagramme suivant, :
a
@~
b
OO

Solution. Le diagramme est complétement défini et non ambigu. Il a donc un auto-
mate associé :

S = {1,2,3,4} 0(1,a) =3 6(1,b) =2

Y = {a,b} 0(2,a) =4 06(2,b) =4

r =1 0(3,a) =3 4(3,b) =4

F = {2} (4,a) =4 06(4,b) =4
Voici deux autres représentations de ¢ :

e 6={((1,0),3),((2,a),4),((3,0),3),((4,0), ),
((1,6),5),((2,5),4),((3,6),4),((4,6, )}
1132

e =244
31314
41414

Exercice 1.65, page 59. Montrez que les langages suivants ne sont pas réguliers.
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1. {a™:n e N}
2. {a" : n € N An n’est pas un carré¢} (Indice : regardez 'exercice 1.58 et I'exem-
ple 1.64.)

Solution.

1. La preuve procéde par contradiction. Posons L = {a™ : n € N}.

L régulier

& ( Définition 1.57. )
AM : M = (S,%,6,,,F) A L(M)=1L
= { L contient toutes les séquences de la forme a*', en particulier celles

pour lesquelles k£ > |S]. )
IM :FkeN:M=(5%,0,,F) N LIM)=L A k>|S| A| o |€L

= ( Puisqu’il y a plus de |S| symboles a a lire (car k! > |S]), il doit
y avoir une boucle de longueur j > 0 et j < |S] lors de la lecture

de a*'. Cette boucle peut étre traversée | 1 | fois de plus, d’oil
a3 € L(M), puisque a* € L = L(M). )
AM :Jj,k e N: M = (5,%,6,,,F) N L(M) =1L
ANO<j<|S|<k A| " |e L(M)
K< kE'+j<kl'+k<E+k =2 <(k+1k!=(k+1).
= ( |Puisque k! + j est strictement coincé entre deux factorielles| )
consécutives, ce n’est pas une factorielle, d’ott a*'*7 ¢ L.

M :3j,keN: L(M)=L A| o |eL(M) A| " |€L

= (| o |eL(M) A| o' |gL = L(M)#L)
IM :L(M)=L A L(M)#L
& ( (p A —p) & faux et (Jz : faux) < faux. )

faux.
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2. La preuve de cette partie est aussi une preuve par contradiction. Posons L =
{a™ :n € N An n’est pas un carré}.

L régulier

& ( Exercice 1.58, partie 2. )
Complément de L régulier
& ( Définition de L. )
{a™ :n € N} est régulier
= ( Par lexemple 1.64, {a™ : n € N} n’est pas régulier. )

{a™ : n € N} est régulier et n’est pas régulier
& faux

Exercice 1.69, page 64. Classifiez les automates finis ci-dessous décrits par des
diagrammes de transitions sur I’alphabet Y. Dites tout d’abord si la description est
correcte. Si oui, dites si 'automate est déterministe. Expliquez la raison de chaque
choix.

1. ¥ ={a,b} a

Solution. La description est correcte. ’automate n’est pas déterministe, car
il n’est pas totalement défini (par exemple, il n’y a pas de transition qui quitte
I'état 3) et il est ambigu (il y a deux transitions b qui quittent ’état 2). Notez
qu’une seule de ces raisons suffit.

2. ¥ ={a,b}

Solution. Le diagramme est incorrect. Comme A ¢ 3, A ne peut servir a
étiqueter des transitions.
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Y = lettre U chiffre
lettre

chiffre

@ lettre C[ID])

Solution. La description est incorrecte : I’état initial n’est pas indiqué.
Y ={a,b}

a

O ©

b

Solution. La description est correcte. L’automate n’est pas déterministe, car
il n’est pas totalement défini (aucune transition ne quitte ’état 1).

¥=0

Solution. La description est incorrecte. Un alphabet ne peut étre vide (voyez
la définition 1.1).

Y ={a,b}

Solution. La description est incorrecte. Un automate ne peut avoir deux états
initiaux.

Y ={a}

a

Solution. La description est correcte. L’automate est déterministe. Il y a exac-
tement une transition par état par symbole de ’alphabet.
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8. ¥ ={a}

Solution. La description est correcte. L’automate n’est pas déterministe, car
il n’est pas complétement défini (aucune transition ne quitte I'état sq).

9. ¥ ={a}
DO

Solution. La description est correcte. L’automate n’est pas déterministe, car il n’est
pas complétement défini (aucune transition ne quitte 'état 2).

Exercice 1.70, page 65. Classifiez les descriptions formelles suivantes d’automates
finis. Dites tout d’abord si la description est correcte. Si oui, dites si ’automate est
déterministe. Expliquez la raison de chaque choix.

1. My = ({s0, 51, 82}, {a, b}, d, 80, {s1}), ot
0(s0,a) = 51 0(80,b) = 82
0(s1,a) = s1 0(s1,b) = s9
d(s2,a) = 59 0(s9,b) = s9

Solution. C’est bien un automate fini. L’ensemble des états est {sq, s1, $2},
I'alphabet est {a,b}, 0 est une fonction qui décrit les transitions en assignant
un état destination & chaque combinaison possible (état source, symbole lu), sg
est ’état initial et {s;} est 'ensemble des états finaux (ici, il n’y a qu’un état
final). Comme 0 est une fonction, 'automate est déterministe.

2. My, = ({0},%,6,{0}), o

Y. ={a,b,c}
5(0,a) =0 §(0,b) =0 6(0,¢)=0

Solution. Ce n’est pas la description d’un automate, car I’état initial n’est pas
indiqué.
3. M3 = ({a,b},{1,2}, p,a, D), ou

pla,1) =a p(a,2) =b
pb,1)=a p(b,2)=>b

Solution. C’est la description d’un automate fini. L’ensemble des états est
{a, b}, I'alphabet est {1,2}, p est une fonction qui décrit les transitions en assi-
gnant un état destination a chaque combinaison possible (état source, symbole
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lu), a est 'état initial et ) est 'ensemble des états finaux (ici, il n’y en a aucun).
Comme p est une fonction, 'automate est déterministe. Remarquez qu’il ne faut
pas se fier a l'identificateur utilisé pour nommer la fonction ou la relation (ici,
p désigne une fonction).

M4 = ({51: 52, 83, S4}a {aa b}a P5 S1, {SZa 54}), ou

pP= {(817 a, 52)7 (815 ba 82)
(827 a, 53)7 (825 ba 84)

(837 a, 84)7 (535 b7 82)}

Solution. C’est la description d’un automate fini. L’ensemble des états est
{s1, 82, 83, 84}, I'alphabet est {a, b}, p est une relation de transition incluse dans
{51, 82, 83,84} X {a,b} x {s1, $2, 53,84}, s1 est I’état initial et {sq, s4} est l’en-
semble des états finaux. La relation p ne contient pas de triplet dont la premiére
composante est s4 (il n’y a pas de transition qui origine de s,) ; par conséquent,
p n’est pas une fonction et 'automate n’est pas déterministe.

M; = ({1 2,3,4},{a,b,c},4,1,{2}), on

={(1,a,2),(1,b,3),(1,¢,3)
(2,a,2),(2,b,4),(2,c,4)
(2,a,3),(2,b,3),(2,¢,3)
(3,a,3),(3,b,3),(3,¢,3)
4,a,3),(4,b,3), (4,¢,3)}

Solution. C’est la description d’un automate fini. L’ensemble des états est
{1,2, 3,4}, l'alphabet est {a, b, c}, § est une relation de transition incluse dans
{1,2,3,4} x {a,b,c} x {1,2,3,4}, 1 est ’état initial et {2} est ’ensemble des
états finaux (il n’y a qu’un état final). La relation ¢ contient les triplets (2, a, 2)

t (2, a,3), qui décrivent deux transitions différentes lors de la lecture d'un a
dans I’état 2 ; par conséquent,  n’est pas une fonction et I'automate n’est pas
déterministe. Encore une fois, remarquez qu’il ne faut pas se fier a I'identifica-
teur utilisé pour nommer la fonction ou la relation (ici, § désigne une relation
qui n’est pas une fonction).

Mg = ({a’ b}’ {1}’ @’ a, {b})

Solution. C’est la description d’un automate fini. L’ensemble des états est
{a, b}, alphabet est {1}, @ est une relation de transition, incluse dans {a, b} x
{1} x {a,b}, a est I'état initial et {b} est 'ensemble des états finaux (il n’y a
qu’un état final). La relation @ n’est pas totale et n’est donc pas une fonction ;
par conséquent, I’automate n’est pas déterministe.
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Exercice 1.77, page 75. En utilisant les techniques présentées dans la preuve
du théoréme 1.74, construisez un automate fini déterministe qui accepte les mémes
séquences que I'automate fini non déterministe ci-dessous. L’alphabet est {a, b}.

Solution. Le quintuplet correspondant a ’automate ci-dessus est M = (S, %, p, ¢, F),
ou

o S=1{1,2,3,4},

e ¥ ={a,b},

° p={(1,a,2),(1,b,3),( 2)7(21b72)>

(2,b,4),(3,b,4), (4, ,1),(4,a,4),(4,b,4)},

o =1,

e = {4}.
En suivant strictement la méthode du théoréme 1.74, il faudrait construire un au-
tomate avec 16 états (car [{2(S)] = 2' = 16). Nous pourrions ensuite éliminer les

états superflus (non accessibles a partir de I’état initial). Au lieu de cela, nous allons
construire 'automate déterministe demandé en générant seulement les états acces-
sibles. Tel que prescrit par le théoréme 1.74, ’état initial de cet automate déterministe
est ' = {t} = {1}. Les transitions qui quittent cet état sont données par la table
suivante, qui définit 6({1},a) et 6({1},0) :

a b
{1}

Ces résultats sont obtenus en appliquant la définition de § donnée dans le théoré-
me 1.74. Par exemple,

({1}, a)
= ( D’apres la construction décrite dans le théoréme 1.74, la fonction
0 est définie par 0(s',z) ={se€ S:3Ires : (rxzs) € p}.)
{se€ S:3Tre{l}:(ra,s) € p}
= ( Signification du quantificateur existentiel. )
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{s€ S:(1,a,s) € p}
— ( Définition de p ci-dessus. )

{2}

Intuitivement, ce résultat découle du fait que seul I'état 2 est accessible & partir de
I’état 1 & la lecture d’un a.

Ceci nous donne deux nouveaux états, soit {2} et {3}. Les transitions qui quittent
ces états sont donnés par la table suivante :

a b
{2} [ {2} ] {2,4}
{3t 9 | {4}

Ceci nous donne trois nouveaux états, 0, {4},{2,4}. La table suivante décrit les
transitions qui quittent ces états :

a b
%] O O

{4} | {1,4} | {4}
(2.4} (LZA] (4]
Comme dernier exemple de calcul formel basé sur la définition de § donnée dans le
théoréme 1.74, montrons comment 6({2,4},a) = {1, 2,4} a été obtenu.

5({2,4},a)
= ( D’apreés la construction décrite dans le théoréme 1.74, la fonction
d est définie par §(s',z) ={se€ S:Tr e s :(r,z,s) € p}.)
{se€ S:3re{2,4}: (r,a,s) € p}
= ( Signification du quantificateur existentiel. )
{s€ S:(2,a,5) € pV (4,a,s) € p}
= ( Définition de p ci-dessus. )

{1,2,4}

Intuitivement, ce résultat découle du fait que 1’état 2 est accessible a partir de 1’état
2 a la lecture d’'un a et que les états 1 et 4 sont accessibles a partir de ’état 4 a la
lecture d’un a.

La procédure se continue ainsi jusqu’a ce qu’aucun nouvel état ne soit généré. La
table suivante résume la construction des états. La colonne “Etape" indique a quelle
étape une ligne a été construite.



{1}
{2}
{3}
@
{4}
{2,4}
{1,4}
{1,2,4}

{3,4}
{2,3,4}
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a b Etape

2 [ 3 ] 1
2 [ {24 | 2
0 {4} 2

0 ] 3
{1,4} {4} 3
{1,2,4} | {2,4} 3
{1,2,4} | {3,4} 4
{1,2,4} | {2, 3,4} 4
{1,4} {4} 5
{1,2,4} | {2,4} 5

Les états finaux sont ceux qui contiennent 4 (le seul état final de automate donné

au départ).

Voici le diagramme de transitions correspondant :

Exercice 1.111, page 95. Enumérez les premiéres séquences des langages suivants.

1. ({ab} U{cd, A})*
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2. ({ab} o {cd, A\})*
3. O

Solution. Pour les deux premiers problémes, donnons les huit premiéres séquences
(par ordre de longueur croissante). Pour le dernier, il est possible de donner toutes
les séquences.
1. ({ab} U{cd, A})*
= {ab, cd, \}*
= {\, ab, cd, abab, abed, cdab, cded, ababab, . . .}
2. ({ab} o {cd, A})*
= {abcd, ab}*
= {\, abed, ab, abedabed, abedab, ababed, abab, abedabedabed, . . .}
3. 0" ={\}

Exercice 1.114, page 97. Construisez 'automate qui accepte la fermeture du
langage accepté par I’automate M suivant.

vi D=0

Solution. En utilisant la méthode du théoréme 1.112, construisons un automate
M’ tel que L(M') = (L(M))*. Considérons que I’alphabet de M est {a,b,c}. Le
quintuplet décrivant 'automate M est (S, {a,b,c}, p,, F), oi

S = {1’273}1

p= {(17 a, 2)7 (27 b’ 1)’ (2’ ) 3)}’
t=1,

F={3}.

L’automate M' a la forme
M, = (S,7 {ai b’ C}’ pl7 LI’ F,)ﬂ
ou

=4 (un nouvel état),
S'=Su{/} ={1,2,3,4},
F'=FuU{/} ={3,4}

et
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p
= pU{(p,z,q):p€ F'A(1,2,q) € p}
= pU{(®z,q) :pe{3,4t A (1,7,9) € {(1,0,2),(2,0,1),(2,¢,3)} }
={(1,q,2),(2,0,1),(2,¢,3)} U{(3,a,2), (4,a,2)}
= {(1,q,2),(2,b,1),(2,¢,3),(3,a,2), (4,a,2)}

Le diagramme de transitions de M’ est le suivant :

DD

I1 est facile de voir que
L(M) ={a(ba)"c:n € N} = {(ab)"ac : n € N}.
Par conséquent, par le théoréme 1.112,
L(M') = {a(ba)"c:n € N}* = {(ab)"ac: n € N}*.

Remarquez comment il serait difficile de décrire L(M') sans utiliser I’étoile.

Exercice 1.116, page 98. Soit ¥ = {a,b,c}. Parmi les termes suivants, identi-
fiez ceux qui sont des expressions réguliéres sur . Lorsqu’un terme n’est pas une
expression réguliére, dites pourquoi.

1. (aU(boc))
- laU(boc)]

SIS I

Solution.

1. Oui. 1l suffit d’appliquer la régle 2 de la définition 1.115 trois fois pour obtenir
les trois expressions réguliéres a, b et c. En appliquant ensuite la régle 4 a b et c,
on obtient (boc). Finalement, en appliquant la régle 3 & a et (boc), on obtient
I’expression donnée.

2. Non. Les crochets carrés [ | ne sont pas permis.
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3. Oui. On l'obtient par une application de la régle 2, suivie d’une application de
la régle 5.

4. Non. Pour que (b)* soit une expression réguliére, il faudrait que (b) en soit une.
Or, il n’y a aucune régle qui permet de générer (b) a partir de 1’expression b.

5. Non. Les parenthéses sont mal équilibrées.

6. Non. Il manque les parenthéses externes. L’expression ((aUb)* ob), elle, est une
expression réguliére.

Exercice 1.119, page 100. En utilisant la définition 1.117, dites quel est le langage
représenté par les expressions réguliéres suivantes. Donnez les étapes menant a cette
description du langage (comme il est fait & ’exemple 1.118). Simplifiez la description
du langage autant que possible.

1. (ao(aUb))
2. ((aoca)*U(bUb)*)

Solution. Les clauses mentionnées dans la solution sont celles de la définition 1.117.

1. L((ao(aUb)))

- ( Clause 4. )
L(a) o L((a U D))

— ( Clause 3. )
L(a) o (L(a) U L(b))

= ( Clause 2. )
{a} o ({a} U {b})

— ( Définition de 'union de langages. )
{a} o {a,b}

— ( Définition de la concaténation de langages. )
{aa, ab}.

2. L{((aoa)*U(bUb)*))

— ( Clause 3. )
L((aoa)*)UL((bUb)*)

= ( Clause 5. )

(L((aoa)))* U (L((bUD)))"
= ( Clauses 3 et 4. )
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(L(a) o L(a))* U (L(b) U L(b))*
= ( Clause 2. )

({a} o {a})" U ({b} U{b})"

= ( Définition de la concaténation et de 'union. )

{aa}™ U {b}"

Nous pourrions aussi continuer pour obtenir {a** : n. € N} U {b" : n € N}.

Exercice 1.120, page 100. Pour chacun des langages suivants, donnez une expres-
sion réguliére qui le représente.

1. {a’ba*: j,k € N}
2. {w":neNA(w=abVw=ba)}

Solution. Voici quelques réponses possibles. Toutes ces expressions représentent le
bon langage, comme on peut le vérifier en appliquant la définition 1.117.
1. ((aoa*)ob)o(aoa))
ao (a*o(bo (aoa*))))
((aoa*)ob)oa)oa*)

b)*U (boa))

2. ((ao
boa)*U (aob)*)

(
((
((
((bo

Théoréme 1.122, page 100. (Partie 1)

Voici une preuve plus détaillée et meilleure que celle des notes. C’est une preuve
par induction sur le nombre d’opérateurs de ’expression réguliére considérée (les
opérateurs sont les symboles U, o, *).

Il faut montrer que si un langage est représentable par une expression réguliére,
alors c’est un langage régulier. Puisqu’une expression réguliére contient un nombre
fini d’opérateurs (0 ou plus), ceci revient a montrer que pour tout n € N, toute
expression réguliére contenant au plus n opérateurs représente un langage régulier.

Soit P(n) le prédicat

toute expression réguliére contenant au plus n opérateurs représente un
langage régulier.
Il faut montrer qu’il est vrai pour tout n € N.
e Base d’induction : n = 0. Ce cas correspond aux expressions réguliéres qui n’ont
aucun opérateur. Il y a deux sous-cas (selon la définition 1.115) :
— L’expression réguliére est ¢ : Par la définition 1.117, L(g) = @, qui est un
langage régulier, car il existe un automate fini qui le reconnait.
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— L’expression réguliére est x, ot € X : Par la définition 1.117, L(z) = {z},
qui est un langage régulier, car il existe un automate fini qui le reconnait.

e Etape d’induction. Il faut montrer P(k) = P(k + 1), pour tout k¥ € N. Sup-
posons donc que les expressions réguliéres contenant au plus k opérateurs re-
présentent un langage régulier (hypothése d’induction). Il faut montrer que les
expressions réguliéres contenant au plus k£ + 1 opérateurs représentent un lan-
gage régulier. Il y a trois sous-cas :

— L’expression réguliére a la forme (p U q) et contient k + 1 opérateurs :

(pU q) contient k + 1 opérateurs
= ( U est un opérateur. )

p et ¢ contiennent au plus k& opérateurs chacunes
= ( Hypothése d’induction. )

L(p) et L(q) sont des langages réguliers
= ( Théoréme 1.99. )

L(p) U L(q) est un langage régulier
= ( Par la définition 1.117, L(p) U L(q) = L((pU q)). )
L((pU q)) est un langage régulier
— L’expression réguliére a la forme (pogq) et contient k+ 1 opérateurs : la preuve
est similaire a celle qui précéde.

— L’expression réguliére a la forme p* et contient k + 1 opérateurs : la preuve
est similaire & celle des deux cas précédents. Donnons-la quand méme.

p* contient k + 1 opérateurs

= ( * est un opérateur. )

p contient k£ opérateurs
= ( Hypothése d’induction. )

L(p) est un langage régulier
= ( Théoréme 1.112. )

(L(p))* est un langage régulier
= ( Par la définition 1.117, (L(p))* = L(p*). )

L(p*) est un langage régulier

Exercice 1.124, page 106. Donnez une expression réguliére qui représente le lan-
gage accepté par 'automate M suivant.
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Solution. Procédons selon la méthode décrite dans la partie 2 du théoréme 1.122.
Nous remarquons qu’il serait possible de supprimer 1’état 5 sans changer le langage
accepté par 'automate ; ceci simplifierait la démarche subséquente. Nous appliquerons
plutot la méthode du théoréme strictement, et la suppression se fera en temps et lieu.
e Cas 2 (du théoréme) : Puisqu’il y a trois états finaux, il faut faire trois copies

de I'automate :

e Cas 3b(iii) : Les automates ont un seul état final. Il y a au plus un arc dans
chaque direction pour chaque paire d’états. L’état 5 n’est pas initial, ni final;
comme il n’y a aucune paire (arc entrant, arc sortant) de ’état 5, on peut le
supprimer.
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Traitons M; et My en paralléle, car ils se ressemblent.
e Cas 3b(iii) : L’état 4 des deux automates n’est ni initial, ni final ; comme il n’y
a aucune paire (arc entrant, arc sortant) de I’état 4, on peut le supprimer.

e Cas 3b(iii) : L’état 3 de M; et I’état 2 de M, ne sont pas initiaux, ni finaux;
comme il n’y a aucune paire (arc entrant, arc sortant) de ces états, on peut les
supprimer.
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e Cas 3b(ii) : Il y a deux états, I'un initial, 'autre final.
er; = (aod¥) ery = (bod¥)
Continuons le traitement de Msj.
e Cas 3b(iii) : L’état 2 de M3 n’est pas initial, ni final; il faut tenir compte de
toutes les paires (arc entrant, arc sortant) de cet état avant de le supprimer (il
n’y a qu’une telle paire). L’état 3 est ensuite supprimé de maniére similaire.

e Cas 3a : Un seul état final, deux transitions de 1’état 1 vers 1’état 4.
M;

aod*)oa bod*)ob
@ ((( Joa)U ((bod")ob)) @

e Cas 3b(ii) : er3 = (((aod*)oa) U ((bod*)ob))
En regroupant les résultats, on a

= ((ery Uery) Uers)
= (((aod*)U(bod*))U(((aod*)oa)U((bod*)ob))).

Exercice 2.3, page 113. Que fait 'automate de I’exemple 2.2 en passant
1. de I’état 2 a ’état 27
2. de l'état 3 a I'état 37
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3. de 'état 3 4 ’état 47

Solution.
1. Lecture d’'un a, empilement d’un a.
2. Lecture d’un b, dépilement d’un a.
3. Dépilement d’un #.

Exercice 2.6, page 115. Soit le diagramme de transitions d’un automate a pile :
0,X;0 1,0; A

1. Quelle est la définition formelle de cet automate (c’est-a-dire quels sont ses
paramétres S, X, ', T, 1, F)?

2. Donnez la suite des configurations lorsque la séquence d’entrée est
(a) 0011
(b) 011
(c) 001

3. Quel langage accepte-t-il ?

Solution.
1. $=1{1,2} T =1{(1,0,X1,0),(1,1,0;2,1),(2,1,0; 2, \) }
»={0,1} =1
I'={0} F={2}
Les valeurs données pour X et I' sont les valeurs minimales. Ces alphabets
pourraient contenir d’autres symboles en plus de ceux qui sont donnés.

2. (a) état ruban pile
1 0011
1 0011 0
1 0011 00
2 0011 0
2 0011_

La séquence est acceptée, parce qu’elle est toute lue et que 1’état atteint
(2) est final.
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(b) état ruban pile
1 011
1 011 0
2 011

La séquence est rejetée. En effet, I’entrée n’est pas toute lue et il n’y a plus
de transition possible; de plus, il n’y a pas d’autre exécution que celle-1a.

(c) état ruban pile
1 001
1 001 0
1 001 00
2 001_ 0

La séquence est acceptée (méme si la pile n’est pas vide) car I’état atteint
(2) est final et la séquence est toute lue.

3. Le langage accepté est {0™1" : m,n € NT Am > n}. Il est facile de montrer
que ce langage n’est pas régulier. Remarquons qu’on a bien NT et non N car,
pour passer de I'état 1 & I’état 2, il faut dépiler un 0 en lisant un 1, et pour
qu’il y un 0 a dépiler, il faut en avoir lu un.

Exercice 2.9, page 118. Voici le diagramme de transitions d’un automate a pile.

a, \;a

b,a; A

Transformez cet automate pour qu’il accepte le méme langage en vidant toujours sa
pile lorsqu’il accepte.

Solution. Nous considérons que I' est le plus petit alphabet compatible avec le
diagramme de transitions, ce qui donne I' = {a}. Donnons 4 I'unique état 1’étiquette 1,
afin de pouvoir y référer dans les exemples d’exécution qui sont donnés ci-dessous.
Appliquons I’algorithme décrit dans le théoréme 2.8.

1. Ajouter un nouvel état initial /' et une transition (J/, A\, A;e,#), o # ¢ T.
Prenons +/ = 0. Comme # ¢ I', nous pouvons garder ce symbole (sinon il
faudrait en prendre un autre).

a,\;a

@ M # ‘®

b, a; A\
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2. Ensuite, ajouter un nouvel état p. Puis, pour tous les s € F, ajouter une
transition (s, A\, A; p, ). Prenons p = 2. Comme 1 est le seul état final, il n’y a

qu’une transition a ajouter.
a,\;a

@ M # ‘@ A A A ‘@
b,a; A
3. Pour tout z € I', ajouter les transitions (p, A, z;p, A). Comme I' ne contient

que le symbole a, il n’y a qu’une transition a ajouter. Si nous avions choisi un
alphabet I' plus grand, il y aurait d’autres transitions & ajouter.

a,\;a A a; A
@ M # /é) AN A é}

4. Ajouter un nouvel état ¢ qui devient le seul état final, ainsi qu’une transition
(p, A, #;q, ). Prenons ¢ = 3.

a,\;a A a; A
@ AN FH# ‘@ A A ‘@@ A A ‘@
b,a; A

Nous avons choisi de remplacer i/, p et ¢ par 0,2 et 3, respectivement, afin d’illus-
trer cette possibilité. Pour cet automate, nous aurions aussi pu utiliser les étiquettes
/', p et g, car elles ne sont pas employées dans I’automate donné.

Voici comment la séquence aab est acceptée par 'automate donné (configurations
de gauche) et par 'automate construit (configurations de droite).

état ruban pile état ruban pile

1 aab 0 aab

1 aab a 1 aab #

1 aab aq 1 aab #a

1 aab_ a 1 aab #aa
1 aab_ #a
2 aab_ #a
2 aab_ #
3 aab_

Exercice 2.11, page 119. Construisez un automate a pile acceptant le langage

{0™1™0™ : m,n € N}.
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Solution.
0,\;a 1, 0,a; A

@ AN # ‘éD A A ‘é) A A ‘éD A7 A ‘@

Nous avons choisi S = {A,B,C,D,E} et I' = {a,#}, mais d’autres choix sont
possibles, comme S = {0,1,2,3,4} et I' = {0, Z}. L’état A pourrait étre final, afin
d’accepter A\, mais A est aussi acceptée par I’automate ci-dessus.

En plus de fournir la solution au probléme, montrons que la séquence 0 est rejetée.
Voici les deux seules exécutions possibles ; elles ménent toutes deux au rejet de 0. Dans
le cas de 'exécution présentée a gauche, il n’est pas possible de passer a 1’état final
E, car il n’est pas possible de dépiler #. Dans le cas de 1’exécution de droite, la
séquence n’est pas toute lue. Comme toutes les exécutions possibles ménent au rejet
de la séquence 0, 0 est rejetée.

état ruban pile état ruban pile
A 0 A 0
B 0 # B 0 #
B 0_ #a C 0 #
C 0_ #a D 0 #
D 0_ #a E 0

Il est facile de vérifier que les séquences 0011100 et 0000, par exemple, sont ac-
ceptées.

Exercice 2.15, page 121. Décrivez par une expression ensembliste le langage généré
par la grammaire de ’exemple 2.14.

Solution. La premiére production appliquée doit étre S — zM N z. Le développement
de M avec les productions M — z et M — aMa donne

M=z et M=aMa=...=a"za™.

On obtient donc des séquences de la forme a™za™, avec m € N. De méme, le déve-
loppement de N avec les productions N — z et N — b/Nb donne

N =z et N =bNb=...=b"2b".
Ceci donne des séquences de la forme b"zb"™, avec n € N. On a donc

L(G) ={za™za™b"2b"z : m,n € N}.
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Exercice 2.20, page 122. Soit la grammaire G = ({S}, {+,—,*,/, (,),a}, S, R) ot
R est ’ensemble des régles suivantes :

S—-S+S S—Sx%S S —(S)
S—S5-S S—S/S S—a

Donnez une dérivation a gauche, une dérivation a droite et ’arbre de dérivation de
la séquence a * (a + a).

Solution.
Dérivation & gauche Dérivation & droite Arbre de dérivation
S=5x%8S S=5%85 S

=ax$S = Sx(9)

= ax* (9) = Sx*(S+59)

= ax(S+59) = S*(S+a) S * S

= ax*(a+95) = Sx*(a+a)

= ax*(a+a) = ax(a+a)

Exercice 2.22, page 123.
Montrez que la grammaire G ci-dessous est ambigué en produisant la séquence

si condition alors si condition alors instruction sinon instruction
par des dérivations dont les arbres sont différents.

G = ({S}, {condition, si, alors, sinon, instruction}, S, R),
ol R est ’ensemble des régles suivantes.

(1) S — si condition alors S
(2) S — si condition alors S sinon S
(3) S — instruction

Quel est le résultat du programme suivant, selon I’arbre de dérivation utilisé pour
analyser I'instruction conditionnelle ?
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z:=1;siz>bHalorssiz<10alorsz:=z+1sinonz:=2—1

Solution.
e Dérivation 1

S
= ( Regle 1)
si condition alors S
= ( Regle 2)
si condition alors si condition alors S sinon S
= ( Regle 3)
si condition alors si condition alors instruction sinon S
= ( Regle 3 )

si condition alors si condition alors instruction sinon instruction
Voici ’arbre de dérivation correspondant, auquel on a ajouté les conditions et
les (sous-)instructions de l'instruction & évaluer.

S
si  condition alors S
(z > 5)
Si condition alors S sinon S
(z < 10)
instruction instruction
(z:=x+1) (x:=x2-1)

Le résultat de I'instruction & évaluer est x = 1.
e Dérivation 2

S
= ( Regle 2)
si condition alors S sinon S
= { Régle 1)
si condition alors si condition alors S sinon S
= ( Regle 3)
si condition alors si condition alors instruction sinon S
= ( Regle 3)
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si condition alors si condition alors instruction sinon instruction
Voici ’arbre de dérivation correspondant, auquel on a ajouté les conditions et
les (sous-)instructions de l'instruction a évaluer.

%SN
si condition alors S sinon S
(z > 5)
si  condition alors S instruction
(z < 10) (z:=x-1)
instruction
(x:=2+1)

Le résultat de I'instruction a évaluer est z = 0.

Afin de lever 'ambiguité, certains langages se donnent des régles non contex-
tuelles. Par exemple, en COBOL, le “sinon” est associé au “alors” le plus rapproché.
Quelle que soit la régle, il est toujours possible de forcer le choix désiré au moyen
d’une paire “début, fin”. C’est ainsi que l'instruction

six > 5 alors début si x < 10 alors z :=xz +1sinonz : =z —1 fin

permet d’obtenir le résultat correspondant au premier arbre de dérivation alors que
I'instruction

siz > 5 alors début siz <10 alorsz:=xz +1finsinonz =2 — 1

meéne au résultat correspondant au deuxiéme arbre.

Exercice 2.24, page 124. Construisez une grammaire non contextuelle qui génére
le langage {a™b"c™ :m € NAn € Nt}

Solution.

S — aSe S— B B — bB B—b

Les régles S — aSc et S — B permettent de générer les séquences de la forme

a™Bc™, ou m € N. Les deux autres régles générent les séquences de la forme b, ol
n € NT.

Exercice 2.28, page 128. Trouvez une grammaire qui génére le langage {a™b™ :
n € N}, puis utilisez la technique du théoréme 2.26 pour construire un automate a
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pile qui accepte ce langage. Donnez la suite de configurations menant & ’acceptation
de la séquence ab.

Solution. La grammaire est

S — aSh S— A

L’automate obtenu en appliquant le théoréme 2.26 est le suivant :

A, S: A

Voici finalement la suite de configurations demandée :

état ruban pile
L ab

p ab =
q ab S#
q ab aSb#
q ab Sb#
q ab b#
q ab_ #
f ab_

Comparez cet automate avec celui de ’exemple 2.2, qui accepte le méme langage.

Exercice 2.34, page 132. Soit la grammaire G suivante :

S — aSh NS
S — dNa N — A

1. Quel est le langage généré par cette grammaire ?

2. Cette grammaire ne génére pas A, bien qu’elle contienne une régle-A. Utilisez
I’algorithme présenté au théoréme 2.32 pour trouver une grammaire équivalente
sans régle-\.

Solution.
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1. 11 est plus facile de voir quel est le langage généré par la grammaire si on la

simplifie d’abord. On remarque qu’il est possible de se débarrasser des deux
régles N — S et N — )\ en substituant N, dans la régle S — dNa, par le coté
droit de ces deux régles. La résultat est la grammaire

S — aSh S — dSa S — da

On voit alors que toute séquence générée se divise en deux parties qui sont
presque des images miroir, sauf qu’un a dans la premiére partie correspond a
un b dans la deuxiéme (a cause de la régle S — aSb) et qu’un d dans la premiére
partie correspond a un @ dans la deuxiéme (a cause des deux autres régles) ; la
premiére partie se termine par un d (i cause de la régle S — da, seule régle qui
permet de terminer). Par exemple, pour la séquence aadadababb, générée par
cette grammaire, les deux parties sont aadad et ababb. Le langage généré par la
grammaire est

{vdav' : v € {a,d}* et v' est la séquence v écrite a l’envers en y
remplagant les a par des b et les d par des a}.

. En effet, la grammaire donnée ne génére pas A, puisque toute séquence débute

soit par un a (& cause de la régle S — aSb), soit par un d (a cause de la
régle S — dNa). C’est encore plus évident quand on considére la grammaire de
I'item 1, car elle ne contient pas de régle-\. Appliquons le théoréme.

(a) 11y a une seule chaine-\, soit N — A, et donc U = {N}.

(b) Seule la production S — dNa a un symbole de U a droite. En y supprimant
le symbole N, on obtient la régle S — da, qu’il faut ajouter a la grammaire.

(c) On enléve les régles-A. Le résultat final est la grammaire
S — aSb S — dNa S — da N—=S

Cette grammaire n’est pas aussi simple que celle que nous avons trouvée en
répondant a la premiére partie de la question. L’intérét du théoréme 2.32, c’est
qu’il fournit un algorithme (pour lequel on pourrait donc écrire un programme)
qui permet de faire la transformation automatiquement.

Exercice 2.37, page 135. Transformez la grammaire obtenue & I'exercice 2.34 en
grammaire sous forme normale de Chomsky.

Solution. La grammaire obtenue & ’exercice 2.34 est

S — aSh S — dNa S — da N—S

Appliquons le théoréme 2.36.
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1. Remplacer chaque symbole terminal z par un nouveau symbole non terminal
X et ajouter la regle X — z.

S — ASB S — DA A—a D —d
S — DNA N—=S B—b

2. Transformer le co6té droit des régles ayant plus de 2 symboles non terminaux.

S = AR R— SB S — DA A—=a D —=d
S — DP P—NA N—S B—b

3. Eliminer les régles ayant un seul symbole non terminal du coté droit. Il y a
une seule chaine impliquant de telles régles, soit N — S. A cause des régles
S — AR, S — DP et S — DA, il faut ajouter les régles N - AR, N —- DP
et N - DA.

S — AR N — AR R— SB A—a
S — DP N — DP P—-NA B—b
S —= DA N = DA D —d

Exercice 2.44, page 145. Montrez que le langage L = {a/b*a/b*a’bF : j,k € Nt}
n’est pas un langage non contextuel.

Solution. Le langage L est infini. Nous pouvons appliquer le corollaire 2.42. D’aprés
le corollaire, il suffit de montrer que pour toute séquence svuwt, oli v # A ou w # A,
il existe un n € N7 tel que sv™uw"t ¢ L.

Soit une séquence quelconque a?b*a’b*a?b* € L. Supposons qu’elle est décomposée
sous la forme svuwt, olt v # A ou w # A\. Comme nous ne connaissons pas s, t, u, v, w,
il faut étudier les divers cas qui peuvent se présenter.

1. Notons qu’une séquence de L contient exactement 3 sous-séquences de a sépa-
rées par des b (au moins un b, car k € NT). Si la sous-séquence v contient des
a et des b, alors v* contient 4 suites de a séparées par des b. Donc sv*uw*t & L,
car cette séquence contient plus de 3 sous-séquences de a séparées par des b.

2. De la méme maniére, si w contient & la fois des a et des b, alors sv*uw?t & L.

3. Supposons v = a' pour un certain i > 0 (c’est-a-dire que v contient seulement
des a). La situation est I'une des trois suivantes :
ea...ab...ba...ab...ba...ab...b

~~
v

e q...ab...ba ...ab...ba...ab...b
N

v

e qa...ab...ba...ab... ba ... ab...b
~~

v
c’est-a-dire que v contient des a venant d’une seule des trois séries de a. Con-
sidérons sv?uw?t. Pour que cette séquence soit une séquence de L, il faudrait



238

CHAPITRE 4. SOLUTION DE QUELQUES EXERCICES

que w contienne des a venant des deux autres séries de a, sans contenir de b (&
cause de la partie 2), ce qui est impossible, puisqu’il y a au moins un b entre
deux séries de a.

. De méme, si v = b*,7 > 0, on a sv’uw?t & L.

5. En procédant comme en 3 et 4, on voit que w ne peut contenir seulement des

a ou seulement des b.

Comme v # X ou w # A, nous avons considéré tous les cas possibles.

Exercice 2.47, page 149. Pour chacun des automates & pile qui suivent, dites
s’il est déterministe et expliquez pourquoi. Dans le cas ol un automate n’est pas
déterministe, donnez toutes les situations ol le non déterminisme se manifeste.

1. My = ({A, B}, {a,b},{b,c,d}, T1, A,{B}) ou 'ensemble de transitions 77 est

décrit par le diagramme de transitions qui suit.
a,d;c

b,d;b
WO &
A b b a, \; b
Acb b, \;c

bt ?

Solution. L’automate M; est déterministe, car il y a une et une seule transition
possible pour chaque triplet (état, symbole d’entrée, symbole de pile); cette
transition est donnée dans la table ci-dessous.

Etat Entrée Pile | Transition
A a b | (A4, )\ b A D)
A a c | (AN ¢ AD)
A a d | (4, a,d;B,c)
A b b | (AN AD)
A b ¢ | (AN ¢ AD)
A b d | (A,b,d;B,b)
B a b |(B,a,\;B,b)
B a ¢ |(B,a,\;B,b)
B a d | (B,a,\; B,b)
B b b |(BbAB,0
B b ¢ |(B,bX\;B,c)
B b d |(BbA\B,o)
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Solution. L’automate M; n’est pas déterministe, car il n’est pas totalement
défini (par exemple, il n’y a pas de transition possible lorsque I'état est A, le
symbole d’entrée a et le symbole de pile a). De plus, il est ambigu (par exemple,
les deux transitions (B, a, \; A, a), (B, A, a; C, X) sont possibles lorsque 1’état est
B, le symbole d’entrée a et le symbole de pile a). Notez qu'une seule des deux
raisons suffit.

La table suivante donne les transitions possibles pour chaque configuration.
Un simple coup d’oeil a la table permet de trouver toutes les situations otu le
non-déterminisme se manifeste (deux cas de partialité et deux cas d’ambigiiité).

Etat Entrée Pile | Transition
A a a
A a b | (A, a,b;B,a)
A b a | (A,b,XAD)
A b b | (A,b, )\ AD)
B a a | (B,a,\ A a), (B, a;C,\)
B a b |(B,a, XA, a)
B b a | (B,Aq;C,\)
B b b
C a a | (C,\ A\ B, )
C a b | (C,\ X\ B, A),(C,a,b;C,a)
C b a | (C,\ A\ B,
C b b | (C,\ )\ B,

Exercice 2.48, page 150. Soit M un automate a pile dont ’alphabet de ruban est
{a, b}, lalphabet de pile {a,#} et le diagramme de transitions

b,a; A

@ MX# o\ b @S))\,#;)\ @

a, \;al|\ A a

Donnez un automate déterministe qui accepte le méme langage. Dites quel est le
langage accepté par cet automate.

Solution. On note que ’automate n’est pas ambigu. Il suffit donc d’ajouter un état
puits pour recevoir les cas non traités.
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b,a; A
b, a; \ /:),Q A #5 A

(O

Le langage accepté par M est
L(M) = {a™*™ : m € N}.

En effet, M marque d’abord le fond de la pile par #. Ensuite, a chaque passage dans
la boucle 2-5, il lit un a et en empile deux. Pour revoir le # au fond de la pile et
passer dans I’état final 4, il doit lire un b pour chaque a empilé. Il doit donc lire
deux b pour chaque a lu. Pour passer de I’état 1 a I’état 4, il doit lire au moins un a,
puisqu’il doit en dépiler un pour passer de 2 & 3. Les séquences qui ménent de 1 & 4
ont donc la forme a™b*™, ot m € NT. Comme ’état initial est aussi final, 'automate
accepte A, d’ou le langage donné ci-dessus.

Exercice 2.49, page 150. Dessinez la partie appropriée d’un diagramme de tran-
sitions d’un automate & pile déterministe qui passe de I’état 1 a I’état 2 (en une ou
plusieurs étapes) tout en lisant un a, en empilant un c et

en dépilant un b si b est sur la pile,
en ne dépilant rien dans le cas contraire.

Si le symbole d’entrée n’est pas un a, ’automate passe de I’état 1 a I’état poubelle 3
en lisant le b. Dans I’état 2, 'automate finit de lire la séquence d’entrée, sans toucher
a la pile. Supposez que ¥ = {a,b}, I' = {a,b,c} et que la pile n’est pas vide dans
I’état 1.

Solution. Voici deux solutions possibles. Notez qu’il ne serait pas correct de rempla-
cer les transitions (1, a,a;4,a) et (1,a,c;4,¢) par (1,a, A;4, ), car 'automate serait
alors ambigu.

a,a;a
a,c;c

b, A; A

PYPIP!
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Exercice 2.51, page 155.
1. Donnez un exemple d’un langage non contextuel déterministe.

2. Donnez un exemple d’un langage non contextuel qui n’est pas un langage non
contextuel déterministe.

Solution.

1. Le langage {a"b" : n € N} est non contextuel déterministe. En effet, ce langage
est accepté par 'automate a pile déterministe suivant (pour lequel ¥ = {a, b}

et I' = {a, #}) :

@ AN #

AN

Notez que cet automate a été obtenu en rendant déterministe 'automate de
I’exemple 2.2.

2. Le langage {a"b" : n € Nt} U {a"b® : n € N*} est non contextuel mais n’est
accepté par aucun automate a pile déterministe (c’est le langage utilisé dans la
preuve du théoréme 2.50).

Exercice 2.54, page 160. Voici une grammaire G = ({S}, {a,b,c}, S, R) on R est
I’ensemble des régles qui suivent.

S — aSc S — bSe S —= A

1. Dites quel est L(G).
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2. Construisez la table LL(1) de cette grammaire.

3. Donnez les résultats imprimés par la procédure LL(1) de la page 158 lorsqu’elle
analyse les séquences suivantes au moyen de la table construite en 2. Dites si
les séquences sont acceptées ou rejetées.

(a) abce
(b) abc

Solution.

1. L(G) = {wc™ : w € {a,b}* A |lw| = n}. En effet, toute séquence du langage
peut étre divisée en deux moitiés de longueurs égales. La premiére moitié est
une séquence arbitraire de a et de b alors que la deuxiéme moitié ne contient
que des c.

2. Voici la table demandée. Le seul cas qui peut sembler étrange a premiére vue,
c’est celui de la case (S,¢); on pourrait croire qu’il s’agit d’un cas d’erreur.
Cependant, on s’apercoit vite (surtout aprés avoir examiné les exemples de
I'item 3) que c’est bien A qu’il faut mettre dans cette case; cela a pour effet
de faire disparaitre le symbole S sur la pile, afin de permettre & la procédure
LL(1) d’aller voir s’il y a un ¢ sous ce S.

a b ¢ FIN
SlaSc|bSc|A] X |

3. Les résultats pour la séquence abcc sont ceux de gauche. La séquence est accep-
tée; on voit facilement qu’elle est générée par la grammaire. La table de droite
contient les résultats pour la séquence abc qui, elle, est rejetée.

Pile Symbole A lire Pile Symbole A lire

1 S a becFIN 1 S a bcFIN
2| aSc a becFIN 2| aSc a bcFIN
3 Sc b CCFIN 3 Sc b CFIN
4| bScc b CCFIN 4| bScc b CFIN
5| Secc c CFIN 5| Scc c FIN
6 cc c CFIN 6 cc c FIN
7 c c FIN 7 c FIN

8 FIN

Exercice 3.18, page 190. Construisez une machine de Turing qui accepte

{a™"a™b" : m,n € N}.
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Solution. Voici une solution différente de celle qui a été donnée en classe. Bien que
cette derniére soit plus simple, la solution ci-dessous est quand méme intéressante et
illustre une autre technique.

Comme la solution donnée en classe, la présente solution traite séparément les cas

ou il n’y a que des a, les cas ot il n’y a que des b et les cas o il y a des a et des b.

e Les cas ou il n'y a que des a ou que des b sont traités de la méme maniére dans
les deux solutions, excepté que 'une d’elles utilise une boucle de rejet avec un
L et autre avec un R, ce qui est essentiellement la méme chose (un a, un b ou
un A pourrait aussi étre utilisé).

e Lorsqu’il y a des a et des b, il n’est pas possible d’éliminer les @ en comparant
ceux qui viennent des deux séries de a, car cela peut conduire a I’acceptation
d’une séquence qui doit étre rejetée. Par exemple, ’élimination des deux séries
de a (de longueurs égales) dans la séquence aabbbaab conduit a la séquence bbbb.
Or, celle-ci ne contient plus 'information que les deux séries de b n’avaient pas
la méme longueur initialement et que la séquence doit étre rejetée.

Pour éviter cela, la machine ci-dessous remplace les a de la deuxiéme série par
des c et les b de la deuxiéme série par des d avant de comparer les a avec les ¢

et les b avec les d.
S Jb Ja

a
R R > A @
lb lA
y !
g b SLJb I_a ;@ A A a

AL R-V5, RA

t |

C

'
ALAR e, SLRALJC
A a,b

Exercice 3.23, page 196.
Soit ¥ = {a, b} 'alphabet d’entrée et I' = {a,b, A, O} I'alphabet de ruban de la
machine M suivante. M accepte {a,b}* avec message. Utilisez la deuxiéme partie du
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théoréme 3.20 pour construire une machine de Turing M’ qui accepte par arrét et
telle que L(M') = L(M).

_,RAt_'_A,A_

A
—ROL

Solution. La chose importante & remarquer, c’est qu’il faut faire ’expansion de Ra
(regardez a la page 183) avant d’appliquer le théoréme 3.20. C’est que instruction
RA améne la téte de lecture/écriture a passer par dessus le symbole x qui marque la
fin de la séquence sur le ruban, alors qu’il faut traiter de maniére spéciale les cas ou
la téte se retrouve sur ce symbole.

Rx LA
N
A g il
e RaSR % LaL#R—— R—=—p "D et 2, 1 |
-k € =A L
AR>|<LA
-
R OLH
~#
A
. —#.pA.p 0. p
l"# -A -0 —-A et —%
_>R




Chapitre 5

Solution de quelques problémes

5.1 Chapitre 0

Probléme 1, page 11. Vrai ou faux?
(a) Un ensemble peut contenir des éléments qui sont non corrélés. Par exemple
{a, 1, Fred, New Jersey}. Vrai.
(b) STAC Bet B—A# @ alors AC B. Vrai.
(c) A= Bsi§(A) = Q(B). Vrai.

(d) Le domaine d’une relation est toujours égal a son ensemble de départ. Faux.

Probléme 2, page 11. Dites si les expressions suivantes sont vraies ou fausses.
Expliquez.
(a) {{1,2}} = {1,2}
Faux. L’ensemble {{1,2}} contient un seul élément (soit {1, 2}), alors que {1, 2}
en contient deux (1 et 2).
(b) {1,2} € {{1,2}}
Faux. Les éléments de {1,2} (c’est-ad-dire 1 et 2) ne sont pas éléments de
{{1,2}}, dont le seul élément est {1,2}.

(c) {1,2} € {{1,2}}
Vrai. L’ensemble {1,2} est un élément de I’ensemble {{1,2}}; c’est d’ailleurs
son seul élément.

(d) {1,2} eN
Faux. L’ensemble {1,2} n’est pas un élément de I’ensemble N, car ce dernier
ne contient que des nombres.

245
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(e) ©¢{1,2}
Vrai. L’ensemble vide n’est pas un élément de 1’ensemble {1,2}, qui a comme
seuls éléments 1 et 2.

(f) {17 2} g {a’ b’ 1’ 2’ 3}
Vrai. Tous les éléments de {1,2} sont des éléments de {a,b,1,2,3}.

(g) {1,2} £ {1,a,b}
Vrai. L’élément 2 de {1, 2} n’est pas un élément de {1, a,b}.

(h) {neN:ImeN:n=m?}={neN:3m e N:m=n?}
Faux. L’ensemble de gauche est I’ensemble des carrés. L’ensemble de droite est
I’ensemble des nombres naturels IN.

(i) {neN:3dm e N:n =1+ m modulo 2} C {1,2}
Vrai. L’opérateur modulo est un opérateur multiplicatif et il a précédence sur
I'addition. L’expression 1 + m modulo 2 se lit donc comme 1 + (m modulo 2).
Cette expression ne peut prendre que deux valeurs, soit 1 et 2.

Probléme 3, page 12. Dites si chacun des ensembles suivants est un ensemble
puissance d’un ensemble ? Si oui, quel est-il 7

(a) O Non.

(b) {9,{a}} Oui, {a}.

(c) {9,{a},{D,a}} Non.

(d) {9,{a},{b},{a,b}} Oui, {a, b}.

L’exercice 0.57 permet de répondre facilement pour le premier et le troisiéme cas.
En effet, cet exercice montre que le nombre d’éléments de ’ensemble puissance d’un
ensemble fini S est une puissance de 2.

Probléme 4, page 12. Soit A C U. Complétez le tableau qui suit résumant les
propriétés des opérations sur les ensembles :
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Propriété Nom
AU =A Elément neutre
AnNU=A
AU =U Elément absorbant
AN =0
AUA=A Idempotence
ANA=A
@ =A Involution
AUB=BUA Commutativité
ANB=BNA
AU(BUC)=(AUB)UC Associativité
AN(BNnC)=(AnB)nC
AN(BUC)=(ANB)U(ANC) | Distributivité
AU(BNC)=(AUB)N(AUC)
AUB=ANB Lois de De Morgan
ANB=AUB

Probléme 5, page 13. Soit A = {1,2,3}. Calculez AN (A).
Solution. AN (A4) = {1,2,3} n{9D,{1},{2},{3},{1,2},{1,3},{2,3},{1,2,3}} =

Q.

Probléme 6, page 13. Quel est NN (O(N)?

247

Solution. NN ((N) = @. En effet, les éléments de N sont des entiers naturels, alors
que ceux de J(N) sont des ensembles d’entiers naturels. L’ensemble N et ’ensemble
§(IN) n’ont donc aucun élément en commun.

Probléme 7, page 13. Calculez les expressions suivantes.

o {@.a} x {1,2} x {i,j}
e {a, b}

Solution.
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o {D,a} x{1,2} x {1,7} ={(D,1,9), (9,1,), (9,2,4), (,2,),
(a,1,9), (a,1,7), (a,2,1), (a,2,7)}
e {a,0}® = {a,b} x {a,b} x {a,b} = {(a,a,a), (a,a,b), (a,b,a), (a,b,b),
(b,a,a), (b,a,b), (b,b,a), (b,b,b)

Probléme 8, page 13. Dites si chacune des relations suivantes est une fonction.
Dans I'affirmative, dites aussi les propriétés que la fonction posséde (injectivité, sur-
jectivité, bijectivité).

A R B c S B c T D
Gy
a3— /=
a/2_ S
a1
C U E
4
NE
L
1
G X H c Y D c A E
4
(] = .
-2

Solution. R est une fonction surjective,

S n’est pas une fonction, car elle n’est pas totale (3 n’est pas dans son domaine),
T est une fonction,

U est une fonction injective,

V n’est pas une fonction (f est a l'origine de deux arcs),

W est une fonction surjective,

X est une fonction injective,

Y est une fonction bijective,

Z est une fonction injective.
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Probléme 1, page 21. Transformez en implications les propositions suivantes.

(a) Si latmosphére était composée de 100% d’oxygéne alors elle serait irrespirable
pour beaucoup d’organismes.

(b) SSANB=0QetsiCC Balors ANC = 0.

Solution.

(a) atmosphére composée de 100% d’oxygéne = atmosphére irrespirable pour
beaucoup d’organismes.
La principale remarque a faire ici, c’est que la transformation d’une phrase de la
forme < si A alors B » n’est pas <si A = B >. En effet, le symbole d’implication
= se lit <implique >, ou encore <si ...alors ...> (et contient donc le <si>).
On peut aussi remarquer qu’a cause de I'absence du < si>, la phrase
Patmosphére était composée de 100% d’oxygéne = elle serait irres-
pirable pour beaucoup d’organismes
est trés laide et ne rend pas bien 'idée. Finalement, le pronom personnel < elle >
a été remplacé par le nom qu’il désigne.
(b)) ANB=O AN CCB = AnC=0.

Probléme 2, page 21. Soient A, B et C' des ensembles quelconques. Montrez par
contradiction que si AN B =0 et C C B, alors ANC = Q.

Solution. Voici tout d’abord trois solutions possibles. Ensuite, nous discuterons
d’autres maniéres de poser le probléme et de présenter sa solution.

Il s’agit de montrer que =P = faux, ou P est la proposition : si AN B = O et
C CB,alors ANC = Q.

- (siANB=Q et C C B,alors ANC = Q)

& ( Reformulation sous forme d’implication. )
“(ANB=OANCCB)=ANC=0)

& ( Par 0.49. )
ANB=OANCCBANANC#Q

= (CCB=ANCCANB)
ANB=ONANCCANBANANC#0O

= (ANCCANBAANB=0=ANC=0)
ANC=0ONANC #0

& ( Contradiction. )

faux.
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Voici une autre preuve.

“(siANB=0Q et C C B,alors ANC = Q)

& ( Reformulation sous forme d’implication. )
“(ANB=OANCCB)=ANC=0)

& ( Par 0.49. )
ANB=OANCCBAANC#0Q

= ( Puisque ANC # @, il existe un élément x qui appartient a la fois

aAdetaC.)

ANB=OANCCBA(Fz:z€ ANz e ()

= ( Puisque C' C B, tout élément de C est élément de B. )
ANB=OA(Fz:z€ ANz € B)

= (Puisquez € Aetx € Bona ANB#Q.)
ANB=OANANB#Q

& ( Contradiction. )
faux.

Finalement, voici une derniére preuve, basée sur les définitions des opérations en-
semblistes. Il faut une bonne connaissance des lois des quantificateurs pour travailler
a ce niveau.

~(siANB=0Q et C C B,alors ANC = Q)

& ( Reformulation sous forme d’implication. )
“(ANB=OANCCB)=ANC=0)
& ( Par 0.49. )
ANB=OANCCBAANC#0Q
= ( Définition de N et C. )
“(Fr:ze ANz eB)ANVy:yeC=yeB)A(Fx:2€ ANz ()
& ( z non libre dans (Vy:y € C =y € B). )
“(Fr:ze ANz eB)A(Fz:(Vy:yeC=yeB)Azec ANz e ()
= (reCANMy:yeC=>yeB)=z€B.)
~(Fx:x€ ANz e B)AN(Fx:z € ANz € B)
& ( Contradiction. )

faux.
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Voici maintenant quelques commentaires sur la maniére de poser le probléme et
de présenter sa solution.

L’énoncé du probléme est le suivant : Soient A, B et C des ensembles quelconques.
Montrez par contradiction que si AN B =0 et C C B, alors ANC = Q.

Il y a plusieurs maniéres de traduire un tel énoncé sous forme mathématique. Tout
d’abord, il faut décider quelles sont les hypothéses globales, c’est-a-dire celles qu’on
ne traine pas dans la formule qui est transformée dans la dérivation. Dans le cas des
trois solutions précédentes, ’hypothése globale est que A, B, C' sont des ensembles.
En fait, on omet souvent d’indiquer explicitement de semblables hypothéses dans la
formalisation, car le fait qu’on applique les opérations ensemblistes & A, B, C nous les
rappelle constamment. La formule & manipuler, qui correspond & 1’énoncé, est alors
(ANB=OANCC B)= ANC = O (les parenthéses pourraient étre supprimées, a
cause des régles de précédence des opérateurs logiques ; c’est ce qui sera fait par la
suite). Nous pourrions aussi tout inclure dans la formule, qui deviendrait alors

VA, B,C ensembles: ANB=OANCCB=ANC =0Q.

La dérivation se poursuivrait comme dans la solution donnée. Les formules sont tout
simplement un peu plus longues. Une autre traduction possible est

VA, B,C: A B,C ensembles = (ANB=OACCB=ANC =0Q),
ou encore
A,B,C ensembles = (ANB=OANCCB=ANC =0),
la quantification universelle étant implicite. En utilisant la loi
p=@=r)e@rg=r),

que vous pouvez vérifier au moyen d’une table de vérité, cette derniére formulation
devient

A,B,C ensembless \ANB=OANCCB=ANC=0. (5.1)
Par contre, ceci est incorrect :
A,B,C ensembles \ (ANB=0OANCCB=ANC =0),

car il n’est pas vrai que tout A (par exemple) soit un ensemble. Il est aussi possible
de considérer que les hypotheéses globables sont

A, B, C sont des ensembles, ANB=0 et C C B

(les prémisses de I'implication dans la formulation 5.1 deviennent des hypothéses
globales). Il faut alors montrer A N C = . Cela peut étre fait en procédant par
contradiction :
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—(ANC =0)

& ( Définition de #. )
ANC #0Q

= ( Hypothése C C B. )
ANB#Q

= ( Hypothése ANB =0. )

faux.

Remarquez comment la formule d’une ligne donnée découle des hypotheéses globales
et de la ligne précédente.
Voici maintenant un exemple de dérivation incorrecte :

ANB=0OANCCB

= (ParlaloipAg=p.)
ANB=0

= (ParlaloipAg=gq.)
C C B.

La derniére ligne découle de la premiére, mais il est incorrect d’utiliser une ligne qui
n’est pas la ligne précédente. C’est que la dérivation précédente est équivalente a

ANB=0O ANCCB = ANB=0
et
ANB=0 = CCB.

Or cette derniére implication est fausse.

Probléme 3, page 21. Montrez par induction que si x # y, alors 2" — y™ est
divisible par z — y, pour tout n dans N*.

Solution. Nous voulons montrer que si x # y, alors
Vn € Nt : 2™ — y™ est divisible par z — ¥.

Le prédicat d’induction P(n) est
" — y" est divisible par z — y.

On remarque qu’il y a un probléme lorsque x = y, puisqu’alors le prédicat d’induction
est équivalent & <0 est divisible par 0>. On peut décider d’exclure ce cas (ce que
nous faisons ici, puisque I’énoncé précise que x # y), ou bien décider que 0/0 = 1.
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e Base d’induction : n = 1 (c’est le plus petit élément de N*). Puisque
1.1
r—-Yy =Y,
et que = — y est divisible par  — y, on voit que ! — y! est divisible par z — v.
e Etape d’induction : Montrons que pour tout k € N, P(k) = P(k +1).

P(k)
& ( Définition de P. )
x* — y* est divisible par z — y
= { Donc z(x* — y¥) est divisible par x — ¥ ; mais y*(x —y) Dest
aussi. )
z(zF — yF) + y*(z — y) est divisible par z — y
& ( Lois des polynomes : z(z* — y*) + v*(z — y) = 2*+1 — y*+L
)
okl — yk+1 est divisible par z — y
& ( Définition de P. )
P(k+1).

Une autre maniére de démontrer P(k) = P(k + 1) est la suivante.
Supposons que P(k) est vrai (hypothése d’induction), c’est-a-dire que
z* — y* est divisible par z — v.
Montrons que cela entraine la vérité de P(k + 1), qui est
aktl — yF+1 est divisible par z — v.
D’aprés les lois des polynomes,
xk—l—l _ ylc—l—l — :U(:vk _ ylc) + yk(x _ y).
Le terme x(z* — y¥) est divisible par x — y, a cause de I’hypothése d’induction.
Le terme y"(z — y) est trivialement divisible par  — y. La somme de ces deux
termes, c’est-a-dire zF*! — y**! est donc divisible par z — y.

Remarquons que c’est une erreur de dire que <z™ — y" divisible par x — y > est
équivalent & <z™ — y" = k(x — y), ou k est un entier . Il n’y a rien dans ’énoncé
qui indique que x et y sont des variables entiéres. Il faut donc considérer ™, y™ et k
comme des polyndmes. Méme si I’énoncé indiquait que les polynémes s’évaluent sur les
entiers, la formulation <« 2" —y™ = k(x—y), o k est un entier > est incorrecte. En effet,
ona?2?—12=3x(2—1),dou k = 3, maison a aussi 3*—1? =4x (3—1), d’on k = 4,
ce qui est contradictoire. La formulation correcte est « 3k € Z : 2" —y" = k(z —y) ».

Voici quelques commentaires sur ce probléme.

e Comme chacun le sait, % est le résultat de la division de =™ — y™ par = — ¥.
Comme la solution du probléme le montre, ce résultat est un polynéme. Il est
donc incorrect d’écrire P(n) = xZ:Zn, puisqu’un prédicat ne peut étre égal a un
polynéme. Par contre, on peut écrire P(n) < (x —y)|(z™ — y™), car la notation
a|b signifie que a divise b.
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e [l est incorrect de définir P par

P(n) & 2™ — y" est divisible par x — y pour tout n € N,
ou, de maniére équivalente, par

P(n) & (Vn e N1 : 2" — y" est divisible par z — ).
D’une part, (Vn € NT : 2™ — y" est divisible par = — y) est la proposition &
démontrer. D’autre part, le quantificateur universel lie la variable n, qui de-
vient locale a la formule quantifiée (c’est exactement comme une déclaration de
variable locale dans un langage de programmation). La variable globale n dans
< P(n)> ne référe donc plus 4 la variable n qui est quantifiée.

e Dans ce probléme, on demande de montrer que si x # y, alors

Vn € NT : " — y" est divisible par z — .
Etant donné que

2" —y" divisible par x —y & (J¢: 2" —y" = q(x — y)),
on peut donner une autre démonstration en utilisant le prédicat d’induction
P(n) suivant :

(Fg:a" —y" =q(z —y)).
On remarque qu’avec cette formulation, il n’y a plus de probléme lorsque = = y.
C’est la raison pour laquelle cette hypothése ne sera pas utilisée dans ce qui
suit.
— Base d’induction : n = 1 (c’est le plus petit élément de N).

P(1)
& ( Définition de P. )
(Gg:z' —y' =q(z - y))

= ( Remarquez le sens de I'implication : elle pointe vers P(1),
qu’on veut prouver. )

oy =1 —y)

& vrai
— Etape d’induction : Montrons que pour tout &k € N, P(k) = P(k +1).

P(k)

& ( Définition de P. )
(Fg:2* —y* = q(z —y))

= ( Multiplication des deux cotés de 1’égalité par z. )
(3q : z(z* —y*) = zq(z —y))

& ( Ajout d’un méme terme de chaque coté de I'égalité. )
(Fg: 2(a* = y*) + (@ — y)y* = zq(z — y) + (= — y)y*)

& ( Un peu d’algebre. )

(3q : 2"t — "t = (g + ) (z — y))
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= (Fr: 2! -yt =r(z —y))
& ( Définition de P. )
P(k+1)

Probléme 4, page 21. Montrez par induction que si x est un nombre non négatif,
alors (1 + )" — 1 > nx pour tout n dans N.

Solution. Appelons P(n) le prédicat (1+x)™ — 1 > nz. Il faut montrer qu’il est vrai
pour tout n € N.
e Base d’induction : n = 0 (c’est le plus petit élément de IN). Le prédicat P(0)
est vrai, car
(1+2)°-1=1-1=0> 0x.
e Etape d’induction. Il faut montrer que P(k) = P(k -+ 1), quel que soit k.

P(k)

& ( Définition de P(k). )
1+2)f—-1>kz

= ( Multiplication a gauche par (1 + z), qui est > 1. )
1+2)[(1+2)*—1] > kx

& ( Distributivité de x sur — et définition de puissance. )
(1+a)f —(1+2) > ka

& ( Transfert du x de gauche a droite. )
Q+z)ft—1>(k+ 1)z

& ( Définition de P(k +1). )
P(k+1).

Une autre fagon de faire I’étape d’induction est la suivante. Prenons P(k)
comme hypothése d’induction ; i.e., supposons que (1+z)¥ —1 > kx soit vrai. Il
faut montrer qu’alors P(k+ 1) est vrai, c’est-a-dire que (1+z)¥ —1 > (k+1)z
(c’est tout simplement une autre fagon de prouver P(k) = P(k + 1)).

(1 + x)k—i—l -1

= 1+2)1+z)F -1

— ( Distributivité. )
z(l+z)f+ (1 +2)F -1

> ( Par I’hypothése d’induction. )
z(1+ z)* + kzx
> { Puisque z est non négatif, (1+z)F >1.)
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T+ kzx
= (k+ 1.
A cause de la transitivité de >, cette preuve montre que P(k + 1) est vrai.

Probléme 5, page 21. Montrez par induction que n! > 2", pour tout n > 4.

Solution. Soit P(n) le prédicat défini par P(n) < n! > 2". Il faut montrer qu'il est
vrai pour tout n > 4.
e Base d’induction : n = 4. Le prédicat P(4) est vrai, car
4 = 1x2x3x4 =24 > 16 = 2*.
e Etape d’induction. Il faut montrer P(k) = P(k + 1), pour tout k > 4.

P(k)

& ( Définition de P. )
k! > 2k

= (k+1> 2, puisque k > 4. )
Kl(k+1)>2x2k

& ( Définition de factorielle et de puissance. )
(k+1)! > 2k+1

& ( Définition de P. )
P(k+1).

L’étape d’induction peut aussi se démontrer de la maniére suivante. Prenons
P(k) comme hypothése d’induction, c’est-a-dire supposons k! > 2%. Il faut
montrer P(k+ 1), c’est-a-dire (k+1)! > 25! (c’est une autre fagon de prouver
P(k) = P(k+1)).
(k+1)!
= ( Définition de factorielle. )
Elk+1)
> ( Par I’hypothése d’induction, k! > 2F. )
2F(k+1)
> (Puisque k >4, onak+1>2.)
2k x 2
= ( Définition de puissance. )
2k:+1
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Probléme 1, page 30.
(a) Comparez les cardinalités des ensembles suivants et justifiez votre réponse.

P={keN:k<15A (Fje N:k=2j)}
Q={keN:k<15A (FjeN:k=3j)}

Solution. Il est facile de voir que
P ={0,2,4,6,8,10,12, 14},
Q =10,3,6,9,12}.

La maniére la plus simple de comparer les cardinalités, c’est de passer par I’in-
termédiaire des ensembles C, (notation 0.54). Bien siir, la réponse est évidente;
il s’agit ici de pratiquer l'usage des concepts sur un cas simple. On a |Cs| = |P],
car la fonction f : Cg — P définie par

f= {(07 0)’ (17 2)7 (27 4)7 (3, 6)7 (47 8)7 (57 10)7 (67 12)7 (77 14)}
est bijective. De méme, |C5| = |Q)|, car la fonction g : C5 — @) définie par

9=1{(0,0),(1,3),(2,6), (3,9), (4,12)}
est bijective. Par conséquent, en utilisant la définition 0.56, nous obtenons
Q] = |Cs| =5 < 8 =|Cs| = |PJ,
c’est-a-dire |Q| < |P|.
Au lieu d’utiliser les ensembles C,, on peut aussi remarquer que la fonction
h : () — P définie par
h ={(0,0),(3,2),(6,4),(9,6), (12,8)}
est injective, d’ou |@] < |P]. On invoque ensuite le fait qu’il n’y a pas de fonction

surjective de ) dans P ; toutefois, il est difficile de justifier trés rigoureusement
cette assertion, & moins d’énumeérer toutes les fonctions de @) dans P.

(b) Quelle est la cardinalité des ensembles suivants ? Justifiez votre réponse.
i. {a}
Solution. |{a}| = 1, car la fonction f : C; — {a} définie par f = {(0,a)}
est bijective. Par conséquent, par la définition 0.56, [{a}| = |Cy| = 1.
ii. 0
Solution. |@| = 0, car la fonction f : Cy — @ définie par f = @ est
bijective. Par conséquent, par la définition 0.56, |@| = |Cp| = 0.
(c) Soient les ensembles A = {{0,1},{a}},B = {a, 8,7} et C = {0,1,2,3,4}.
Quelle est la cardinalité des ensembles suivants ?
i. BxC
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ii. Cx B
. Ax BxC
iv. Cx 0

Solution. Le plus simple est d’utiliser la propriété |A x B| = |A| x |B| (voyez
a la page 24), en assumant |A| = 2,|B| = 3 et |C| = 5. On obtient alors les
cardinalités suivantes.

i. BxC=|B|x|C|=3x5=15

ii.CxB=|C|x|Bl=5x3=15

iii. Ax BxC=|A|x|B|x|C]|=2x3x5=30

iv. CxQ0=|C|x|0=5x0=0
Il est aussi possible de développer les produits cartésiens et de comparer les
ensembles résultants aux ensembles C,, appropriés pour obtenir leur cardinalité.

Probléme 2, page 30. Donnez un exemple de deux ensembles A et B, non vides
et disjoints, tels que
(a) |A| < |B| < |AUB|; solution: A= {0},B = {1,2},dout AUB = {0,1,2}.
(b) |A| < |B|=|AUB|; solution: A= {0},B=N" dou AUB=N.
(c) |[A|=|B|=|AUB|; solution: A={k:(3jeN:k=25)},B={k:(3j €
N:k=2j+1)},dod AUB = N. Autrement dit, A est ’ensemble des naturels
pairs et B ’ensemble des naturels impairs.

Probléme 3, page 30. Montrez que [N| = |N x N x NJ.

Solution. Tout d’abord, la partie triviale : [N| < [N x N x N|. En effet, la fonction
f:IN — N x N x N définie par

f(n) = (n’ 0, 0)

est injective, puisque j # k = f(j) # f(k).

Il reste a montrer que [N x N x N| < |N|, c’est-d-dire que N x N x N est
dénombrable.

Pour énumérer les triplets de N x N x N, on commence par énumérer ceux dont
la somme est 0 (il n’y en a qu’un : (0,0,0)), puis ceux dont la somme est 1 (ce
sont : (0,0,1),(0,1,0),(1,0,0)), ..., puis ceux dont la somme est n. Comme il y a un
nombre fini de triplets dont la somme est n, cette énumération se fait en un nombre
fini d’étapes. On peut ensuite énumérer les triplets dont la somme est n 4 1, etc. 1l
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est évident qu’avec une telle procédure, n’importe quel triplet de N x N x N est
éventuellement nommé.

Cet argument est suffisant et vous n’aviez pas a fournir une preuve plus élaborée.
Toutefois, il est aussi possible de montrer qu’il existe une fonction injective f : N x
N x N — N, par exemple la fonction f définie par

(a+b+c)la+b+c+1)(a+b+c+2) (a+b)(a+b+1)

fla,b,c) = 5 + 5 + a.

Il n’est cependant pas trés facile de trouver une telle fonction, & moins d’avoir déja vu
le truc. De plus, la preuve de I'injectivité de f est un peu longue et n’est pas incluse.

Probléme 4, page 30. En utilisant les définitions 0.62 et 0.64, dites si les ensembles
suivants sont finis, infinis, dénombrables ou non dénombrables et expliquez pourquoi.

(a) @

Solution. La seule fonction de I’ensemble ) vers I’ensemble N est la fonction
vide (@ ou {}). Elle est injective mais pas surjective. Par conséquent, par la
définition 0.58, |@| < |N|. Par la définition 0.62, 'ensemble @ est fini. Par la
définition 0.64, il est dénombrable.

(b) P={keN:(3jeN:k=2j)}

Solution. Par 'exercice 0.60(2), on a |P| = |N|. Selon la définition 0.62, I’en-
semble P est infini. Selon la définition 0.64, il est dénombrable.

Probléme 5, page 30. Donnez des exemples qui montrent que l'intersection de
deux ensembles non dénombrables peut étre :

(a) finie (un exemple);
(b) infinie, mais dénombrable (un exemple);

(c) non dénombrable (un exemple).

Solution. Ce probléme a bien siir plusieurs solutions. En voici quelques-unes. Dans
tous les cas, les deux ensembles non dénombrables sont identifiés par A et B. L’en-
semble R est ’ensemble des réels. L’ensemble Z est ’ensemble des entiers relatifs.
L’ensemble [z, y] est défini par [z,y] = {r € R:z <r < y}. Remarquez la simplicité
de la premiére réponse dans chaque catégorie.
(a) « A=), B=R, ANB=0.
o A=O{n:n e NAn est pair}),
B =@O{n:n e N An est impair}),
ANB={0},
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e A=10,1], B=[2,3], AnB = Q.

e A=p(N)UN, B=RUN, AnNB=N.

o A={(z,y):z € RAy € RAy=sinus(z)},
B={(z,y):z€e RAye RAy =0},

ANB = {(km,0):keZ}.
Les ensembles A et B contiennent des paires de réels. L’ensemble A N B
contient les points communs a 'axe des z et & la courbe sinus(z).
A=B=R, AnB=R.
e A=10,2], B=11,3], AnB=11,2].
o A=p({a,b}), B= (b, c}"), AnB = O({b}").
A est 'ensemble des langages sur 'alphabet {a, b}, B est 'ensemble des lan-
gages sur l'alphabet {b, c} et AN B est 'ensemble des langages sur ’alphabet

{b}.

Probléme 6, page 30. Montrez que si X est un ensemble non dénombrable et Y
un ensemble dénombrable, alors X — Y doit étre non dénombrable.

Solution.
e Montrons d’abord que I'union de deux ensembles dénombrables A et B est un

ensemble dénombrable. On peut le voir intuitivement de la maniére suivante. Si
on a une méthode pour énumérer les éléments de A dans 'ordre ag, a1, as, . .. et
les éléments de B dans l'ordre by, by, bs, . . ., alors on peut énumérer les éléments
de AU B dans l'ordre ag, by, aq, by, as, ba, . ..

Voici maintenant une facon plus rigoureuse de faire cette démonstration. Puis-
que A et B sont dénombrables, c’est qu’il existe deux fonctions injectives f :
A — N et g : B— N. Définissons une fonction h: AU B — N de la maniére
suivante.

| 2f(x) size A
h(x)—{29($)+1 size B—A
La fonction h est injective. En effet, soient x et y tels que x # y; montrons que
h(z) # h(y) :

—sizeAetye A onah(zx) =2f(x) #2f(y) = h(y), car f est injective;

~sizeB—Aetye B—A,onah(z)=2g9(x)+1#29(y)+1=h(y),car g
est injective ;

~siz € Aety€ B— A, on ah(zx) =2f(z) et h(y) = 29(y) + 1, i.e. h(x) est
pair et h(y) est impair; donc h(z) # h(y). Il en est de méme si x € B — A et
y € A.

Nous voulons montrer que si X est non dénombrable et Y dénombrable, alors

X — Y est non dénombrable. Faisons une preuve par contradiction.
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— (si X est non dénombrable et Y dénombrable, alors X — Y est non

dénombrable)
& ( Reformulation avec I'implication. )

—(X non dénombrable AY dénombrable = X —Y non dénombrable)

& ( Par 0.49. )
X non dénombrable AY dénombrable A X —Y dénombrable)
= ( Par la preuve ci-dessus. )
X non dénombrable A (X —Y)UY dénombrable
& ((X-Y)uY=XUY.)
X non dénombrable A X UY dénombrable
= ( A C B A B dénombrable = A dénombrable. Donc X est

dénombrable, puisque X UY est dénombrable. )
X non dénombrable A X dénombrable

& ( Contradiction. )

faux.

Probléme 7, page 30. Montrez que |[R| < |[0,1]].

Solution. Selon la définition 0.58, il faut trouver une fonction injective f : R — [0, 1].

En voici deux.
1— 1~ siz>0

_ 2(14z

o f(x)= 2(11—z)( ) siz <0
Les deux portions de f (c’est-a-dire pour z > 0 et x < 0) sont injectives. De
plus, si z < 0 et y > 0, alors f(z) > 1/2 et f(y) < 1/2, d’ou f(z) # f(y). La
fonction f est donc injective.

o f(x)=(Zarctg z) + 3
La fonction arctg = donne des valeurs comprises entre —7/2 et 7/2. La division
par m donne des valeurs entre —1/2 et 1/2. L’addition de 1/2 raméne le tout sur
I'intervalle [0, 1]. Vous pouvez vérifier intuitivement que f est injective, grace a
votre connaissance des propriétés des fonctions trigonométriques.

5.2 Chapitre 1

Probléme 1, page 40. L’ensemble vide () est-il un alphabet ?
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Solution. Non. Un alphabet ne peut étre vide (définition 1.1).

Probléme 2, page 40. Décrivez en mots ’ensemble L suivant. Dites lesquelles des
séquences données appartiennent a I’ensemble et expliquez pourquoi.

Y ={t,0}, L={(to)*™:ne N}

e ttoo
e tototo

Solution. L est ’ensemble des séquences de 0, 1 ou plusieurs toto. Aucune des
séquences données n’appartient & L. La seule séquence de longueur 4 est toto et elle
est différente de ttoo. La séquence tototo ne contient pas un nombre entier de toto.

Probléme 3, page 40. Donnez une expression ensembliste décrivant ’ensemble des
séquences sur l’alphabet {0} qui contiennent un nombre premier de 0.

Solution. Une premiére ébauche de solution est ’expression
{0 : p est un nombre premier}.

Il faut ensuite exprimer formellement que p est premier. Il faut refléter le fait qu’un
nombre premier p est supérieur a 1 (c’est plutot une convention) et que s’il a un
facteur ¢, alors ¢ = 1 ou ¢ = p. On obtient alors

{P:peNApPp>2 AN VgreN:p=gqr = q=1V q=p)}.

Probléme 4, page 40. Dites si les affirmations suivantes sont vraies ou fausses.
Expliquez votre choix.
(a) @ Z {A}.
Faux. Pour tout ensemble S, @ C S. Donc @ C {A}.
(b) A € Q.
Faux. L’ensemble () ne contient aucun élément.
(c) AC A
Faux. L’expression est mal typée : la séquence A n’est pas un ensemble et elle
ne peut étre incluse dans un autre ensemble (encore moins dans une séquence).
(d) @ ={A}.
Faux. L’ensemble () ne contient aucun élément, alors que ’ensemble {\} con-
tient I’élément .
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(e) Si L est un langage sur X, alors L € §(X*).
Vrai. Si L est un langage sur X, alors L C X* (définition 1.20), ce qui est

équivalent & L € ¢0(X*), par définition de I'ensemble puissance d’un ensemble
(définition 0.13).
(f) La chaine AaA\a est un élément du langage {a, aa, aaa}.

Vrai, car AaA\a = aa.

(g) Siun langage a pour représentation ensembliste {\, AX, AAA} alors cet ensemble
contient trois séquences de symboles.
Faux, car A = A\ = A\ et {\, A, A} = {A}.

(h) ¥* est un langage, pour tout alphabet ¥.
Vrai, car £* C ¥* (regardez la définition de langage (1.20)).

(i) Soit L un langage. Alors A € L.
Faux. Il se peut que A € L, mais pas forcément. Par exemple, le langage {a, ab}
ne contient pas A.

(j) ¥* — X* est un langage.
Vrai, car £* — ¥* = ) C ¥* (voyez la définition 1.20).

Probléme 5, page 41. Construisez I’analyseur lexical correspondant au diagramme
de transitions de I'exemple 1.32.

Solution. Construisons d’abord la table de transitions associée au diagramme.

a b FIN
112 |3| ERREUR
213 |1| ERREUR
313 |3 | ACCEPTE

Remarquons que nous avons pu le faire parce que le diagramme n’est pas ambigu
(voir définition 1.34), de sorte que chaque entrée de la table contient seulement une
valeur. Voici ’analyseur lexical.

Etat := 1;
Répéter
Lire le symbole d’entrée suivant et le mettre dans la variable SYMBOLE ;
Si SYMBOLE € {a, b, FIN}
alors Etat := table[Etat, SYMBOLE]
sinon sortir du programme ;
Si Etat — “ERREUR?” alors sortir du programme ;
jusqu’a ce que Etat = “ACCEPTE”.
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Probléme 6, page 41. Construisez un diagramme de transitions qui reconnait des
expressions arithmétiques de longueur arbitraire. Les expressions sont constituées
d’entiers positifs (sans le symbole du signe) séparés par les symboles d’addition, de
soustraction, de multiplication ou de division.

Solution. Posons C ={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} et S = {+, —, x,+}. Il n’est pas clair
a partir de la question si une expression arithmétique doit contenir au moins un entier
ou si elle peut étre vide. Cependant, notre connaissance de ce qu’est une expression
arithmétique nous incline a supposer qu’une expression ne peut étre vide. Dans ce
cas, le diagramme de transitions suivant fait ’affaire.

5@5)1

Si la question précisait qu’il y a au moins deux entiers dans une expression, une
réponse possible serait la suivante :

c

O— L O————

©

Probléme 7, page 41. A partir du diagramme précédemment construit, donnez la
table de transitions et son analyseur lexical.

Solution.
Nous utiliserons le premier diagramme. La table de transitions associée est la
suivante :

C S FIN
1| 2 | ERREUR | ERREUR
2|2 1 ACCEPTE

Nous avons pu donner cette table parce que le diagramme n’est pas ambigu (voir
définition 1.34), de sorte que chaque entrée de la table contient seulement une valeur.
Voici I'analyseur lexical.

Etat := 1;
Répéter
Lire le symbole d’entrée suivant et le mettre dans la variable SYMBOLE ;
Dans le cas ot SYMBOLE est
chiffre : Entrée := “C”;
signe : Entrée := “S”;
FIN : Entrée := “FIN”;
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Autre : sortir du programme;
Etat :=— table[ Etat, Entrée | ;
Si Etat — “ERREUR?” alors sortir du programme ;
jusqu’a ce que Etat = “ACCEPTE”.

Probléme 1, page 48. Si possible, rendez déterministe le diagramme ci-dessous.
L’alphabet est ¥ = {a, b}.

Solution. Le diagramme n’est pas ambigu. Il est donc possible de le rendre complé-
tement défini (et donc déterministe).

Probléme 1, page 61. Montrez que I’ensemble des séquences sur I’alphabet {a, b, c}
contenant un nombre impair de a, un nombre impair de b et un nombre pair de c est
un langage régulier.
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Solution. Pour montrer que ce langage est régulier, nous allons construire le dia-
gramme de transitions d’un automate fini qui le reconnait. En tout temps lors de la
lecture de la chaine d’entrée, I’automate doit connaitre la parité de a, b et c. Il doit
donc distinguer huit cas (i.e. automate peut étre dans I'un de huit états). Voici la
liste des huit cas avec les noms que nous donnerons aux états correspondants.

a b c états
pair pair pair PPP
pair pair impair ppi
pair impair pair pip
pair impair impair pii
impair pair pair ipp
impair pair impair ipi
impair impair pair iip
impair impair impair iii

Supposons (par exemple) que 'automate soit dans I’état pii. S’il lit un b, il doit passer
dans I’état ppi, puisque la parité de b change. L’état initial est ppp, car initialement
le nombre de a est pair, le nombre de b est pair et le nombre de ¢ est pair. L’état final

est iip, bien sfir.

Probléme 2, page 61. Montrez la régularité du langage sur {a, b} dont les éléments
sont exactement les séquences qui ne contiennent pas trois a consécutifs.

Solution. Ici aussi, exhibons le diagramme de transitions de I’automate reconnaissant
le langage. 11 suffit de remarquer que

1. X doit étre acceptée. L’état initial doit donc étre un état final.
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2. Si la partie qui a été lue est acceptable et qu’un b est lu, alors il suffit de
retourner dans I’état initial.

3. Si trois a consécutifs sont détectés, il suffit d’ajouter une transition vers un état
poubelle.

Probléme 3, page 61. Montrez que le langage {a" : n est premier} n’est pas
régulier.

Solution. Faisons une preuve par contradiction.

L régulier

= ( Définition 1.57. )
aM : M = (S5,%,6,,,F) AN L(M)=1L
= ( Parce que L est infini —il y a en effet une infinité de nombres

premiers, comme ’a démontré Euclide il y a plus de 2000 ans— il est
possible de trouver un nombre premier plus grand que n’importe
quel entier donné. Notez que a? € L exprime le fait que p est
premier, par définitin de L. )

M :G3peN:M=(5%,01,F) NLIM)=L AN p>|S| AN ad? €L

= ( Puisqu’il y a plus de |S| symboles a & lire, il doit y avoir une
boucle de longueur 57 > 0. Cette boucle peut étre traversée p fois
de plus. )

M :3j,pe N: M = (5,5,0,t,F) N LIM)=L AN p>|S| AN a? €L
ANj>0 A a*?l e L(M)
= ( Mais p+pj = p(j+1) n’est pas un nombre premier lorsque j > 0;
en effet, p > 1, car c’est un nombre premier (puisque a? € L), et
j+1>1, car j > 0. Par conséquent, a?*?/ & L. )
AM :3j,pe N:L(M)=L A a»™P € L(M) AN a?P*P g L
= (aP™ € L(M) AN a?P*P ¢ L = L(M)#1L)
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IM:L(M)=L A L(M)#L
& ( (g A —q) & faux et (Jz : faux) < faux. )

faux.

Voici maintenant une autre preuve, donnée dans un format plus < classique >. Elle
est tout aussi bonne que 'autre.

Procédons par contradiction et supposons que ce langage soit régulier. Par dé-
finition, cela veut dire qu’il existe un automate fini M qui le reconnait. Soit m le
nombre d’états de cet automate. On sait que I’ensemble des nombres premiers est
infini; par conséquent, il existe un nombre premier plus grand que m. Soit donc p
premier, p > m. Comme p est premier, 'automate M accepte a”. Parce que p > m, il
existe un état, disons s, dans lequel 'automate se trouve au moins deux fois lors de
la lecture de af. C’est-a-dire que M peut boucler en quittant s et en y revenant un
nombre arbitraire de fois avant de finalement quitter s vers ’état final. Soit j > 0 le
nombre de a que M doit lire pour quitter s et y revenir. En bouclant une fois de plus
(par rapport au nombre de boucles nécessaires pour accepter a?), M accepte aPa’ ;
en bouclant 2 fois de plus, il accepte a?a?, etc. En bouclant p fois de plus, il accepte
aPaP? = aP('t9), Mais p(1 + j) n’est pas un nombre premier. L’automate M accepte
donc une séquence qui n’appartient pas au langage {a" : n est premier }. Ceci est
contraire a la supposition originale que M reconnait ce langage. Il s’ensuit que la
supposition est incorrecte et que ce langage n’est pas régulier.

Probléme 4, page 61. Montrez que le langage L = {a™b"c" : n € N} n’est pas
régulier.

Solution. Procédons par contradiction.

L régulier

= ( Définition 1.57. )
AM M = (5,%,6,,,F) AN L(M) =1L
= ( Parce que L est infini, il contient des séquences arbitrairement
longues. )
AM :3k e N: M = (S,%,6,,, F) N L(M)=L A k> |S| A akb*c* € L(M)
= ( Puisqu’il y a plus de |S| symboles @ a lire, il doit y avoir une

boucle de longueur j > 0 lors de la lecture des a. Cette boucle peut
étre traversée une fois de plus. )

M :3j,ke N: M =(5,%,6,,,F) N L(M)=L A k> |S|
A a*tFeh e L(M) A j>0 A abibkck e L(M)
= (j>0=k+j# k. Par conséquent, a*TibkFck & L. )
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M 35,k e N:L(M) =L A a**ibkck € L(M) A a*+ibkck ¢ L

= { akTIbkEck € L(M) A afTbkck ¢ L = L(M)#L)
IM:L(M)=L A L(M)#L

& ( (p A —p) & faux et (Jz : faux) < faux. )
faux.

Probléme 5, page 61. Montrez que le langage L ayant pour alphabet {a,b,c} et
contenant exactement tous les palindromes n’est pas régulier. Rappelons qu’un palin-
drome est une séquence de symboles z1z5 ...z, telle que z125...2, = T,y 1...21.
Par exemple, abba et abcba sont des palindromes.

Par contre, si L est un langage régulier, est-ce que la collection des palindromes
de L est un langage régulier ? Pourquoi ?

Solution. Soit une séquence u € {a,b,c}*. La notation 4 désigne la séquence u a
I’envers. Par exemple, abac = caba. La séquence v est donc un palindrome. Rappe-
lons que si S est un ensemble et u une séquence, alors |S| désigne la cardinalité de S
et |u| la longueur de la séquence u. La preuve qui suit procéde par contradiction.

L régulier

= ( Définition 1.57. )
dM : M = (S5,%,0,,,F) AN L(M)=1L
= ( Parce que L est infini, il contient des séquences arbitrairement
longues. )
AM : Ju € {a,b,c}*: M = (5,%,6,0,F) N L(M)=L A |u|] >|S|
A ut € L(M)
= ( Puisqu’il y a plus de symboles dans u que d’états dans S, il doit

y avoir une boucle de longueur supérieure a zéro lors de la lecture
de u. La séquence u a alors la forme ujusus, oll uy est la séquence
(non vide) lue dans la boucle. Cette boucle peut étre traversée une
fois de plus. )
M : Ju, uq,us, uz € {a,b,c}*: M =(5,%,0,,,F) AN L(M)=1L
ANut € L(M) N u=ujugus A |ug| >0
A uiusugusti € L(M)
= ( Puisque |ug| > 0, on a u # ujugusus, d’olt ujususust & L. )
AM : Ju,uq, ug, uz € {a,b, c}* : uyugusuzti € L(M) AN ujuguoust & L
= ( uruguaust € L(M) A ujusuoust ¢ L = L(M) # L)



270 CHAPITRE 5. SOLUTION DE QUELQUES PROBLEMES

AM : Ju, uy, ug, us € {a,b,c}* : L(M)=L AN L(M)# L
& ( (p A —p) & faux et (Jz : faux) < faux. )

faux.

Pour ce qui est de la deuxiéme partie de la question, la réponse est négative.
Par exemple, {a,b, c}* est un langage régulier. Or, nous venons de démontrer que
I’ensemble des palindromes de {a, b, c}* n’est pas un langage régulier.

Probléme 6, page 61. Soit L le langage avec alphabet X = {a, b} dont les séquences
ont le méme nombre de a que de b. Montrez que L n’est pas régulier.

Solution. La solution de ce probléme est essentiellement la méme que celle de I'exer-
cice 1.63 et est basée sur le théoréme 1.61. Supposons qu’il existe un automate M
tel que L(M) = L. Le langage L contient des séquences de la forme a™b™ pour des n
arbitrairement grands (ces séquences sont un cas particulier de séquences ayant un
nombre égal de a et de b) et L(M) doit donc les contenir aussi. Puisque L(M) est
régulier (par la définition 1.57), il contient aussi des séquences de la forme a™b" avec
m # n (par le théoréme 1.61). Mais a™b"” ¢ L et donc L(M) # L. A cause de cette
contradiction, nous concluons qu’il n’existe pas d’automate M tel que L(M) = L.

Il est aussi possible de donner une preuve par contradiction semblable & celle du
probléme 4. Voici une telle preuve.

L régulier

= ( Définition 1.57. )
aM M = (5,%,6,,,F) AN L(M) =1L
= ( L contient des séquences arbitrairement longues de la forme a™b"

(cas particulier de séquences ayant un nombre égal de a et de b). )
IM :3keN: M= (53,6, F) NLM)=L A k>|S| A a*b* € L(M)
= ( Puisqu’il y a plus de |S| symboles @ a lire, il doit y avoir une
boucle de longueur j > 0 lors de la lecture des a. Cette boucle peut
étre traversée une fois de plus. )
AM 35,k e N: M = (S,%,0,,,F) N L(M)=L A k> |S|
A afbf € L(M) A 5>0 A a*ibk € L(M)

= (j>0=k+j# k. Par conséquent, a*T7bF & L. )
SM:3j, ke N:L(M) =L A a*itk € L(M) A a**ibF ¢ L
- (a*ibF € L(M) A ab* b ¢ L = L(M)#L)

IM :L(M)=L A L(M)#L
& ( (p A —p) & faux et (Fz : faux) < faux. )
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faux.

Probléme 1, page 76. Montrez la régularité du langage sur {a, b} dont les éléments
sont exactement les séquences qui contiennent un nombre pair de a et un nombre pair
de b ou un nombre de a divisible par 3 et un nombre de b divisible par 3.

Solution. Pour montrer que L est régulier, construisons un automate fini détermi-
niste qui le reconnait. En tout temps lors de la lecture, ’automate doit savoir
le reste de la division par 2 du nombre de a lus (2 cas);

e le reste de la division par 3 du nombre de a lus (3 cas);

e le reste de la division par 2 du nombre de b lus (2 cas);

e le reste de la division par 3 du nombre de b lus (3 cas).
Il y a donc 2 X 3 = 6 cas pour les a et 6 cas pour les b, i.e. 36 cas différents en tout.
L’automate doit avoir 36 états. Identifions chaque état par un nombre de la forme ij,
oui,j€{0,1,2,3,4,5}; i et j indiquent le reste de la division par 6 du nombre de a
et de b lus. L’état initial est 00. Notez que A doit étre acceptée; I’état 00 doit donc
aussi étre final.

vers 00 vers 10 vers 20 vers 30 vers 40 vers 50

a‘@f; a‘ a‘@i a~ “@g @, vers 04
a@; ‘“@5 “@5 a~ “@5 @, vers 02
a‘éa‘a‘a~“~@5“;versoo
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Cet automate consiste simplement en deux compteurs modulo 6, I’'un pour les a,
I’autre pour les b. Il est aussi possible de construire un automate fini non déterministe
qui reconnait le méme langage. Voici tout d’abord deux automates finis déterministes ;
le premier accepte les séquences contenant un nombre pair de a et un nombre pair

de b et le second accepte les séquences contenant un nombre de a divisible par 3 et
un nombre de b divisible par 3.

vers 00 vers 10 vers 20

b b b
‘b b ‘b
@a‘@ a‘@ a _ vers 01
‘b b ‘b
a@a@a vers 00

En utilisant la méthode du théoréme 1.99, on fait I’'union des automates. L’automate
résultant de cette union est non déterministe et reconnait le langage demandé.

vers 00 wvers 10 wvers 20

RS
S

vers 02

(I2)—
NG/
S
(=)
NOZBES
IS
@)
o UV

_vers 01

=)
=)
o
=)
=]

¢
—(

S

=/
IS
®
Q

_vers 00

Probléme 2, page 76. Montrez que chaque automate fini déterministe (S, %, d, ¢, F)
est aussi un automate fini non déterministe.

Solution. La seule composante qui distingue un automate fini non déterministe d’un
automate fini déterministe, c’est la troisiéme. Dans le cas de I'automate non déter-
ministe, c’est une relation. Dans le cas de 'automate déterministe, ca doit étre une
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fonction. Mais toute fonction est une relation (c’est un cas particulier de relation).
Par conséquent, tout automate fini déterministe est aussi un automate fini non dé-
terministe.

Probléme 3, page 76. En utilisant les techniques présentées dans la preuve du
théoréme 1.74, construisez un automate fini déterministe qui accepte les mémes
séquences que l'automate fini non déterministe ci-dessous. L’alphabet est {a, b}.

Solution. En utilisant les techniques du théoréme 1.74, nous trouvons ’automate
suivant.

Cet automate est une solution au probléme. Il est possible de trouver une autre
solution, plus simple, en supprimant les états qui ne peuvent étre atteints a partir de
I’état initial. L’automate suivant est le résultat d’une telle simplification.
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Probléme 4, page 76. En utilisant les techniques présentées dans la preuve du
théoréme 1.74, construisez un diagramme de transitions pour un automate fini déter-
ministe qui accepte le méme langage que 'automate fini non déterministe représenté
ci-dessous. L’alphabet est {a, b}.

Solution. Appelons M cet automate. M a 4 états. Si ’on applique la recette du
théoréme 1.3, nous devrons dessiner un automate déterministe M’ & 16 états (i.e. 2
états). Cela donne un diagramme plutdt encombré. Afin d’y voir clair, commengons
par représenter les transitions au moyen d’une table. Nous dessinerons alors seulement
les états qu’il est possible d’atteindre.

L’ensemble des états du nouvel automate est

S'={X:X C{1,2,3,4}} = ({1,2,3,4}).
L’état initial est {1}. L’ensemble des états finaux est
F'={X:XeS etde X},

car I’état 4 est le seul état final de 'automate original.

La table de transitions suivante est construite comme il est expliqué a la section
1.1.3. La maniére la plus simple de la remplir est de commencer par énumérer les plus
petits états de M’ (i.e. ceux qui contiennent le moins grand nombre d’états de M). I
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est ensuite facile de calculer les autres en faisant 'union appropriée. Par exemple, si
un a est lu dans ’état {2, 3}, I’état de destination est obtenu en faisant I'union des
états atteints & partir des états {2} et {3} a la lecture d’un a, c’est-a-dire @ et {4},
ce qui donne {4}.

a b a b
O O O {2,3} {4} {3,4}
{1} | {2,3} | {4} {2,4} 9 {4}
{2} 9 {4} {3,4} {4t | {3}
{3r | {4t | {3} {1,2,3} [{2,3,4}]{3.4}
{4} O O {1, 2,4} {2,3} {4}
{1,2} | {2,3} {4} {1,3,4} |{2,3,4}|{3,4}
{1,3} | {2,3,4} | {3,4} {2,3,4} {4} {3,4}
{1,4} | {2,3} {4} {1,2,3,4} | {2,3,4} | {3,4}

L’état initial {1} doit faire partie de l'automate déterministe. Ajoutons les états
accessibles a partir de I'état {1}, i.e. {2,3} et {4}, puis les états accessibles a partir
de ces derniers, etc. Nous arrétons cette procédure lorsqu’aucun état nouveau ne
s’ajoute a la liste. Les états qui ne sont pas inclus ne sont pas accessibles et ne
participent pas a la reconnaissance du langage. Remarquez que nous aurions aussi pu
procéder de cette maniére pour construire la table ou méme 'automate directement
(cette derniére option est celle qui demande le moins de travail). L’automate final est

M" = ({0,{1},{3},{4}.{2,3},{3,4}}, {a, b}, {1}, 6, {{4}, {3, 4}}),

ol ¢ est la fonction de transition décrite par le diagramme suivant. Remarquez que
M" est totalement défini et non ambigu.

Probléme 1, page 87. Construisez une grammaire réguliére générant le langage
{ab™ab™ : m € N An € N}.
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Solution. Comme la génération des symboles se fait de gauche a droite avec une
grammaire réguliére, il est clair que la premiére régle doit avoir la forme S — aA, ou
A est en charge de générer b™ab". Ceci donne lieu & deux nouvelles régles, A — bA
et A — aB. Cette derniére régle termine la récursion qui génére la premiére série de
b; en particulier, elle s’applique tout de suite aprés la régle S — aA dans le cas ou
m = 0. Le symbole non terminal B est en charge de générer b". Les régles B — bB
et B — ) font 'affaire. La grammaire est donc

S —aA A — bA A — aB B — bB B — )

Probléme 2, page 87. Donnez un automate fini qui reconnait le méme langage
que le langage généré par la grammaire réguliére suivante. Le symbole initial est S.
Décrivez le langage dans vos propres mots.

S — aB A —aS
S — bA A —=bS
S — A

Solution. Appliquons le théoréme 1.94. Comme cette grammaire ne contient pas
de régles de la forme Non terminal — Terminal, nous n’avons pas a les éliminer.
[’automate correspondant a la grammaire ci-dessus est donc

M = ({5, 4, B}, {a, b}, p, S, {5}),

ou la relation p est donnée par le diagramme de transitions suivant.

Le langage généré par la grammaire (et reconnu par I’automate) est I’ensemble qui
contient la séquence a ainsi que les séquences finies de a et de b de longueur paire qui
ont un b dans les positions impaires (ceci inclut en particulier la séquence vide). On
peut aussi I’exprimer de la maniére suivante :

L = {w: pair(|Jw|) A (i impair = w[i] =b)}

(la notation w(i] désigne le i*élément de la séquence w). Au lieu de pair(|w|), nous
pourrions écrire (In € N : |w| = 2n).
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Probléme 3, page 87. Dessinez le diagramme de transitions d’un automate fini
qui accepte le langage généré par la grammaire réguliére ci-dessous (le symbole de
départ est S). Décrivez le langage dans vos propres mots.

S = A B — bB A — gA
S — aA B— A A—= )
S — bB

Solution. Appliquons le théoréme 1.94. Comme cette grammaire ne contient pas
de régles de la forme Non terminal — Terminal, nous n’avons pas a les éliminer.
L’automate correspondant & la grammaire ci-dessus est donc

M = ({S;A: B}a {CL, b},p, Sa {S’AvB})a

ou la relation p est donnée par le diagramme de transitions suivant.

o006

Le langage généré par la grammaire (et reconnu par ’automate) est ’ensemble des
séquences finies de a et de b qui contiennent seulement des a ou seulement des b ou
aucun des deux (i.e. A). On peut aussi I’exprimer de la maniére suivante :

L={a":neN}U{b":neN}={a}"U{b}"

Probléme 4, page 87. Donnez une grammaire réguliére qui génére le méme langage
que le langage accepté par I’automate fini suivant.
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Solution. Il suffit d’appliquer le théoréme 1.94. Ceci conduit & la grammaire suivante :

A — cB B — cC C — aB D —bC E — aB
A—cC B — bE C — aD D — cE E — aD
A— aD B — )\ D — A

A — aoF

Probléme 1, page 107. Montrez que tout langage fini est régulier.

Solution. Notons d’abord qu’un langage fini sur un alphabet X, c’est un sous-
ensemble fini de ¥*. Autrement dit, L. C ¥* est un langage fini si sa cardinalité
est un nombre naturel, i.e. |L| € N. Un langage fini contient donc une quantité finie
de séquences; le langage @ est un cas particulier de langage fini.

1. Méthode 1. Soit L un langage fini. Si L = @, alors L est régulier, puisque
I’automate @ Paccepte. Si L # (), alors

i=1
ou chaque L; est un singleton et n € NT. Il est évident que chaque L; est un
langage régulier, puisque L; = {z125 ...z, } est reconnu par ’automate suivant.

OO0 - O™0

(Remarquez que si m = 0, alors L; = {z122...2,} = {\} est accepté par

l'automate @ . C’est un cas limite.)

Il ne reste plus qu’a voir qu'une union finie de langages réguliers est un langage
régulier. Procédons par induction sur n. Soit P(n) le prédicat

n
U L; est un langage régulier
i=1

1l faut montrer que P(n) est vrai pour tout n € N*.
e Base d’induction : U;_, L; = L; est régulier et donc P(1) est vrai.
e Etape d’induction : Il faut montrer que P(k) = P(k +1).

P(k)
= ( Définition de P. )
Ule L; est régulier

= ( L’union de deux langages réguliers est un langage régulier
(théoréme 1.99). )
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(Ule L;) U Ly est régulier

= ( Définition de la notation U}, x;. )
UL L; est régulier
= ( Définition de P. )
P(k+1).
2. Méthode 2. La preuve suivante utilise les grammaires réguliéres (on peut aussi
faire une preuve a partir des expressions réguliéres). Soient wy, ws, ..., w, les n

séquences de L. Il est évident que la grammaire (V,T, S, R) avec

R={S - w,S — wy,....,5 = w,}
génére L (notez en particulier que le nombre de régles est fini, ce qui est exigé par
la définition de grammaire). Remarquez aussi que la grammaire ({S}, {a}, S, O)
permet de générer le langage O.

Cependant cette grammaire n’est pas réguliére. Le probléme vient des régles de
la forme

S — r129...2% (00 z; €T, pour 1 <7 < k)
lorsque k£ > 2 (ces régles générent les séquences de 2 symboles ou plus). Ces
régles ne sont pas admises dans une grammaire réguliére. Il faut donc remplacer
chacune des régles de la forme ci-dessus par I’ensemble des régles suivantes :
S — xle
X1 — ZCQXQ

X2 = Tp_1 X1

Xp—1 — T
Dans ces régles, chaque X; est un nouveau symbole non terminal.
Comme le nombre de séquences du langage est fini et que le nombre de symboles
de chaque séquence est fini, le nombre de régles est fini. De plus, chaque régle se
conforme aux restrictions imposées aux grammaires réguliéres. La grammaire
finale est donc réguliére.

Exemple. Soit L = {), a,ba, aba}. La grammaire suivante est réguliére et gé-
nére L :

({S, Xla X25 X3}a {(1,, b}a Sa R)
ol R est I’ensemble des régles

S = A S—>bX1 X1—>U, X3—>0,
S —a S—)CLXQ XQ—)ng

Bien str il est possible de diminuer le nombre de symboles non terminaux
introduits. Ainsi, la grammaire qui suit génére le méme langage que celle qui
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précéde. Toutefois, il n’est pas nécessaire de tenir compte de cette possibilité
de simplification dans la démonstration ci-dessus.

G = ({9, X1, X2}, {a,b},S, R)
ou R est I’ensemble des régles

S—= A S — bX, Xi—a
S —a S—)CLXQ Xz—)le

Probléme 2, page 107. Décrivez (par des mots ou par une expression ensembliste)
le langage représenté par chacune des expressions réguliéres suivantes.

(a) ((cub)*oa)

(b) ((aoa*)o(bob*))
(¢) ((aoa*)U (bobd*))
(d) ((a*ob*)oc")
Solution.

(a) Une séquence du langage consiste en une suite de 0 ou plusieurs ¢ et/ou b dans
un ordre quelconque, terminée par un a :

L(((cUb)* 0a)) = {b,c}" o {a}
(b) Une séquence du langage est formée de 1 ou plusieurs a suivis de 1 ou plusieurs
b:

L(((aoa*)o (bob*))) = {a™" : m,n € N"}.
(c¢) Une séquence de symboles du langage est soit une suite de 1 ou plusieurs a, soit
une suite de 1 ou plusieurs b :
L(((aoa*) U (bobr)))
{a":neNT}U{b":ne N}
= {s":(s=aVs=b)Ane N}
(d) Une séquence du langage consiste en 0 ou plusieurs a, suivis de 0 ou plusieurs
b, suivis de 0 ou plusieurs c :

L(((a* o b*) o c*)) = {d'b™c" : I, m,n € N}.

Probléme 3, page 107. Trouvez un diagramme de transitions qui accepte le langage
généré par la grammaire réguliére suivante. (Le symbole de départ est S.) Ensuite,
trouvez une expression réguliere représentant le méme langage.

S — alN M — cN N — bM
S —a M —c N —b
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Solution.

1. Solution 1. Appliquons la méthode du théoréme 1.94. Appelons G la grammaire
du probléme. Il faut d’abord transformer G en une grammaire qui ne contient
pas de productions de la forme

Nonterminal — Terminal.

Une telle grammaire est la grammaire G' = ({S, M, N, A, B,C},{a,b,c}, S, R)
ou R est ’ensemble de régles de réécriture suivant :

S — aN M — ¢N N — bM A—= A
S = aA M —cC N — bB B—=
C—= A

(au lieu d’introduire trois nouveaux symboles, nous aurions aussi pu en intro-
duire un seul). Le diagramme de transitions qui accepte le langage généré par
G' est

En utilisant la méthode du théoréme 1.122, cherchons I’expression réguliére re-
présentant le méme langage. Comme la machine M a trois états finaux, nous
devons la séparer en trois machines ayant chacune un seul état final. La machine
M est comme M, mais avec A comme seul état final. Comme les séquences qui
conduisent aux états autres que S et A ne peuvent étre acceptées, nous pouvons

simplifier M; en
A

L’expression réguliére er; telle que L(er;) = L(M;) est er; = a.
La machine M, est comme M, mais avec B comme seul état final. Comme

les séquences qui conduisent aux états A et C ne peuvent étre acceptées, nous
pouvons simplifier M, en n’incorporant pas les états A et C.

a (boc)
~ ()W)
b
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L’expression réguliére ery telle que L(ery) = L(My) est erg = ((ao (boc)*) ob).
La machine M3 est comme M, mais avec C comme seul état final. Comme
les séquences qui conduisent aux états A et B ne peuvent étre acceptées, nous
pouvons simplifier M3 en n’incorporant pas les états A et B. (boo)

OO~ DD

[’expression réguliére erz telle que L(ers) = L(M;) est ers = ((ao (boc)*)o
(boc)). L’expression réguliére qui représente le langage accepté par I'automate
M est donc

er
= ((ery Uery) U ers)

= ((aU((ao(boc)*)ob))U ((ao(boc)*)o(boc))).

. Solution 2. Examinons plus attentivement la grammaire G (la grammaire du

probléme). Remplacons-y la régle N — b par la régle M — A. Cela ne change

pas le langage généré, car

o leffet de la régle N — b dans G est obtenu par la dérivation N = bM = b
dans la nouvelle grammaire.

e 'ajout de la régle M — )\ ne permet pas de dériver de nouvelles chaines. Cela
pourrait se produire, par exemple, si G contenait une régle comme V — aM
et pas de régle V' — a.

De méme, on peut remplacer les régles S — a et M — ¢ par la régle N — .

On obtient ainsi la grammaire réguliéere G' = ({S, M, N}, {a,b,c}, S, R) dont

les regles sont

S — aN M — ¢N N — bM
M — ) N — A

En utilisant les mémes méthodes que pour la solution 1, nous trouvons que
I’automate M correspondant & G’ est

A==
c
Cherchons I'expression réguliére représentant L(M ). Comme la machine M a
deux états finaux, nous devons la séparer en deux machines ayant chacune un

seul état final. La machine M, est comme la machine M, mais avec M comme
seul état final (que de M dans le décor).

a ao cob
M B @@ ~ E) ) gy
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L’expression réguliére er; telle que L(er;) = L(M;) est er; = ((aob)o(cob)*).
La machine M, est comme la machine M, mais avec N comine seul état final.

a a (boc)
» D@ ~

L’expression réguliére ery telle que L(ery) = L(M,) est ers = (a o (boc)*).
L’expression réguliére qui représente le langage accepté par I’automate M est
donc

er = (eryUery) =(((aob)o(cob)*)U(ao (boc))).

Probléme 4, page 107. Trouvez une expression réguliére qui représente l'inter-
section des langages représentés par chacune des paires d’expressions réguliéres qui
suivent.

(a) (aUb*) et (aUDb)*

(b) (ao(aUb)*) et ((aUb)*ob)

(¢) (((aUb)ob)o(aUb)*)et (bo(aUb)*)
(d) ((aob) o(aUg)) et ((aUb)o(ach))

Solution. Rappelons d’abord comment on définit le langage représenté par une ex-
pression réguliére sur un alphabet 3 (définition 1.117) :

L(g) =0 L((pUq)) = L(p) U L(q) L(p*) = (L(p))*
L(z) = {«} L((poq)) = L(p) o L(q)
ol z € X et ol p et ¢q sont des expressions réguliéres.

(a) L((aUb)") = (L((aUD)))* = (L(a) UL(b))" = ({a}U{b})" = {a,b}". Le langage
représenté par (aUb)* est 'ensemble des séquences finies de a et de b. Le langage
L((a U b*)) est donc inclus dans L((a U b)*). Par conséquent,

L((aUb*))NL((aUb)*) = L((a UD")).
L’expression réguliére recherchée est donc (a U b*).

(b) En utilisant le résultat L((a Ub)*) = {a, b}*, trouvé au numéro précédent, nous
L((ao(aUb)*)) = L(a) o L((a U b)*) = {a} o {a, b}*,
L((aUb)*ob) = L((aUb)*) o L(b) = {a,b}* o {b}.

Le premier langage est I’ensemble des séquences finies de a et de b qui débutent
par un a; le deuxiéme langage est I’ensemble des séquences finies de a et de b qui
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se terminent par un b. L’intersection de ces deux langages est donc I’ensemble
des séquences finies de a et de b qui commencent par un a et se terminent par
un b, i.e.

{a} o {a,b}" o {b}.
Remarquez que nous n’avons pas besoin de parenthéses dans 1’expression en-
sembliste ci-dessus. En effet, la concaténation de langages est une opération
associative. En appliquant les régles données ci-dessus, il est facile de vérifier
que Dexpression réguliére ((a o (a U b)*) o b) représente ce langage, ainsi que
I'expression (a o ((aUb)* ob)).

(c) Maintenant que nous avons appliqué les régles quelques fois, il est facile de

trouver directement le langage représenté par les expressions régulieéres données :
L((((aUb) 0b) o (aU b)*)) = {a,b} o {b} o {a, b}",
L((bo (aUb)*)) = {b} o {a,b}".
Le premier langage est I’ensemble des séquences finies de a et de b qui contiennent
au moins deux symboles et dont le deuxiéme symbole est un b. Le deuxiéme
langage est ’ensemble des séquences finies de a et de b qui débutent par un b.
L’intersection de ces deux langages est donc ’ensemble des séquences finies de
a et de b dont les deux premiers symboles sont des b, i.e.

{bb} o {a,b}".
Deux expressions réguliéres représentant ce langage sont ((bob) o (a U b)*) et
(bo(bo(aUb)*)).
A cause de la présence du symbole ¢ dans la premiére expression, faisons les
choses au long pour voir ce qu’il lui arrive.

L(((aob)* o (aU0)))
= L((aob)) o L((aU9))
= (L((a0b)))* o (L(a) U L(0))
= (L(a) o L(b))" o ({a} U o)
= ({a} o {b})" o {a}
= {ab}* o {a}.

De méme, nous trouvons

L(((aUd) o (aob)))
= L((aUb)) o L((aob)*)

= (L(a) UL(b)) o (L((a o0 b)))*
= ({a} U{b}) o (L(a) o L(b))"
= {a,b} o ({a} o {b})"

= {a, b} o {ab}*.
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Le premier langage est I’ensemble des séquences finies de a et de b qui sont
formées de a et de b alternés, et qui commencent et se terminent par un a
(exemples : a, ababa). Le deuxiéme langage est I’ensemble des séquences finies
de a et de b qui débutent soit par un a, soit par un b, et qui se poursuivent avec
0 ou plusieurs répétitions de la sous-séquence ab (exemples : a, b, aab, babad). La
seule séquence du deuxiéme langage qui commence et finit par un a est a. Cette
séquence appartient aussi au premier langage. L’intersection des deux langages
est donc le langage {a}. Ce langage est représenté par 'expression réguliére a.

5.3 Chapitre 2

Probléme 1, page 119. Quel est le langage accepté par I’automate a pile dont le
diagramme de transitions est le suivant ?

a, \;a

b,a; A

Solution. L’automate est toujours dans un état final et accepte donc la séquence vide
A. Par la transition du haut, un a est empilé pour chaque a lu. Par la transition du
bas, un a est dépilé pour chaque b lu. Une séquence est donc acceptée si et seulement
si, & tout instant lors de la lecture, le nombre de b lus n’excéde pas le nombre de a
lus. De plus, une chaine contenant un symbole autre que a ou b est rejetée.

Voici maintenant une autre maniére, plus rigoureuse, de définir le langage accepté.
Supposons, pour simplifier, que ¥ = {a,b}. Dénotons par w[l] le premier élément
d’une séquence non vide. Définissons une fonction OK : ¥* — {vrai, fauz} :

vras siw € {a}* (note : inclut w = )
OK (w) =< faux siw[l] =10
OK (wiwsy) siwy € {a}*, we € 7% et w = wiabwy

Il est facile de voir que si w ¢ {a}* et si w[l] # b, alors w doit contenir une sous-
séquence ab. En enlevant cette sous-séquence de w (troisiéme cas), on obtient une
séquence qui appartient au langage si et seulement si w elle-méme appartient au
langage.

Le langage accepté par 'automate est alors {w € ¥* : OK (w)}.
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Probléme 2, page 119. Construisez un automate a pile qui reconnait le langage

{a"b°ct:reNAse NAte NAs=r+1}

Solution. La stratégie consiste & empiler les a lus, puis & dépiler un a pour chaque
b lu. Lorsque la pile est vide, le nombre de a lus égale le nombre de b lus. Il suffit
alors de continuer & lire les b, en les empilant, puis de dépiler un b pour chaque c lu.
La pile doit étre vide aprés avoir lu le dernier symbole de la chaine d’entrée. Il faut
faire attention au fait que A ainsi que les chaines de la forme a"b" ou b'ct doivent étre
acceptées. Un automate non déterministe acceptant le langage donné est le suivant.

a,\;a b,a; A b, A\;b c,b; A
L) xR ) awmw KD Axa
&) @
AN #

Probléme 1, page 136. Construisez une grammaire non contextuelle qui génére le
langage

{a"b°c':r e NAse NAteENAs=r+t}

Solution. On remarque que le langage & générer peut s’exprimer comme la concaté-
nation de deux langages que nous connaissons bien :

{a"b’c' :r,s,t e NAs=r+1t}
= {a"b"b'c’ : r,t € N}
= {a"b" :n € N} o {b"c" : n € N}.

Nous connaissons une grammaire qui génére {a"b" : n € N} (voir exercice 2.28). Il
est alors facile de ’adapter a notre langage.

S — GD G — aGb D — bDc
G—= A D — A

On voit que les dérivations a partir de G introduisent toujours un a avec un b alors
que celles qui partent de D introduisent toujours un b avec un c. Parce que G est a
gauche de D, les a précédent les b qui précedent les c.
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Probléme 2, page 136. Convertissez la grammaire suivante, dont le symbole initial
est S, en grammaire sous forme normale de Chomsky.

S — McN M — aM N — bN
M — )\ N — A

Solution. Appelons G la grammaire donnée ci-dessus. On remarque d’abord que
A € L(G), car toute séquence de L(G) contient au moins un ¢, d’aprés la premiére
régle. Il est donc possible de convertir G sous la forme normale de Chomsky.
1. Eliminons d’abord les régles-A selon la méthode du théoréme 2.32.
(a) Calcul de U. Il n’y a que deux chaines-)\, soit M — X et N — A, et elles
sont toutes deux de longueur 0. On a donc Y = Uy = {M, N}.
(b) Ajout de régles par élimination des symboles de U dans les régles de G.
On doit ajouter les régles
S —¢cN S — Mec S—=c M —a N —b
(¢) Retrait des régles-\. Les régles restantes sont :

S — McN S — Mc M — aM N — bN
S — ¢cN S —ec M —a N —=b

2. Application du théoréme 2.36.

(a) Remplacer chaque symbole terminal z par un nouveau symbole non ter-
minal X et ajouter la régle X — .

S — MCN M — AM A—a

S —CN M= A B—b

S—=MC N — BN C—ec

S—=C N —+ B

(b) Transformer le coté droit des régles ayant plus de 2 symboles non termi-
naux.

S— MR M — AM A—=a

S —+CN M= A B—b

S—MC N — BN C—c

S—=C N—B R— CN

(c) Elimination des régles ayant un seul symbole non terminal du coté droit. Il
n’y a que trois chaines impliquant de telles régles. Ces chaines sont S — C,
M — Aet N — B. A cause des régles A — a, B — bet C — c, il suffit de
remplacer S — C par S - ¢, M - Apar M - a et N — B par N — b.

S— MR M — AM A—=a
S —-CN M —a B—=b
S— MC N — BN C—c

S —ec N —=b R—CN
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L’intérét du théoréme 2.36 est qu’il montre que la transformation peut toujours
se faire (si A € L(G)). Cependant la grammaire résultante est relativement
complexe. Il est possible de trouver une grammaire plus simple, sous forme
normale de Chomsky, générant le méme langage que G. La grammaire suivante
est celle qui a été proposée par Louis Choiniére et Frédéric Guérin (1990).

S — AS S — SB S —ec A—a B—b

Probléme 3, page 136. Soit ¥ = {a,b,0,U,*, ), (,0}. Construisez un automate
a pile M tel que L(M) est I'ensemble de toutes les séquences de ¥* qui sont des
expressions réguliéres sur I’alphabet {a,b}. Suggestion : Il est plus facile de trouver
une grammaire non contextuelle qui génére le langage demandé que de construire
I’automate ; une approche simple consiste donc a trouver la dite grammaire, puis a
appliquer le théoréeme 2.26.

Solution. Il faut construire un automate a pile reconnaissant la syntaxe des expres-
sions régulieres. Cette syntaxe est décrite a la définition 1.115, page 97.

1. Solution 1. La solution la plus simple consiste a trouver la grammaire générant
le langage des expressions réguliéres sur 'alphabet {a, b}. A partir de la syntaxe
donnée a la définition 1.115, on trouve directement la grammaire

G = ({FE} {a,b,0,U",(,), 0}, E, R),

ol R est ’ensemble des régles qui suivent.

E—g E — (EUE)
E—a E — (EoE)
E—b E — E*

En utilisant le théoréme 2.26, on trouve alors I’automate a pile non déterministe
suivant.
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AN MG E - N7 A
@ ) 7# ‘® s ‘<q> ‘ 7#; ‘®

2. Solution 2. Il est plus difficile de trouver directement (sans passer par la gram-

maire) un automate qui fait le méme travail. L’automate suivant est le résultat
de modifications mineures aux solutions proposées par Roméo Guérin, David
Renaud et Claude St-Pierre (1990).
[’alphabet d’entrée de cet automate est le ¥ du probléme. Son alphabet de pile
est I' = {#, (,)}. Les symboles e et o sont utilisés dans le diagramme pour éviter
d’encombrer celui-ci inutilement ; il suffit de remplacer e par 'un des symboles
de l'ensemble {g,a,b} (symboles élémentaires) et o par I'un des symboles de
I’ensemble {o, U} (opérateurs binaires).

MN#E e N N AN
@ 6) 0,(;) \O @
(A ( *, A A
), ); A

Probléme 4, page 136. Donnez une grammaire non contextuelle qui génere le
langage sur l'alphabet {a, b} dont les éléments sont les séquences qui contiennent le
méme nombre de a que de b.

Solution. La grammaire non contextuelle suivante génére L. Pour s’en convaincre,
remarquons que A fait partie du langage généré et que les chaines non vides du langage
peuvent toutes se décomposer en sous-chaines de la forme avbw ou bvaw, ol v et w
sont des sous-séquences ayant un nombre égal de a et de b.

S — aSbsS S — bSaS S —= A
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Probléme 1, page 155. Construisez un automate & pile déterministe qui reconnait
le langage sur 1’alphabet {a, b} dont les éléments sont les séquences qui contiennent
le méme nombre de a que de b.

Solution. La partie a gauche de I’état initial reconnait les sous-séquences commen-
cant par un a et ayant un nombre égal de a et de b. La partie a droite de I’état initial
reconnait les sous-séquences commencant par un b et ayant un nombre égal de a et de
b. Remarquez que l'alphabet de pile est I' = {&, #} et n’a que deux symboles, ce qui
fait qu’il y a peu de combinaisons symbole lu/symbole dépilé. Il est par conséquent
facile de vérifier que ’automate est totalement défini.

a, \; & b, \; &
Lokt N bAg
b, #; A N\ a,#; A
b, &; A a,&; A

Probléme 2, page 155. Construisez un automate a pile déterministe M tel que
L(M) est le langage généré par la grammaire ci-dessous. Le symbole initial est S.

S — abN N — ¢S N —=e¢ N — A

Solution. La maniére la plus simple de procéder semble étre de transformer légére-
ment la grammaire afin de déterminer plus facilement le langage généré par celle-ci.
Il est ensuite facile de construire 'automate demandé.

En remplacant le symbole N dans la régle S — abN par le coté droit des régles
ou N apparait a gauche, on obtient la grammaire suivante, qui est équivalente a la
grammaire originale.

S — abcS N — ¢S
S — abe N —=e¢
S — ab N — A

On remarque maintenant que les régles de droite ne seront jamais utilisées. On peut
donc les supprimer. Cela donne la grammaire

S — abcS S — abc S —ab
Le langage généré par cette grammaire est
{(abc)"abc : n € N} U {(abc)"ab : n € N}.

Ce langage est reconnu par ’automate fini suivant.
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Remarquez que cet automate n’est pas ambigu, mais n’est pas totalement défini. 11
faut donc ajouter un état poubelle. De plus, on nous demande un automate a pile.
Puisque le travail peut étre fait par un automate fini, I’automate a pile requis n’a pas
a utiliser sa pile. Voici 'automate final.

A

Au lieu de trouver le langage généré par la grammaire, puis 'automate reconnais-
sant le langage, nous pouvons aussi procéder directement a partir de la grammaire, en
transformant celle-ci. On remplace d’abord la régle S — abN par les régles S — aM
et M — bN; ensuite on remplace la régle N — ¢S par les régles N — cC' et
C — aM ; finalement, on remplace la régle N — ¢ par la régle C — \. Cela nous
donne la grammaire réguliére suivante, qui est équivalente a la grammaire originale.

S — aM N — cC C —aM
M — bN N — A C =)

En utilisant le théoréme 1.94, on trouve directement le premier automate ci-dessus.

Probléme 3, page 155. Utilisez le corollaire 2.42 pour montrer que le langage
{a? : p € N A p est premier}
n’est pas un langage non contextuel.

Solution. Servons-nous du corollaire 2.42, puisqu’il est équivalent au théoréme 2.40
et qu’il est plus facile a utiliser que celui-ci. Comme le langage {a? : p € N A
p est premier} est infini, nous pouvons appliquer le corollaire.

Considérons une séquence quelconque a? € L et supposons qu’elle est décomposée
sous la forme svuwt, ot au moins I'une des sous-séquences v ou w est non vide. 1l
faut montrer qu’alors il existe un n € N7 tel que sv™uw"t ¢ L.
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Soit k = |vw|; on en déduit |sut| = (p — k). Par conséquent,
|sv"uw"t| = nk +p — k.

Il suffit de choisir n tel que nk + p — k soit le produit de deux nombres supérieurs a
1 (et ne soit donc pas premier). Aprés quelques essais, on trouve que n = p + 1 est
un bon choix. En effet,

p+V)k+p—k=pk+p=pk+1)

est le produit de deux nombres supérieurs a 1, car
e p > 1, par définition des nombres premiers.
e k> 0, puisque v # X\ ou w # .
Le langage {a? : p € N A p est premier} n’est donc pas un langage non contextuel.

Probléme 1, page 161. Construisez une table d’analyse LL(1) pour la grammaire

S — aSe S —b

Solution. La table demandée est la suivante.

a b c FIN
S ‘ aSc ‘ b ‘ erreur ‘ erreur ‘

Probléme 2, page 162. Soit la grammaire non contextuelle
G = ({EaFaT}a {aab7+7 ) (1)}aEaR)

ol R est I’ensemble des régles suivantes.

E—=TF F— +TF T — (F)
F—-TF T—a
F—= )\ T—b

Cette grammaire génére des expressions arithmétiques (d’ott le ' comme symbole de
départ). Le F' génére les < fins d’expressions> et le T génére les termes.

(a) Construisez une table d’analyse LL(1) pour la grammaire G.

(b) Soient les séquences v = ((a + b) — (a — b)) et v = (a + b)(a — b). Utilisez u
et v comme données d’entrée pour la procédure LL(1) de la page 158. Donnez
les informations demandées dans le programme. La table LL(1) utilisée par le
programme est évidemment celle que vous avez trouvée en (a).
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(c) Dites si u et v sont acceptées ou non par le programme (c’est-a-dire si u,v €

L(G)). Pour chaque séquence acceptée, donnez la dérivation impliquée par ’exé-
cution du programme.

Solution.

(a) La table d’analyse LL(1) pour la grammaire G est :

a b + — ( ) FIN
E|\TF|TF| TF TF |TF| TF TF
FI X | X | +TF | -TF | X A A

T\| a | b |erreur| erreur| (F) | erreur | erreur

Ce n’est pas la seule table qui soit correcte : il y a plusieurs entrées qui peuvent
étre remplacées par erreur. Par exemple, c’est le cas de la cellule (E,+); en
effet, comme E'T — F est la seule dérivation possible & partir de E, et comme
aucune dérivation & partir de 7' n’introduit un -+, on voit qu’'un E sur la pile
et un + a l’entrée conduisent nécessairement a une erreur. Mais il est inutile
d’anticiper et il suffit de donner la réponse ci-dessus : puisque £ — TF est la
seule production applicable a E, on met un T'F' dans chaque case de la ligne F.
Le contenu des cellules (F,+) et (F, —) est déterminé par les productions F' —
+TF et F — —TF. Dans les autres cases de la ligne F, il suffit de mettre A,
puisque la seule production qui peut mener a une acceptation est F' — X : par
exemple, dans le cas de 'entrée (F,a), cela revient a dépiler F' pour voir sl y
aurait un a en-dessous. Etc.
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(b) Pour la séquence u, I’exécution du programme donne :

Pile Symbole A lire
1 E ( (a+b) — (a — b))FIN
2 TF ( (a+b) — (a —b))FIN
3 (EF ( (a+b) — (a —b))FIN
4 E)F ( a+b) — (a —b))FIN
5 TF)F ( a+b) — (a —b))FIN
6| (E)F)F ( a+b) — (a —b))FIN
7 E)F)F a +b) — (a — b))FIN
8| TF)F)F a +b) — (a — b))FIN
9| aF)F)F a +b) — (a — b))FIN
10 FYF)F + b) — (a — b))FIN
11 |+TF)F)F + b) — (a — b))FIN
12| TF)F)F b ) — (a — b))FIN
13| bF)F)F b ) — (a—b))FIN
14 F)F)F ) — (a—b))FIN
15 VF)F ) — (a —b))FIN
16 FF - (a —b))FIN
17 -TF)F - (a —b))FIN
18 TF)F ( a — b))FIN
19 (E)F)F ( a — b))FIN
20 E)F)F a — b))FIN
21| TF)F)F a — b))FIN
22| aF)F)F a —b))FIN
23 F)F)F - b))FIN
24 | =TF)F)F - b))FIN
25| TF)F)F b ))FIN
26| OF)F)F b ))FIN
27 F)F)F ) )FIN
28 VF)F ) )FIN
29 FF ) FIN
30 )F ) FIN
31 F FIN
32 FIN
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Pour la séquence v, I'exécution du programme donne :

Pile  Symbole A lire
1 E ( a+ b)(a — b)FIN
2 TF ( a+b)(a — b)FIN
3| (E)F ( a-+b)(a— b)FIN
4 E)F a +b)(a — b)FIN
5| TE)F a +b)(a — b)FIN
6| aF)F a +b)(a — b)FIN
7 F)F + b)(a — b)FIN
8| +TF)F + b)(a — b)FIN
9| TF)F b )(a — b)FIN
10| bF)F b )(a — b)FIN
11 F)F ) (a — b)FIN
12 )F ) (a — b)FIN
13 F ( a — b)FIN

(b) La séquence u est acceptée, mais pas v. La dérivation de u est la dérivation a
gauche suivante :

E=TF = (E)F = (TF)F
= ((aF)F)F = ((a + TF)F)F

(E)F)F = ((TF)F)F

= (
= ((a+bF)F)F = ((a+b)F)F

= ((a+b) —TF)F = ((a+b) — (E)F)F = ((a+b) — (TF)F)F
= ((a+b)— (aF)F)F = ((a+b)—(a—TF)F)F
= ((a+b)—(a—bF)F)F = ((a+b) — (a —b)F)F
= ((a+b)—(a—0b)F = ((a+b) — (a — D))
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Probléme 1, page 171. Soit la grammaire non contextuelle
G = ({E’ T}7 {a’ b7 +7 _7 (7 )}’ E7 R)

ou R est I’ensemble des régles suivantes.

E—-E+T T — (E)
E—-FE-T T—a
E—-T T—b

Cette grammaire génére des expressions arithmétiques (d’otl le ' comme symbole de
départ). (Voyez aussi le probléme 2 de la section 2.4, page 162). Ce qui suit est la
table d’analyse LR(1) correspondant a G.

a b + — ( ) FIN E T
11t6]t7 t 10 2|5
2 t3 t4 accepte
3|t6(|t7 t 10 8
4(t6|t7 t 10 9
5 E—T E—->T E—>T E—->T
6 T —a T —a T —a T —a
7 T—b T—b T—b T—b
8 FE—-FE+T|E—SE+T EFE—-FE+T|E—-E+T
9 EFE—-~FEF-T|E—-FE-T E—-F-T|E—-FE-T

101t6(t7 t 10 1] 5
11 t3 t4 t 12
12 T — (E) T — (E) T — (E) T — (E)

(a) Soient les séquences u = ((a +b) — (a — b)) et v = (a + b)(a — b). Utilisez
u et v comme données d’entrée pour la procédure LR(1) de la page 167. La
table d’analyse LR(1) utilisée par la procédure est la table ci-dessus. Donnez
les informations demandées par le programme.

(b) Dites si u et v sont acceptées ou non par la procédure (c’est-a-dire si u,v €
L(G)). Pour chaque séquence acceptée, donnez la dérivation impliquée par 1’exé-
cution du programme.



5.3. CHAPITRE 2

Solution.

297

(a) Pour la séquence u, l’exécution du programme donne ce qui suit (la colonne
<S> est la valeur de la variable Symbole et la colonne <« J> la valeur de la
variable Jeton).

0O ~J O O i W N =

DO DO DD DD DD DD DD DD DD = e e e e e e e e
CO ~J O UL i W N RFEFOOWOITO Ot WN OO

Pile Alire S J EntréeTable
1 (a+b)—(a—0b)FIN| ( |1 t 10
1(10 a+b)—(a—0b)FIN | ( |10 t 10
1(10(10 +b) — (a—Db))FIN | a |10 t 6
1(10(10a6 b) —(a—b))FIN | + | 6 T—a
1(10(107T5 b) —(a—b))FIN | + | 5 E—T
1(10 (10 E 11 b) — (a—b)FIN | + |11 t3
1(10(10FE 11+ 3 )—(a—0b)FIN| b | 3 t 7
1(10(10F11+3b7 —(a=b)FIN| ) | 7 T—b
1(10(10E11 +3738 —(a=b)FIN| ) | 8 | EmSE+T
1(10(10E 11 —(a—=b)FIN| ) |11 t 12
1(10 (10 E11) 12 (a—b)FIN| — 12| T — (E)
1(10T5 (a—b)FIN| — | 5 E—T
1(10 E 11 (a=b)FIN | — |11 t 4
1(10E11 -4 a—b)FIN| ( | 4 t 10
1(10E11—-4(10 —b)FIN| a |10 t 6
1(10E11—-4(10a6 b)FIN| — | 6 T —a
1(10E11—-4(10T 5 D)FIN| — | 5| E—=T
1(10E11 —4(10E 11 b)FIN | — |11 t 4
1(10E11—4(10E11 -4 DFIN | b | 4 t 7
1(10E11—-4(10E11—-4b7 JFIN | ) | 7 T—b
1(10E11-4(10E11—-4T9 JFIN| ) |9 | E—SE-T
1(10E11—4(10F 11 JFIN | ) |11 t 12
1(10E11 —4(10 E11) 12 FIN| ) [12]| T = (E)
1(10E11-4T9 FIN| ) |9 | E—>E-T
1(10 E 11 FIN [ ) |11 t 12
1(10 E£11) 12 FIN (12| T — (E)
175 FIN | 5 E—-T
1FE2 FIN | 2 accepte
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Pour la séquence v, I'exécution du programme donne :

Pile Alire S J EntréeTable
111 a+0b)(a—bFIN | (|1 t 10
211(10 +b)(a — b)FIN | a | 10 t 6
3/1(10a6 b)(a —b)FIN | + | 6 T—a
411(10T5 b)(a —b)FIN | + | 5 E—-T
5/1(10 E 11 b)(a — b)FIN | + | 11 t3
6|1(10E£11+3 Y(a—b)FIN | b | 3 t 7
7I1(10E11+3b7 (a—bFIN| ) |7 T—b
8|1(10E11+3T8 (a—bFIN|) |8 | E—E+T
9|1(10E 11 (a—b)FIN | ) | 11 t 12
10[1(10 E11) 12 a—bFIN | (|12

(b) La séquence u est acceptée, mais pas v. La dérivation de u est la dérivation a
droite suivante :

E=T=(FE)=F-T)=(E-(E)=(F—-(E-1T))
=E-(FE-b)=FE-(T-b))=(E-(a—b)=(T—-(a—0))
= ((E)—(a—-0)=(E+T)-(a-b) = (E+b) —(a-1))
= ((T+b)—-(a—0) = ((a+b) —(a—10))

5.4 Chapitre 3

Probléme 1, page 187. En utilisant les machines de Turing élémentaires présen-
tées a la section 3.2, construisez une machine de Turing qui passe de la configuration
AwAAA - -- 3 la configuration AwAvAAA--- on v,w € {a,b}* et v est la séquence
w écrite a l'envers.

Solution. La machine de Turing demandée doit faire une copie inversée de la séquence
d’entrée w. Elle ressemble beaucoup a celle de la figure 3.8 de [Brookshear89|, qui fait
une copie directe de w. Nous supposons ici que le ruban initial contient seulement w,
puisque I’énoncé indique que la configuration initiale est AwAAA ---. La machine
suivante fait ’affaire. Remarquez qu’elle donne aussi le bon résultat si w = A.

i

S LN }—“» ARARAwLALAw—
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Probléme 2, page 187. Le résultat de 'exécution de — RL peut-il étre différent
de celui de I'exécution de — LR 7?7 Expliquez pourquoi.

Solution. Oui. Lorsque la téte de lecture est sur la premiére case du ruban, — RL
laisse la téte au méme endroit, alors qu’avec — LR, la machine de Turing termine
anormalement. Dans tous les autres cas, — RL et — LR ont le méme effet (la téte
de lecture ne bouge pas).

Probléme 1, page 201. Montrez que si le langage L est acceptable par une machine
de Turing, alors il existe une autre machine de Turing qui termine anormalement si
et seulement si la séquence d’entrée qui lui est soumise appartient a L. (Suggestion :
jetez un coup d’oeil au théoréme 3.20.)

Solution. Soit M la machine de Turing qui accepte L; on a L = L(M). Nous suppo-
sons que M accepte en terminant normalement et rejette en bouclant ou en terminant
anormalement. Supposons aussi que la configuration initiale soit AwAAA - --. Tl faut
construire une machine de Turing M’ telle que

M’ termine anormalement si et seulement si w € L,
c’est-a-dire
M' termine anormalement si et seulement si M accepte.

Soit " alphabet de ruban de M et supposons que # ¢ . Choisissons IV = T'U {#}
comme alphabet de ruban de M’.

1. M’ doit d’abord passer de la configuration AwAA --- & #AwAA --- afin de
marquer la premiére case du ruban avec le symbole # ; ceci lui permettra en-
suite, lors de la simulation de M, de détecter les cas o M termine anormale-
ment. La machine M’ commence donc par

- RAS RLAL#R
2. M’ doit ensuite simuler M, en surveillant 'occurrence de deux situations par-
ticuliéres.

(a) Si M’ atteint ’état correspondant a I’état final de M, elle doit exécuter
. L—

afin de terminer anormalement (puisque M accepte).

(b) Si # devient le symbole courant, c’est que M termine anormalement. M’
peut tout simplement s’arréter (M’ pourrait aussi boucler indéfiniment).
Notez qu’il suffit de vérifier la présence du # aprés chaque mouvement de
la téte vers la gauche.
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Remarquez que si M exécute une boucle infinie, alors il en sera de méme de
M.

Voici un exemple. Soit I' = {0, 1, A}. On a, a gauche, la machine M, et a droite,
la machine M’ correspondante.

L—
0 I 5 0 l
—R——R—— — RASRLAL#RR——— R——
ll 1
L~—— [
L —#

Apres le déplacement initial de la téte vers la droite,
(a) si symbole courant = A, M s’arréte et M’ termine anormalement ;
(b) si symbole courant = 0, M et M’ bouclent toutes les deux;

(c) si symbole courant = 1, M termine anormalement alors que M’ déplace la
téte de lecture vers la gauche et s’arréte lorsque la téte est sur le #.

Probléme 1, page 204. Construisez une grammaire a structures de phrase G telle
que

L(G) = {a™b"a™b" : m,n € N}.

Solution. Construisons la grammaire G = ({S, A, B, D, F'},{a, b}, S, R) progressive-
ment. Avec les 3 régles

S — AF A — aAa A—B

G génére les séquences de la forme a™Ba™F', ou m € N. En ajoutant les régles
B — bBN B—D

les séquences générées ont la forme a™b"DN"a™F', ot m,n € N. Avec les régles

Na — aN Da — aD
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les a passent a gauche de la sous-chaine DN™ et les séquences générées ont la forme
a™b"a™ DN"F. Finalement, les regles

NF — Fb DF — A

permettent d’obtenir les séquences de la forme désirée (et seulement celles-ci). La
grammaire compléte est donc

S — AF A — aAa A— B B — bBN B—D
Na — aN Da — aD NF — Fb DF — )\

Probléme 1, page 210. Soit L = {a"b"c" : n € N}. Construisez une machine de
Turing M qui décide L.

Solution. Il suffit de transformer quelque peu la machine de I’exemple 3.16. Faisons
d’abord 2 remarques.

1. Sila machine s’arréte, c’est dans la configuration AAAA - - - aprés avoir exécuté
le R au coin supérieur gauche (voir I’exemple sus-mentionné). Il suffit alors de
passer le contrdle & la sous-machine OL, pour accepter.

2. Tous les chemins qui ménent au R inférieur gauche (du méme exemple) doivent
conduire plutdt a une sous-machine (coin inférieur droit du diagramme ci-
dessous) qui produit la configuration finale ANAA ... Cette sous-machine
utilise le fait qu’en aucun temps la séquence d’entrée n’est coupée en sous-
séquences séparées par des A ; c’est pour cette raison que le R inférieur droit
positionne la téte de lecture & droite de tout symbole différent de A qui pourrait
rester sur le ruban. Il ne reste plus qu’a effacer ces symboles non blancs et a
écrire le N.
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OL
| N

St b
o [ b
leb ]l?,ja,b

b, c A c c, A a, A a, A

A

a

— R—




Chapitre 6

Autres commentaires

Preuve alternative de I’exemple 0.52

Montrons par induction (Yn € N : 2"t — 1 ="  2%). Soit P(n) le prédicat
1 o
Mt —1=3)"2"
i=0

Il faut montrer qu’il est vrai pour tout n € N.
e Base d’induction. Il faut montrer P(n) pour la plus petite valeur de n, soit

n=20:

P(0)

& ( Définition de P )
200 —1 =30 2

& ( Arithmétique et définition de ) )
1=20

& ( Arithmétique )
vrai

e Etape d’induction. Supposons que P(k) est vrai pour un k > 0 arbitraire et
montrons P(k + 1). (Le prédicat P(k) est appelé ’hypothése d’induction.)

Yt 2

— ( Extraction d’un terme de Y )
2k+1 + Z?:O 21

— ( Hypothése d’induction )

— ( Arithmétique : a + a = 2a )

303
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2 x 2k 1

= ( Arithmétique : a™ x a" = a™*" )
2k+2 _ 1

= ( Arithmétique )
ok+1)+1 _ 1

L’ensemble des rationnels est dénombrable

Un nombre rationnel non négatif (un élément de Q") est un nombre qui peut
s’exprimer comme le rapport de deux nombres naturels p et ¢ sans facteur commun
autre que 1. Il ne peut donc y avoir plus de nombres rationnels non négatifs que
de paires de nombres naturels (p, q), c’est-a-dire qu’on a |Q*| < |N x NJ. Or, nous
savons que N x N est dénombrable (exemple 0.70 des notes). Par conséquent Q" est
dénombrable. Il est ensuite facile de montrer que Q est dénombrable (essayez).

Sur le mélange des styles de preuve

Plusieurs tentent de mélanger le style de preuve utilisé dans les notes de cours (on
parle de logique équationnelle) et le style utilisé dans le cours de Structures discrétes
(appelé style de Hilbert). C’est ainsi que j’ai vu des < preuves»> qui ressemblent a la
suivante :

l.z2>4 AN <9

= ( Par 1 et la loi p A ¢ = p (ou autre justification similaire) )
2.z >4
= ( Par 1 et la loi p A ¢ = ¢ (ou autre justification similaire) )
3. 2<9

Les lignes 2 et 3 sont liées par une implication. Elles affirment que z > 4 =z < 9, ce
qui bien siir est incorrect (en prenant x = 10, par exemple, on voit que I'implication
est fausse). L’erreur vient de la tentative d’imiter le style de Hilbert en utilisant le
format des notes de cours. Avec le style de Hilbert, ce qui suit est correct :

lL.z>4 N zx<9
2. x >4 Par 1 et la loi p A ¢ = p (ou justification similaire)
3. <9 Par 1 et la loi p A ¢ = ¢ (ou justification similaire)

On peut ensuite utiliser les lignes 2 et 3 dans le reste de la preuve.
Le style de la logique équationnelle est ce qui se rapproche le plus de I'algébre du
secondaire. Supposons m,n € N. Vous comprenez bien la suite d’équations
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(m+1)2+2m
= ((m+1)?2=m?>+2m+1)
m?+2m+1+2m
= ( Associativité et commutativité de + & 2m + 2m = 4m )

m? +4m + 1

et il ne vous viendrait pas a I'idée (j’espére) d’écrire

1. m+n

< (Parletlaloim+n<m)
2. m

< (Parletlaloim+n<mn)
3. n

car il est clair qu'on ne peut affirmer m < n. Pourquoi alors faire de telles transfor-
mations pour des expressions booléennes ? Elles devraient étre traitées d’'une maniére
semblable aux expressions arithmétiques.

Petite note historique en passant : la logique équationnelle utilisée dans le cours
est semblable & celle du livre de Gries et Schneider (voyez la bibliographie, a la
page 307 des notes de cours). Ce sont des informaticiens qui sont a 'origine de cette
logique. Il y a en particulier le fameux Edsger W. Dijkstra, qui a lancé le premier
< a bas le goto », ainsi que Backhouse, Gries et plusieurs Hollandais. Ces chercheurs
travaillent dans le domaine de la dérivation de programmes & partir de spécifications
mathématiques et ils ont senti le besoin d’une logique qui permettrait de présenter
plus clairement les dérivations.

Si vous regardez les livres de mathématiques, vous constaterez que la grande ma-
jorité d’entre eux présentent leurs preuves en langue naturelle et qu’ils n’utilisent
aucun des styles formels comme le style de Hilbert ou le style dit de déduction na-
turelle. Par contre, depuis que la logique équationnelle a été introduite, de plus en
plus d’articles et de livres utilisent ce style. On peut espérer qu’un jour les livres
de mathématiques utilisés dans 1’enseignement adopteront ce style, de sorte que la
manipulation d’expressions booléennes devienne aussi familiére que la manipulation
de polynémes, par exemple.
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