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Problemes
d’ordonnancement

® Dans quel ordre doit-on executer
les taches?

® Qui doit executer les taches!?




Contraintes sur les taches

® Date de debut

® Echéance

® Jemps de traitement

® Contraintes d’anteriorite

® Preemption




Contraintes de ressources

® Nombre de ressources.
® Ressources executant plus vite certaines taches.

® Ressources executant seulement un sous-
ensemble des taches.
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Objectifs

® Minimiser le makespan
® Minimiser la somme des temps d’achevement

® Minimiser les retards
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Fig. 2.9 Complexity hierarchy of problems in Example 2.4.2

Source: Michael L. Pinedo, Scheduling, Theory, Algorithms, and
Systems, Third Edition
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Un premier probleme
polynomial

® Une seule ressource s1€1[1,2],80 € [1,2]
s3 €12,3],84 € [1,5

® Une tache doit
commencer au plus tot
au temps a et au plus
tard au temps b.

® Des temps de
traitement unitaires
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Un premier probleme
polynomial

S1 € :1,2:,82 c ::_,2:
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Un premier probleme
polynomial

c [1,2],s2 € [1, 2'
® Couplage dans 71 72

un graphe biparti 53 € [2,3], 84 € |
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Couplage dans un
graphe biparti convexe

Auteur

Annee

Glover

1967

Complexite

O(nlogn)

'''''




Couplage dans un
graphe biparti convexe

Auteur Annee Complexite
Glover 1967 O(nlogn)
Lipski & Preparata 198 | O(na(n))
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Couplage dans un
graphe biparti convexe

Auteur Annee Complexite
Glover 1967 O(nlogn)
Lipski & Preparata 198 | O(na(n))
Gabow & Tarjan 1983 O(n)
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Avec plus d’une

® m ressources

® Une tache doit
commencer au
plus tot au temps
a et au plus tard
au temps b.

® Des temps de
traitement
unitaires

ressource

816-1 2- 826::_,2:
s3 €12,3],84 € [1,5

4/

oM UNIVERSITE
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Avec plus d’une
ressource

® m ressources s1 € [1,2],s9 € :1_,2:
® Une tiche doit s3 € (2,3],81 € -
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a et au plus tard
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Avec plus d’une

® m ressources

® Une tache doit
commencer au
plus tot au temps
a et au plus tard
au temps b.

® Des temps de
traitement
unitaires

i
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reSSource
S1 € :1,2:,82 c (1,2
s3 €12,3],84 € [1,5
) (s3) Lo




Couplage dans un
graphe biparti convexe

Auteur Annee Complexite
Glover 1967 O(nlogn)
Lipski & Preparata 198 | O(na(n))
Gabow & Tarjan 1983 O(n)
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Temps de traitement
identiques

® Une seule ressource.

® Une tache doit commencer au plus tot au
temps a et au plus tard au temps b.

® Des temps de traitement identiques.

® | e probleme ne peut plus etre exprime par un
couplage dans un graphe biparti.

B P AVAL
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Temps de traitement
identiques

Garey, Johnson, Simons, and Tarjan 198

S1 € [1,9],82 - [2,4],83 - [4, 6],]? =3
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Temps de traitement
identiques

Garey, Johnson, Simons, and Tarjan 198

® Trouver les regions proscrites: O(nlogn)
® Ordonnancer les taches: O(nlogn)

® Jotal: O(nlogn)
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Generalisation a m
ressources

Auteurs Annee Complexite

Simons 1983 O(n° loglogn)




Generalisation a m
ressources

Auteurs Annee Complexite

Simons 1983 O(n° loglogn)

Simons & Warmuth 1989 O(n*m)

ercredi 17 ao(t 11



Generalisation a m

reSSources
Auteurs Annee Complexite
Simons 1983 O(n’loglog n)
Simons & Warmuth 1989 O(n°m)

Vakhania 2002 | O(d2,,..(m + dmax)n log n)
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Auteurs Annee Complexite
Simons 1983 O(n’loglog n)
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Generalisation a m

reSSources
Auteurs Annee Complexite
Simons 1983 O(n° loglogn)
Simons & Warmuth 1989 O(n°m)
Vakhania 2002 | O(d2,,..(m + dmax)n log n)
Diirr & Hurand 2009 O(n°)
L 6pez-Ortiz & Quimper| 2010 O(min(1, -~ )n’)
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Division du probleme

® Si un oracle fournissait les temps
de debut des taches...

mercredi 17 aolt 11



Division du probleme

® Si un oracle fournissait les temps
de debut des taches...

® alors un couplage dans un graphe
serait suffisant pour ordonnancer
les taches.

mercredi 17 aolt 11




Division du probleme

® Si un oracle fournissait les temps
de debut des taches...

® alors un couplage dans un graphe
serait suffisant pour ordonnancer
les taches.

mercredi 17 aolt 11




Division du probleme

® Si un oracle fournissait les temps
de debut des taches...

® alors un couplage dans un graphe
serait suffisant pour ordonnancer
les taches.

Xodd
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Formulation du probleme

® Soit s; € |1, u;) le temps d’execution de la tache ¢

® Soit : le nombre de taches debutant au temps ¢




Contraintes de ressources

® Pas plus de m taches commencent dans une fenétre
de temps p.
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Contraintes de ressources

® Pas plus de m taches commencent dans une fenétre
de temps p.
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Contraintes de ressources

® Pas plus de m taches commencent dans une fenétre
de temps p.

r1 + o+ 3 <M

To+ X3+ Ty <M

0 [0JO)JO) ©J0JOJ0XO

G DAVAL




Contraintes de ressources

® Pas plus de m taches commencent dans une fenétre
de temps p.

r1 + o+ 3 <M
To+ X3+ Ty <M

T3+ Ty +T5 <M
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Contraintes de ressources

® Pas plus de m taches commencent dans une fenétre
de temps p.

r1 + o+ 3 <M

— t+p—1
To + 23+ x4 <M # Zaztﬁm
t—=1

T3+ Ty +T5 <M
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Contraintes de taches

® | e debut d’'une tache doit appartenir a un intervalle

donné: s; € [r;, u;)

e
——— s2 € |
—T s3 € |
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Contraintes de taches

® | e debut d’'une tache doit appartenir a un intervalle

donné: s; € [r;, u;)

To+x3+ x4 > 1

e
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Contraintes de taches

® | e debut d’'une tache doit appartenir a un intervalle

donné: s; € [r;, u;)

To+x3+ x4 > 1
Ty + 5+ 26 > 1

e
——— s2 € |
—T s3 € |
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Contraintes de taches

® | e debut d’'une tache doit appartenir a un intervalle
donné: s; € [r;, u;)

_— ] s1 €19
I s9 € [2,4
—_ s3 € [4,6




Contraintes de taches

® | e debut d’'une tache doit appartenir a un intervalle
donné: s; € [r;, u;)

Uj—l

> wy > [{k | ri <reue < ugl
t=r;

Tqs+ x5 +16 > 1

To + T3+ X4+ T5 + T = 2

S1 € 1,9
————— s2 € (2,4
P §3 © :476:

0JO020J020202020X0




Formulation du probleme
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Formulation du probleme

® Changement de variable y; = sz
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1+p—1

Z Ty <M » Yitp — Yi <M
t=1
uj—l
Z%Z\{k\ﬁﬁmaukﬁujﬂ
t:’l"i

CEt>O
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Formulation du probleme

® Changement de variable y; = sz

Yitp —Yi <M

Yr; — Yu,; > _|{k | Ty STy U < uj}‘

Yi+1 — Yt = 0




Formulation du probleme

® Changement de variable y; = sz




Plus court chemin

t—1
® Changement de variable ¥y = Z x;
i=1

| UNIVERSITE
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Plus court chemin

Yitp —Yi S M
Yr; — Yu, < _|{k ‘ Ty S Thy Uk < uj}|

Yt — Y41 < 0

M UNIVERSITE
LR N
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Plus court chemin
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Plus court chemin

Yitp —Yi S M

Yr; — Yu, < _|{k ‘ Ty S Thy Uk < u]}|

Yt — Yg+1 < 0
816-19)
So & 24
NEDONOO00X0X0202020
D=3




Plus court chemin

Yitp —Yi S M
Yr; — Yu, < _|{k ‘ Ty S Thy Uk < u]}|

Yt — Y41 < 0

s1 € |1, m m m m m

1,9) m
so € [2,4) { V'V
s3€4,6) (1) () ) @W G © @ @

p=3




Plus court chemin

Yitp —Yi S M

Yr; — Yu, < _l{k ‘ Ty S Thy Uk < u]}|

S1 € 1,9) m

T
el 2004
s3€4,6) (1) 2) ) @ G © @ &




Plus court chemin

Yitp —Yi S M

Yr; — Yu, < _l{k ‘ ri < Ik, Uk < uj}|

s1 € [1,9) m m m m m m

so € (2,4) NN N
3324,6) 0@’90009 M@Q




Plus court chemin

oMM UNIVERSITE




Existence d’une solution

0 @;@: zoﬂ‘é -2
—
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Existence d’une solution

momMmTnTMm

‘/

—[k i < ks uk < ug g

® | e probleme a une solution ssi le graphe n’a pas de
cycle negatif.
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Trouver une solution

m ™m mmmmTMm

«o'o' YOOI
S

—{k | ri <re,up < ujl
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Trouver une solution

momMmTnTMm

«o'o' YOOI
S

—[k i < ks uk < ug g

® Soit d(t) le poids du chemin le plus court entre le
plus grand noeud et le noeud 7.




Trouver une solution

momMmTnTMm

«o'o' TOODDY
A

—[k i < ks uk < ug g

® Soit d(t) le poids du chemin le plus court entre le
plus grand noeud et le noeud 7.

e y, = n+ d(t) est une solution.

B P AVAL




Algorithme de Bellman-Ford

® d « [o0,00,.., 0]
® d[noeud d’origine] < 0
® Repete |V| fois
® Pour toutes les aretes (a, b)
® Sid[a] + w(a, b) < d[b] alors
® d[b] « d[a] + w(a, b)




Vecteur de distance

m ™m mmmmTMm

‘J

—{k | ri <re,up < ujl
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Vecteur de distance

m ™m mmmmTMm

‘J

—{k | ri <re,up < ujl

e d[9]=0

. IVERSITE




Vecteur de distance

eses;

e d[9]=0

e d[l]=-n




Vecteur de distance

T T ——T— — T

0/~ 0, ~0 ~0 A~ 0, ~0,~0,~0
0304040,0.0 0 020

—

e d[9]=0
e d[l]=-n
o d[i] <d[i+I]




Vecteur de distance

—— T ——T— — —

0/~ 0, ~0 ~0 A~ 0, ~0,~0,~0
0304040,0.0 0 020

——

d[9] =0
d[1] = -n
d[i] < d[i+1]

On peut noter les n noeuds ou l'inegalite est stricte.

H-H

i

UNIVERSITE
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Arétes ascendantes

m ™m mmmmTMm

«o'o' YO OND
S

—[k i < ks uk < ug g

® Soit d’'[x] le plus grand noeud atteignable a une
distance -x.




Aretes ascendantes

m m m T
XYY
DRORORC /

® Soit d’'[x] le plus grand noeud atteignable a une
distance -x.

e d’[i] « min(d’[i], d’i + m] + p)




816:

1,9)

so € |2,4)

sz € 12,7)
HoYoYoYoYoYoRoXoNo
4,6) 1

856:,

846:

p=35

m = 2

Aretes descendantes
N\

2 2 2 2 2 2

-1 < -1

H-H

UNIVERSITE




Aretes descendantes

1,9)
2,4)

sz € 12,7)

PP OO0000000
4,6) |

-1 < -1




Aretes descendantes




Aretes descendantes

Les arretes
descendantes
peuvent etre
relaxees en
temps O(n)
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Algorithme de Bellman-Ford

® d « [0, 00,.. 0]
® d[noeud d’origine] < O P
® Repete |V| fois v
® Pour toutes les arétes (a,b) O(n)+ O(n) = O(n)
® Sid[a] + w(a, b) < d[b] alors
® d[b] « d[a] + w(a, b)




| ’amelioration de Yen

On traite les aretes ascendantes en ordre croissant
de noeuds.

On traite les aretes descendantes en ordre
decroissant de noeuds.

Le nombre d’iterations dans I'algarithme de Bellman-

Ford mﬁy@‘ ances
ent G a ea e‘@ a @ hemin
le Plu /
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| ’amelioration de Yen

On traite les aretes ascendantes en ordre croissant
de noeuds.

On traite les arete@escendantes en ordre
decroissant de n ‘

Le nombre_dliteratians dz

m
Ford m'@?@‘ ances

ent G a aa e‘e a @ hemin
le Plu /
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| ’amelioration de Yen
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| ’amelioration de Yen

On traite les aretes ascendantes en ordre croissant
de noeuds.

On traite les aretes descendantes en ordre
decroissant de noeuds.

Le nombre d’iterations dans I'algarithme de Bellman-

Ford mﬁy@‘ ances
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| ’amelioration de Yen

® On traite les aretes ascendantes en ordre croissant
de noeuds.

® On traite les aretes descendantes en ordre
decroissant de noeuds.
m m m m m

B P AVAL
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| ’amelioration de Yen

® On traite les aretes ascendantes en ordre croissant
de noeuds.

® On traite les aretes descendantes en ordre
decroissant de noeuds.
m m m m m

B P AVAL
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| ’amelioration de Yen

® On traite les aretes ascendantes en ordre croissant
de noeuds.

® On traite les aretes descendantes en ordre
decroissant de noeuds.

® | e nombre d’iterations dans I'algorithme de Bellman-
Ford peut etre borne par le nombre d’alternances
entre arcs ascendants et descendants sur un chemin
le plus court.

B P AVAL
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Borne sur les alternances

S1 :179) "" »
5222,4) Q@@o@o@ 60@ ()9
s3 € |4,6) — ,




Borne sur les alternances

® Seuls n noeuds ont des aretes descendantes entrantes

T mo T o MmmMm

51 € [1,9) 'YYY »
55 2 2, 4) Q@@@W@ ()9
—

S3 & 4,6)

—[k | i < ks uk < ug g




Borne sur les alternances

® Deux aretes descendantes ne peuvent pas se Croiser.




Borne sur les alternances

1

® ||yaauplus -~ aretes descendantes disjointes.

e e e e ——

0~ 0,~0 0 ~0~0,~0,~0
040¢0,040,0,0,040

T




Borne sur les alternances

® ||y aau plus p aretes descendantes imbriquees.

e e e e ——

¢

0 0,~0,~0,~0,~0,~0 0
900@0




Borne sur les alternances

n

® |l y aau plus — aretes descendantes disjointes
m

B universiTE
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Borne sur les alternances

1

® |l y aau plus — aretes descendantes disjointes
m

® |lyaauplus P aretes descendantes imbriquees




Borne sur les alternances

n n .

® ||y aau plus — aretes descendantes disjointes
m

® |lyaauplus P aretes descendantes imbriquees
np .

® ||y a au plus — aretes descendantes
m
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Borne sur les alternances

n n .

® ||y aau plus — aretes descendantes disjointes
m

® |lyaauplus P aretes descendantes imbriquees
np .

® ||y a au plus — aretes descendantes
m

® Puisqu’il y a aussi une borne de n aretes descendantes,
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Borne sur les alternances

n n .
® ||y aau plus — aretes descendantes disjointes
m
® |lyaauplus P aretes descendantes imbriquees
np .
® ||y a au plus — aretes descendantes
m
® Puisqu’il y a aussi une borne de n aretes descendantes,
: . P
® il yaau plus min(—,n) alternances
m
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Algorithme de Bellman-Ford

® d « [0, 00,.., 0] o &
. ‘\\&' fb'o&
® d[noeud d’origine] < 0 ,\\b'z’ (\b
® Répéte min(@ n) fois & 0"&
m’ v 9
® Pour tous les arétes (a, b) O(n)+ O(n) = O(n)

® Sid[a] + w(a,b) <d[b] alors
® d[b] « d[a] + w(a, b)




Algorithme de Bellman-Ford

® d ¢+ [00,00,..,00] S &
. Q&Q Qs&
® d[noeud d’origine] < 0 Q&b (\b
® Répéte min(@ n) fois & 0"&
m’ v 9
® Pour tous les arétes (a, b) O(n)+ O(n) = O(n)

® Sid[a] + w(a,b) <d[b] alors

Complexite totale
® d[b] « d[a] + w(a, b)

O(min(1, %W)

G DAVAL




Objectif

® | ‘algorithme minimise la somme des temps de
debut d’execution.

n
min E S;
1=1

| UNIVERSITE

LAVAL

i
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Objectif

® | ‘algorithme minimise la somme des temps de
debut d’execution.

n
min E S;
i=1

® |'algorithme minimise le makespan

B uNiveRsITE
i LAVAL
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Travaux a venir

® Obtenir ou prouver une borne stricte sur le nombre
d’alternances sur un chemin le plus court.

B universiTE
s 8 8
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Travaux a venir

® Obtenir ou prouver une borne stricte sur le nombre
d’alternances sur un chemin le plus court.

® Utiliser 'algorithme pour resoudre la relaxation d’'un
probleme d’ordonnancement NP-Difficile.
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Travaux a venir

® Obtenir ou prouver une borne stricte sur le nombre
d’alternances sur un chemin le plus court.

® Utiliser 'algorithme pour resoudre la relaxation d’'un
probleme d’ordonnancement NP-Difficile.

® Obtenir un propagateur pour une contrainte globale.

G UAVAL
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