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Un problème d’apprentissage supervisé

Ensemble de données

S def
= {(x1, y1), (x2, y2), ..., (xn, yn))} ∼ Dn

x ∈ Rp est un vecteur de caractéristiques

yi
def
=
[
yi , yi

]
, avec yi , yi ∈ R et yi < yi , est un intervalle

D est une distribution inconnue qui génère les données

Données censurées

Censure à droite : y = [yi ,+∞)

Censure à gauche : y = (−∞, yi ]

Censure par intervalle : y = [yi , yi ]
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Censure à droite : y = [yi ,+∞)
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Erreur par rapport à un intervalle

Comment mesure-t-on l’erreur ?

Soit µ ∈ R la valeur prédite par un prédicteur quelconque. L’erreur par
rapport à l’intervalle [y, y] est :
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Hinge loss

1 Soit ` : R→ R, une fonction croissante

2 Soit [x ]+, la fonction partie positive, i.e. [x ]+ 6= 0⇔ x > 0

3 Le hinge loss associé à ` est φ`(x) = `([x ]+)
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Objectif

Notre but est de trouver une fonction f : Rp → R qui minimise l’erreur
pour tout exemple tiré de D :

minimize
f

E
(xi ,yi )∼D

φ`(yi − f (xi )) + φ`(f (xi )− yi ),
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L’algorithme Maximum Margin Interval Tree

Drouin et al. (U. Laval & U. McGill) MMIT 24 mai 2017 7 / 25



Maximum Margin Interval Tree

Nous cherchons un arbre de régression T : Rp → R qui minimise :

C (T )
def
=

∑
(xi ,yi )∈S

[
φ`
(
−T (xi ) + yi + ε

)
+ φ` (T (xi )− yi + ε)

]
où ε est un hyperparamètre de marge servant à la régularisation.

Nous considérons les cas `(x) = x et `(x) = x2.
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Les feuilles d’un MMIT

Soit T̃ , l’ensemble des feuilles d’un arbre T

Une feuille τ ∈ T̃ est associée à un ensemble d’exemples Sτ ⊆ S t.q.
I S =

⋃
τ∈T̃ Sτ

I Sτ ∩ Sτ ′ 6= ∅ ⇔ τ = τ ′

Chaque feuille prédit une constante pour tous les exemples dans Sτ

La contribution d’une feuille au coût total de l’arbre, étant donné
qu’elle prédit µ ∈ R, est donnée par

Cτ (µ)
def
=

∑
(xi ,yi )∈Sτ

[
φ`(−µ+ yi + ε) + φ`(µ− yi + ε)

]
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L’arbre est construit par partitionnement récursif

Soit une feuille τ0 ∈ T̃ :

τ0

Nous remplaçons τ0 par deux nouvelles feuilles τ1 et τ2 selon une
règle à valeur booléenne r : Rp → {Vrai,Faux} :

xij ≤ δ

τ1 τ2
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Partitionnement d’une feuille

Feature value (xij )

In
te

rv
a

l
li
m

it
s

µ0 ε
ε

Leaf τ0

Feature value (xij )

In
te

rv
a

l
li
m

it
s

µ1 ε
ε

µ2ε
ε

Leaf τ1 : xij ≤ δ

Leaf τ2 : xij > δ

Upper limit (yi )

Lower limit (yi )

Threshold (δ)

Predicted values (µ0, µ1, µ2)

Margin (ε) Cost

←−
Cτ0(µ1 | j , δ)

def
=

∑
(xi ,yi )∈Sτ0 : xij≤δ

[
φ`(−µ1 + yi + ε) + φ`(µ1 − yi + ε)

]
−→
Cτ0(µ2 | j , δ)

def
=

∑
(xi ,yi )∈Sτ0 : xij>δ

[
φ`(−µ2 + yi + ε) + φ`(µ2 − yi + ε)

]
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Problème d’optimisation convexe

Nous trouvons la règle à utiliser et les valeurs à prédire dans les feuilles en
solutionnant le problème d’optimisation suivant :

min
j ,δ,µ1,µ2

[
←−
Cτ (µ1 | j , δ) +

−→
Cτ (µ2 | j , δ)

]

Pour une règle donnée (xi j ≤ δ), ceci correspond à deux problèmes
d’optimisation convexe :

min
j ,δ

[
min
µ1

←−
Cτ (µ1 | j , δ) + min

µ2

−→
Cτ (µ2 | j , δ)

]
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Vers une solution par programmation dynamique

Observation
←−
Cτ (µ1 | j , δ) et

−→
Cτ (µ2 | j , δ) calculent la somme d’un ensemble de hinge

loss de type :

µ 7→ φ`(−µ+ yi + ε)

µ 7→ φ`(µ− yi + ε)

Supposons qu’il existe un algorithme Ω :
I Entrée : un ensemble quelconque de tels hinge loss définis sur µ

I Tâche : calcule la somme de tous les hinge loss

I Sortie : la valeur d’un minimum global et la valeur de µ correspondante

Nous montrerons que nous pouvons utiliser un tel Ω pour résoudre le
problème d’optimisation précédent de façon efficace
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Espace de recherche pour δ

Étant donné un attribut j , nous cherchons le meilleur seuil δ ∈ R pour
une règle de type xij ≤ δ

Il existe une infinité de valeurs possibles

Seul les valeurs δ ∈ {x1j , . . . , xnj} doivent être considérées, car les
autres valeurs ne changent pas les valeurs de Sτ1 et Sτ2 .

x2jx1j

Soit nj ≤ n, le nombre de valeurs uniques que prend l’attribut j , nous
considérons les seuils : δj ,1 < · · · < δj ,nj

Drouin et al. (U. Laval & U. McGill) MMIT 24 mai 2017 14 / 25



Vers une solution par programmation dynamique

Pour chaque valeur de seuil δj ,k , nous définissons Φj ,k , l’ensemble des
hinge loss de type µ 7→ φ`(−µ+ yi + ε) et µ 7→ φ`(µ− yi + ε) pour
les (xi , yi ) ∈ Sτ tels que xij = δj ,k .

Puisque δj ,i < δj ,i+1, nous avons :

min
µ

←−
Cτ (µ | j , δj ,k) = Ω(Φj ,1 ∪ · · · ∪ Φj ,k)

min
µ

−→
Cτ (µ | j , δj ,k) = Ω(Φj ,k+1 ∪ · · · ∪ Φj ,nj )

De plus, nous pouvons obtenir
←−
Cτ (µ | j , δj ,k) à partir de

←−
Cτ (µ | j , δj ,k−1) en ajoutant les hinge loss dans Φj ,k .

De façon similaire, nous pouvons obtenir
−→
Cτ (µ | j , δj ,k) à partir de

−→
Cτ (µ | j , δj ,k−1) en enlevant les hinge loss dans Φj ,k .
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Utilisation de l’algorithme Ω

Le coût associé à chacune des nj valeurs de seuil est donnée par :

δj ,1 : Ω(Φj ,1) + Ω(Φj ,2 ∪ · · · ∪ Φj ,nj )
...

...
...

δj ,i : Ω(Φj ,1 ∪ · · · ∪ Φj ,i ) + Ω(Φj ,i+1 ∪ · · · ∪ Φj ,nj )
...

...
...

δj ,nj−1 : Ω(Φj ,1 ∪ · · · ∪ Φj ,nj−1) + Ω(Φj ,nj )

Si Ω est un programme dynamique, nous pouvons calculer
chaque solution efficacement
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Le coût associé à chacune des nj valeurs de seuil est donnée par :

δj ,1 : Ω(Φj ,1) + Ω(Φj ,2 ∪ · · · ∪ Φj ,nj )
...

...
...

δj ,i : Ω(Φj ,1 ∪ · · · ∪ Φj ,i ) + Ω(Φj ,i+1 ∪ · · · ∪ Φj ,nj )
...

...
...

δj ,nj−1 : Ω(Φj ,1 ∪ · · · ∪ Φj ,nj−1) + Ω(Φj ,nj )

De bas en haut pour la deuxième colonne
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Intuition du fonctionnement de l’algorithme Ω

Les hinge loss que nous considérons ont la forme suivante (cas `(x) = x) :

Cas µ 7→ φ`(−µ+ yi + ε) :

𝜇

Cas µ 7→ φ`(µ− yi + ε) :

𝜇
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Intuition du fonctionnement de l’algorithme Ω

Une somme de hinge loss est une fonction convexe qui est
linéaire (ou quadratique) par parties
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Intuition du fonctionnement de l’algorithme Ω

Pointer

Nous maintenons toujours un pointeur sur le premier
point de changement le plus à droite de tout minimum global
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Intuition du fonctionnement de l’algorithme Ω

+

=

On ajoute les hinge loss un par un. Le pointeur doit parfois être déplacé.
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Complexité de calcul de l’algorithme Ω

Supposons que nous avons n hinge loss

Nous ajoutons les hinge loss à la somme un par un (n fois)

L’insertion d’un nouveau loss se fait en O(max(log n, k)) où k est le
nombre de déplacements de pointeur requis

Cas `(x) = x : nous avons démontré que k ∈ {0, 1}, donc O(n log n)

Cas `(x) = x2 : nous n’avons pas de telle garantie (démonstration
empirique)
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Cas `(x) = x : nous avons démontré que k ∈ {0, 1}, donc O(n log n)

Cas `(x) = x2 : nous n’avons pas de telle garantie (démonstration
empirique)

Drouin et al. (U. Laval & U. McGill) MMIT 24 mai 2017 18 / 25
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nombre de déplacements de pointeur requis
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Résultats
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Mesure empirique de la complexité de calcul
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Timings on simulated data sets

En moyenne, nous avons observé un temps de calcul proportionnel à
n log n pour le cas linéaire et le cas quadratique
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MMIT peut modéliser des fonctions non-linéaires

Signal feature (x)

f (x) = |x |

Signal feature (x)

f (x) = sin(x)

Signal feature (x)

f (x) = x/5
mmit l1-linear Function f (x) Lower limit Upper limit

MMIT arrive à modéliser des fonctions non-linéaires, alors que
le modèle linéaire de Hocking et al. (2013) n’y arrive pas
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Comparaison à l’état de l’art

Nous avons comparé notre méthode aux algorithmes suivants :

Constant : utilise l’ensemble d’entrâınement pour trouver la fonction
constante qui traverse le plus d’intervalles possible

Interval-CART : un arbre de régression (Breiman et al., 1984) où
chaque exemple (xi , yi ) ∈ S a été remplacé par deux exemples de
régression standard : (xi , yi + ε) et (xi , yi − ε).

L1-Linear : régression linéaire par intervalle à base de marge
(Hocking et al., 2013)

TransfoTree : un algorithme d’arbre de décision pour données
censurées n’utilisant pas de marge (Hothorn et Zeileis, 2017)
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Comparaison à l’état de l’art

Résultats pour 5 ensembles de test par ensemble de données :
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Métrique utilisée pour la comparaison :

MSE(h,S) =
1

n

n∑
i=1

(
[h(xi )− yi ]I [f (xi ) < yi ] + [h(xi )− yi ]I [f (xi ) > yi ]

)2
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Conclusion

Drouin et al. (U. Laval & U. McGill) MMIT 24 mai 2017 24 / 25



Conclusion

Nous avons proposé un nouvel algorithme d’arbre de décision pour le
paradigme de la régression par intervalles

Nous avons montré que les arbres pouvaient être entrâınés en
solutionnant une série de problèmes convexes

Nous avons proposé un algorithme de programmation dynamique
efficace pour cette tâche

Notre algorithme se compare favorablement à l’état de l’art
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Nous avons montré que les arbres pouvaient être entrâınés en
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Merci !

Questions ?
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