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Introduction
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Un probleme d'apprentissage supervisé

Ensemble de données

def

S = {(x1,y1), (x2,¥2), ..., (Xn,¥n))} ~ D"

x € RP est un vecteur de caractéristiques

yi & [&7)7,] avec y;,yj € R et ¥i <Yi, est un intervalle

D est une distribution inconnue qui génére les données
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Un probleme d'apprentissage supervisé

Ensemble de données

def

§= {(Xl, Y1)7 (X2aY2)a ooog (XmYn))} ~ D"

x € RP est un vecteur de caractéristiques

y; & [}i,)T,] avec y;,yi € R et ¥i <Yi, est un intervalle

D est une distribution inconnue qui génére les données

Données censurées

o Censure a droite : y = [y;, +00)
o Censure a gauche : y = (—00, Y]]

o Censure par intervalle : y = [y;,i]
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Erreur par rapport a un intervalle

Comment mesure-t-on |'erreur ?

Soit ¢ € R la valeur prédite par un prédicteur quelconque. L'erreur par
rapport a l'intervalle [y, y] est :

Cost
cocooo
OO0

T

15 =10 =05 00 05 1.0 15 20 25
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Erreur par rapport a un intervalle

Comment mesure-t-on |'erreur ?

Soit ¢ € R la valeur prédite par un prédicteur quelconque. L'erreur par
rapport a l'intervalle [y, y] est :

Cost
cocooo
DN O N = O 0o

T

1.5 -10 =05 00 05 1.0 15 20 25

|

Hinge loss
Q Soit /: R — R, une fonction croissante
@ Soit [x]4, la fonction partie positive, i.e. [x] Z0< x >0
© Le hinge loss associé a ¢ est ¢p(x) = ¢([x]+)
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Objectif

Notre but est de trouver une fonction f : RP — R qui minimise |'erreur
pour tout exemple tiré de D :

minifmize E  ou(yi — F(xi)) + o (xi) — ¥i),

Xi’yf)ND

Cost
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L algorithme Maximum Margin Interval Tree
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Maximum Margin Interval Tree

@ Nous cherchons un arbre de régression T : RP — R qui minimise :

CTYE D [pe(—T(xi) +yit+e) + e (T(xi) = ¥i + €)]

(xi,yi)ES

ol € est un hyperparametre de marge servant a la régularisation.

Drouin et al. (U. Laval & U. McGill) MMIT 24 mai 2017 8/25



Maximum Margin Interval Tree

@ Nous cherchons un arbre de régression T : RP — R qui minimise :

O E] Z (60 (=T (xi) + yi +€) + oo (T(xi) — yi +¢)]

(xi,yi)ES

ol € est un hyperparametre de marge servant a la régularisation.

o Nous considérons les cas £(x) = x et £(x) = x2.
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Les feuilles d'un MMIT

e Soit 7’ I'’ensemble des feuilles d’'un arbre T
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Les feuilles d'un MMIT

e Soit 7’ I'’ensemble des feuilles d’'un arbre T
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> S= UTE?: 5"'
» SSNS Al Tr=1
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Les feuilles d'un MMIT

e Soit 7’ I'’ensemble des feuilles d’'un arbre T

Une feuille 7 € T est associée 3 un ensemble d'exemples S C S t.q.

> S:UTETST
» S NSy #FbeT=1

Chaque feuille prédit une constante pour tous les exemples dans S;

La contribution d'une feuille au colit total de I'arbre, étant donné
qu'elle prédit i € R, est donnée par

C)E D> [be(—n+yite)+op—vite)
(xi,yi)eSs
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L'arbre est construit par partitionnement récursif

@ Soit une feuille 79 € T:

@ Nous remplacons 79 par deux nouvelles feuilles 71 et 7 selon une
régle a valeur booléenne r : RP — {Vrai, Faux} :
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Partitionnement d'une feuille

® Upper limit (¥7) Threshold (6) e Margin (¢€) —— Cost

O Lower limit (y;) ---- Predicted values (o, p11, f12)
2 4 2 ® €luy)
1.2 o) E|l ® ? Gl
= |l [ () [ o = L] o
gl.L . NN B o . ° o
5} g L
= = €
£ o E O

[e] [e]
O o]
Feature value (x;) Feature value (x;)
MMIT 24 mai 2017 11 /25
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Partitionnement d'une feuille

® Upper limit (¥7)

Threshold ()

—— Cost

in (€)

O Lower limit (y;) ---- Predicted values (o, p11, f12)
2 * £ b i
1.2 o) E|l ® ? Gl
= |l [ () [ o = L] o
< ) Q) [....0 N * ° ©
< S L
2 BN G
E o E O

[e] [e]
O o]

Feature value (x;)

2.

(Xi,¥i)ESry 1 x;; <6

def

<_ .
CTO(IU’I ‘Jv 5) =
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Partitionnement d'une feuille

® Upper limit (¥7) Threshold (6) e Margin (¢€) —— Cost

O Lower limit (y;) ---- Predicted values (o, p11, f12)
2l o * 1 b i
£ Q £ ¢
= [l [@ - = ° b A |
) ] o2 g [ ° ) o
3] S |
= = €
E o E O

[e] [e]
O o]

Feature value (x;)

2.

(Xi,¥i)ESry 1 x;; <6

2.

(x,-,y,-)GSTO 1Xj>0

def

<_ .
CTO(IU’I ‘Jv 5)

def

—> .
Cro(p21J,9)
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Probleme d'optimisation convexe

Nous trouvons la regle a utiliser et les valeurs a prédire dans les feuilles en
solutionnant le probléme d'optimisation suivant :

—

. - - H
“min |G (u1]/,0) + C(p2lj,0)
Js0,p1, 2
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Probleme d'optimisation convexe

Nous trouvons la regle a utiliser et les valeurs a prédire dans les feuilles en
solutionnant le probléme d'optimisation suivant :

. o - - H
min |:C7—(u1|j,5)+ CT(H2|J’6):|
Js0,p1, 2

Pour une reégle donnée (x;; < ¢), ceci correspond a deux problemes
d’optimisation convexe :

— —
min [min C-(p11Jj,0) + min C-(p2 ‘J’(s)]
J6 | M H2
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Vers une solution par programmation dynamique

Observation

— —
Cr(p1j,90) et Cr(p2lj,9) calculent la somme d'un ensemble de hinge
loss de type :

° u— dp(—p+yi+e)
o pi+ do(p —Yi +€)
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Vers une solution par programmation dynamique

Observation

— —
Cr(p1lJ,96) et Cr(p2]j,9) calculent la somme d'un ensemble de hinge
loss de type :

° u— dp(—p+yi+e)
o p— ¢u(p—Yi+e)

@ Supposons qu'il existe un algorithme € :
» Entrée : un ensemble quelconque de tels hinge loss définis sur p
» Tache : calcule la somme de tous les hinge loss

> Sortie : la valeur d’'un minimum global et la valeur de u correspondante
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Vers une solution par programmation dynamique

Observation

— —
Cr(p1lJ,96) et Cr(p2]j,9) calculent la somme d'un ensemble de hinge
loss de type :

® i ¢p(—p+yi+e)
o pi+ do(p —Yi +€)

@ Supposons qu'il existe un algorithme € :
» Entrée : un ensemble quelconque de tels hinge loss définis sur p
» Tache : calcule la somme de tous les hinge loss

> Sortie : la valeur d’'un minimum global et la valeur de u correspondante

@ Nous montrerons que nous pouvons utiliser un tel € pour résoudre le
probléme d'optimisation précédent de facon efficace
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Espace de recherche pour o

o Etant donné un attribut J, nous cherchons le meilleur seuil § € R pour
une régle de type x;; <9

@ |l existe une infinité de valeurs possibles

@ Seul les valeurs § € {xyj, ..., xn;} doivent &tre considérées, car les
autres valeurs ne changent pas les valeurs de S;, et S;,.

@ Soit nj < n, le nombre de valeurs uniques que prend I'attribut j, nous
considérons les seuils : §;1 < --- < 6j7nj
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Vers une solution par programmation dynamique
@ Pour chaque valeur de seuil §; x, nous définissons ®; ;, I'ensemble des

hinge loss de type p — ¢¢(—p + yi + €) et = dp(p — yi + €) pour
les (x;,yi) € Sr tels que x;; = Jj .
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Vers une solution par programmation dynamique
@ Pour chaque valeur de seuil §; x, nous définissons ®; ;, I'ensemble des

hinge loss de type p — ¢¢(—p + yi + €) et = dp(p — yi + €) pour
les (x;,yi) € Sr tels que x;; = Jj .

e Puisque 6;; < dj 41, nous avons :

. — .
mum CT(:LL |Ja 5j,k) = Q(cbj,l U---u ¢j,k)

—
mJn Cr(plis6jk) = AUPjup1U---UD; )
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Vers une solution par programmation dynamique
@ Pour chaque valeur de seuil §; x, nous définissons ®; ;, I'ensemble des

hinge loss de type p — ¢¢(—p + yi + €) et = dp(p — yi + €) pour
les (x;,yi) € Sr tels que x;; = Jj .

e Puisque 6;; < dj 41, nous avons :

. — .
mum G (:LL |Ja 5j,k) = Q(cbj,l U---u ¢j,k)
. —_ .
min Cr(pl),0j k) = UPjpqr1U---UD; )

«—
@ De plus, nous pouvons obtenir C; (1,9 x) a partir de

$—
C-(1]J,90j k—1) en ajoutant les hinge loss dans ®; .
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Vers une solution par programmation dynamique

@ Pour chaque valeur de seuil §; x, nous définissons ®; ;, I'ensemble des
hinge loss de type p — ¢¢(—p + yi + €) et = dp(p — yi + €) pour
les (x;,yi) € Sr tels que x;; = Jj .

e Puisque 6;; < dj 41, nous avons :
. <_ -
min Cr(pliydjk) = QP iU UDjx)
. H .
min Cr(pljs6jk) = APj 1 U UPjp)

«—
@ De plus, nous pouvons obtenir C; (1,9 x) a partir de

$—
C-(1]J,90j k—1) en ajoutant les hinge loss dans ®; .

_>
@ De fagon similaire, nous pouvons obtenir C. (|, 0; k) a partir de
—)
G- (1], 0jk—1) en enlevant les hinge loss dans ®; .
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Utilisation de I'algorithme 2

Le colit associé a chacune des n; valeurs de seuil est donnée par :

5j,1 : Q(q)j,l) + Q(¢j72 U---u ¢j,nj)
(5j,,' : Q((Dj’lU-"Uq)j’,') + Q(¢j’i+1U”'U¢j’nj)
5j,nj71 : Q(q)j’l U---uU ¢j,nj71) + Q((Dj’nj)

Si Q est un programme dynamique, nous pouvons calculer
chaque solution efficacement
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Utilisation de I'algorithme 2

Le coiit associé a chacune des n; valeurs de seuil est donnée par :
Q)1
Qdj U UB;)

Q@jaU--- U5 1)
De haut en bas pour la premiére colonne
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Utilisation de I'algorithme 2

Le coiit associé a chacune des n; valeurs de seuil est donnée par :
Q®j2U---UPjp)
Qi1 U UPjp)

Q(¢J7nj)
De bas en haut pour la deuxieme colonne
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Intuition du fonctionnement de I'algorithme €2

Les hinge loss que nous considérons ont la forme suivante (cas ¢(x) = x) :

o Cas pu+ ¢y(—p+yi+e):

\.—

U
o Cas ur— ¢y(n—yi+e):
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Intuition du fonctionnement de I'algorithme €2

26

Une somme de hinge loss est une fonction convexe qui est
linéaire (ou quadratique) par parties
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Intuition du fonctionnement de I'algorithme €2

Cost
8

28

-1.0 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0.0 02 0.4

Nous maintenons toujours un pointeur sur le premier
point de changement le plus a droite de tout minimum global
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Intuition du fonctionnement de I'algorithme €2

On ajoute les hinge loss un par un. Le pointeur doit parfois étre déplacé.
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Complexité de calcul de I'algorithme 2

@ Supposons que nous avons n hinge loss
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Complexité de calcul de I'algorithme €2

@ Supposons que nous avons n hinge loss
e Nous ajoutons les hinge loss a la somme un par un (n fois)

@ L'insertion d'un nouveau loss se fait en O(max(log n, k)) ou k est le
nombre de déplacements de pointeur requis
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e Nous ajoutons les hinge loss a la somme un par un (n fois)
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Complexité de calcul de I'algorithme €2

@ Supposons que nous avons n hinge loss
e Nous ajoutons les hinge loss a la somme un par un (n fois)

L'insertion d'un nouveau loss se fait en O(max(log n, k)) ou k est le
nombre de déplacements de pointeur requis

e Cas {(x) = x : nous avons démontré que k € {0,1}, donc O(nlogn)

Cas £(x) = x? : nous n'avons pas de telle garantie (démonstration
empirique)
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Résultats
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Mesure empirique de la complexité de calcul

Pointer moves on changepoint/UCI data sets

max

average

pointer moves
(2]
)

2- square|
1- linear|

m

14

0-

1(IJO 10b0 10600

En moyenne, nous avons observé un temps de calcul proportionnel a

v
100

1dUO

10000
n = number of outputs (finite interval limits)

seconds

Timings on simulated data sets

10.004

1.004

0.10

0.01+

1e-;-04 1e-l+05 1e+l-06 1e-;-07
number of outputs (finite interval limits)

nlog n pour le cas linéaire et le cas quadratique
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MMIT peut modéliser des fonctions non-linéaires

11-linear

Function f(x) o Lower limit o Upper limit
f(x) = sin(x) f(x) =x/5

Signal feature (x) Signal feature (x) Signal feature (x)

MMIT arrive a3 modéliser des fonctions non-linéaires, alors que
le modele linéaire de Hocking et al. (2013) n'y arrive pas
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Comparaison a |'état de I'art

Nous avons comparé notre méthode aux algorithmes suivants :

o Constant : utilise I'ensemble d’entrainement pour trouver la fonction
constante qui traverse le plus d'intervalles possible
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o Constant : utilise I'ensemble d’entrainement pour trouver la fonction
constante qui traverse le plus d'intervalles possible

o Interval-CART : un arbre de régression (Breiman et al., 1984) ou
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Comparaison a |'état de I'art

Nous avons comparé notre méthode aux algorithmes suivants :

o Constant : utilise I'ensemble d’entrainement pour trouver la fonction
constante qui traverse le plus d'intervalles possible

o Interval-CART : un arbre de régression (Breiman et al., 1984) ou
chaque exemple (x;,y;) € S a été remplacé par deux exemples de
régression standard : (x;,y; +€) et (x;,yi — €).

@ L1-Linear : régression linéaire par intervalle a base de marge
(Hocking et al., 2013)

@ TransfoTree : un algorithme d'arbre de décision pour données
censurées n'utilisant pas de marge (Hothorn et Zeileis, 2017)
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Comparaison a |'état de I'art

Résultats pour 5 ensembles de test par ensemble de données :

changepoint changepoint ucl ucl simulated simulated simulated
neuroblastoma histone triazines servo linear sin abs
n=3418 n=935 n=186 n=167 n=200 n=200 n=200
p=117 p=26 p=60 p=19 p=20 p=20 p=20
MMIT-S- 0 0o o o oo o o o o 000 o avo © oo o ®
MMIT-L e o oo @ o 0o o wo o o - oowo o coo
Interval-CARTH oo ™ o o oo o o o® [0 o ooo oo o
TransfoTree e oo o om ° 0o o 000 oo o o o oo oo oo
L1-Linear- eeo o - o o @ oo com amo o
Constant 4 oams| @ oo @0 omo o @o aom
' ' ' i 0 h ' ' ' ' ' R S S ' ' ' ' ' '
-25-2.0-15 0 1 2-30-25-20-15-2 -1 0 -8 6 -4 -2 -3 -2 -1 -2 -1 0

log10(mean squared test error) in 5-fold CV, one point per fold

Métrique utilisée pour la comparaison :
1 — _ _1\2
MSE(h, S) = — > ([A(x)) = yll [F(x)) < yil + [h(xi) — 7 [F(x:) > 7])
i=1

Drouin et al. (U. Laval & U. McGill) MMIT 24 mai 2017 23 /25



Conclusion
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Conclusion

@ Nous avons proposé un nouvel algorithme d'arbre de décision pour le
paradigme de la régression par intervalles
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@ Nous avons proposé un nouvel algorithme d'arbre de décision pour le
paradigme de la régression par intervalles

@ Nous avons montré que les arbres pouvaient étre entrainés en
solutionnant une série de problemes convexes

@ Nous avons proposé un algorithme de programmation dynamique
efficace pour cette tache

o Notre algorithme se compare favorablement a I'état de I'art
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Merci !

Questions ?
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