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Concept #1
Fusion de capteurs



Capteurs : forces et faiblesses

Caméra Proximity

Detection
5

4 Range

Sensor Cost

Sensor size Resolution

Detects speed Works in dark

Provides Colour /

Works in bright
Contrast orksnbrig

Works in snow/
fog / rain

LIDAR Proximity

Detection
5
Sensor Cost 4 Range
3
Sensor size i Resolution

Detects speed Works in dark

Provides Colour / itk i Bt
Contrast
Works in snow/

fog / rain

Sonar Proximity

Detection

Sensor Cost Range

Sensor size Resolution

Detects speed Works in dark

Provides Colour / Works in bright

Contrast
Works in snow/
fog / rain
Rad ar Proximity
Detection
5
Sensor Cost Range

Sensor size Resolution

Detects speed Works in dark

Provides Colour / Works in bright
Contrast
Works in snow/ fog 7

/ rain
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Fusion de capteurs/information

* Capteurs travaillent dans differentes modalites /
grandeurs physiques :
— LiDAR (temps de vol lumiéere, metre)
— odometre (pulsations, metre)
— cameéra (intensité lumineuse, pixel)
— centrale inertielle (accél., gyro, magnéto)

* On a souvent aussi des estimés prealables de pose X

 Comment combiner I'information de ces différentes
sources de facon optimale*, en tenant compte des
incertitudes (bruits)

=t UMIVERSITE
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*quand c’est possible/calculable en un temps raisonnable 8
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Fusion de capteurs : cas simple

* Soit un robot equipé de deux capteurs de distance
(A et B) ayant des bruits différents (o,°et o5?)
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Fusion de capteurs

e Quel est le meilleur estimé X de la position du robot a
partir des deux mesures z, et z5?

en tenant compte des bruits/incertitudes o,° et 05*?
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Fusion de capteur : moyenne pondérée

* Combiner les I mesures (évidences) obtenues, basée sur
I'inverse des variances o7

* Donner plus d'importance a la mesure (évidence) ayant
une variance o¢; plus petite.

. . 1
Information oc —

O.
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Fusion de capteurs : moyenne

Performances identiques, ;% = 6% Xx=10

capteur 1 capteur 2
3000 ' ' ; 3000 ' ' '
2500| ECArt-type 2500 | ECaTt-type

sigma=1.00 modele du Capteur sigma=1.00
2000 2 2000
Z =X+ N(0,0")
1500 l l 1500
000 -parfaitement linéaire 000
-bruit sans biais
>0 -portée illimitée 500
00 5 10 15 20 00 5 10 15 20

z, =10+ N(0,57 =1%) z,=10+N(0,o; =1°)

4= UNIVERSITE . _ .
3 GLO-4001/7021 Introduction a la robotique mobile 12
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Fusion de capteurs : moyenne

Performances identiques, ;% = 6% Xx=10

capteur 1 moyenne capteur 2
3000 - - - 3000 - - - 3000 - - -
écart-type écart-type écart-type
2500 sigma=1.00 2500 sigma=0.71 2500 sigma=1.00
R

2000 2000 VA | { 2000
1500 1500 | 1500
1000 1000 4 1000
500 500 P 500

0 0 0

0 5 10 15 20 0 5 10 15 {20 0 5 10 15 20

2, =104 NQ,0{ =) W) 7 = zlgzz « 2, =10+ N(0, 52 =12)

Grioyenne :Var{%zl+%Zz}=Var{%21}+var{%22}=%Var{zl}+%var{zz}:%af+%022 :%(1):— ............ ]

=t UMIVERSITE
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Fusion de capteurs : moyenne

Performances non-identiques, ;%> > > x=10

capteur 1 moyenne capteur 2
4000 - - - 4000 - -
écart-type écart-type
sigma=1.00 sigma=0.50
3000 : 3000
2000 ) 2000
1000 H 1000
0 0 - -
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
L+ L,

2,=10+N(0,0! =) W) 7, =

« z, =10+ N(0,02 = 0.5%)

=t UMIVERSITE
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Fusion de capteurs : moyenne

Performances non-identiques, ;%> > 6> x=10

il |
Omoyenne est pire:
capteur 1 ,/moyenne capteur 2
4000 : - - 4000 I,{ - - - 40063\l - -
\ \
écart-type 'e/cart‘-tyq;x; Jécart-type
sigma=1.00 | sigma=0.567 4 sigma=0.50 }
3000 {3000~ e __." { ao00fS<____ -
2000 2000 {2000
1000 1000 {1000
0 0 - - 0 - -
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
Z1 + 22

2,=10+N(0,c =1) W) z,= @ 2, =10+N(0,0? =05

15

i wesr | Puis-je quand méme soutirer de I'info du capteur 17?
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Fusion de capteurs : moyenne pondérée

4000

Capteurs
non-identiques, 0,2 > 0,2

3000

2000

1000

0

capteur 1

sigma=1.00

A

0 5 10 15 20

z, =10+ N(0,07 =1)

=t UMIVERSITE
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4000

3000

2000

1000

0

Z,=(1-w)z, +wz,

O<w<l

capteur 2

sigma=0.50

0 5 10 15 20

z, =10+ N(0, 57 =0.5%)
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Fusion de capteurs : moyenne pondérée

Capteurs
non-identiques, 0,2 > 0,2
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Variance Z3
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3000

2000

1000

0
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, 1.0
| _
|
| |
| _
|
/ ? | 0.5
vari<Z :
{ 3} / : ]
| | | | ' | | | |
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 06 0.7 0.8 09 1
Poids W
capteur 1 / ok capteur 2
4000 4000
sigma=1.00 2000 sigma=0.56 2000 sigma=0.50
2000 2000
1000 1000
0 5 10 15 20 % 5 10 15 20 % 5 10 15 20
— — 2 2
2, =10+ N(0,02 =1) | Z=A=W)Z +WZ, | 7,=10+N(0,0} =05°)
0<w<l

w=0.50
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Fusion de capteurs : moyenne pondérée

Capteurs
non-identiques, 0,2 > 0,2
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2
O,
081 Wopt = 2 Py
Ny 08 | 0, 70,
3 I
S 071 -
o |
T 0.6 Ini | — n
el minimum H\w=0.80
0.4 | _
03 | | | | | | | /' |
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0. 0.8 0.9 1
Poids
capteur 1 w=0.80 capteur 2
5000 5000 / 5000
4000 sigma=1.00 4000 | sigma=0.45 4000 sigma=0.50
3000 3000 3000
2000 1 2000 2000
1000 ‘ 1 1000 1000
0 0 0
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20 0 5 10 15 20

2, =10+ N(0, 07 =1)

Z,=(1-w)z, +wz,

O<w<l

2, =10+ N(0, 57 =0.5%)
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Preuve poids W optimal

Z, =(1-w)z, +wz,

—E—

032 = (1-W)2012 + VVZGZ2 (X; et X, sontindépendants)

d

- e - 2
Pour minimiser fonction, cherche d_vva?’ =0

d d
T 032 = v {(1-W)2 012 + WZGZZ} = 2(1-W)o'12 (-1 + 2Wc722 =0

2W-1)o,” +2wo,” =0

2

Poids optimal minimisant variance z; : |W=—"7"">
O, +O'2

(e w{;ﬂf GLO-4001/7021 Introduction a la robotique mobile ,0103 au manuel
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Fusion de capteurs : moyenne pondérée

T \
3 I
09+ _ 01 _ 1 _ 1 _ | -
i Wyt = — == > = =0.8,

08" o +o, 1+05 125 ! 7
o7 ' .
8 |
E 06 : b

0.4 | _
0.3 I I I I I | | ) I
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Poids
w=0.0 w=0.80 w=1.0
5000 5000 5000
4000 sigma=1.00 ] 4000 | sigma=0.45 1 4000 sigma=0.50
3000 1 3000 1 3000
2000 1 2000 1 2000
1000 1 1000 1 1000
0 0 0

0 5 10 15 20 0 10 15 20 0 5 10 15 20

2, =10+ N(0,02 =1?) | Z={-W)z +Wz, z, =10+ N(0,57 =0.5)

51"35 UNIVERSITE L _ _
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Fusion de capteurs : résume

o]’
o]’

ai deux mesures : z, etz,

ai les variances associées: o, et o,

combinaison optimale

2 2
_ 0y o
Z3 2 n y) Zl T 2 n 2

O, T0O, O, T0O,

Zy

I’évidence avec la plus petite variance ¢

On fait plus confiance a la mesure ou

HebH UNIVERSITE
rxEa

GLO-4001/7021 Introduction a la robotique mobile
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Concept #2
Moyenne au fil du temps



Moyenne au fil du temps

* Apres chaque mesure z, avoir le meilleur estimé
disponible de la position d d'un robot immobile

* Prendre plusieurs mesures du méme capteur
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Moyenne au fil du temps

* Apres chaque mesure z, avoir le meilleur estimé
disponible de la position d d'un robot immobile

* Prendre plusieurs mesures du méme capteur

cT(l):z
Z,+2,

d(2) =~ >

SOUONNNNNONNANNNNNANNNN
N
N

o
N
N T
N
[EN

25
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Moyenne au fil du temps

* Apres chaque mesure z, avoir le meilleur estimé
disponible de la position d d'un robot immobile

* Prendre plusieurs mesures du méme capteur

cT(l):z
7 2+,
7 d(2) =
2 @)=2
Z 2 .
2 L3 d(3):zl+zz+zg
Z T 3

0 itz

26
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Moyenne au fil du temps

* Apres chaque mesure z, avoir le meilleur estimé
disponible de la position d d'un robot immobile

* Prendre plusieurs mesures du méme capteur

=t UMIVERSITE
| & a

SOUONNNNNNNNNNNNANNNYN

0 Z422 Z1 Z3

cT(l):z
Z,+2,
d(2) =
(2) = >
6(3)221+22+23
3
&(4)=21+22+23+Z4
4

etc... 27


http://www2.ulaval.ca/accueil.html

Moyenne au fil du temps

* Avec le temps, la série s’allonge... et le temps de
calcul/espace de stockage pour les z; aussil!

7
e Z,+Z
2 d(2) =212
/ 2
7
2 i - Z,+2,+1
Z d@)="2"2"%
Z T 3
7
2 :’_.J » C1(4):21+22+23+z4

| L.l
0 242511123 4

=t UMIVERSITE
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Moyenne récursive

 Garder en mémoire 2 variables :
— estimé moyen )’Z(k) (estimé de x a l'instant k)
— estimé P(k) de la variance de X(k)

 On connait la variance o2, du capteur

» Apres nouvelle mesure z(k+1), on la combine avec X(k)

pour avoir un nouvel estimé X(k +1), P(k +1)
on a vu précédemment

2 reformulation:

we_ O P(k) z, = %(k)
2 2 — 2 z, =z(k +1)
O, t0, P(k)+ o3 zzzﬁ(k+l)

Z, =(1-w)z, +wz, X(k+1) =X(k)+w(z(k +1)—x(k))

;(k +1) =1-w)P(k)

var{z,} = var {(1-w)z, + wz, }

HebH UNIVERSITE
rxEa

variance diminue avec le temps
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Preuve sur la variance P(k)

R(k +1) = (k) + w(z(k +1) — %(K)) P(k) =Var{X(k)}
2(k +1) = A—wW)R(K) + wz(k + 1) EC
Var{&(k + 1)} =Var{(L—w)x(k) + wz(k + 1)} P9+ a;

Var{X(
Var{X(

On choisi le poids optimal : w=

DY} = (L—w)2Var{&(K)}+ wAVar{(z(k + 1)}

K+1)}=1-wW)*P(k) +W’o?
P(k)
P(K)+02

,donc : o2 = P(k)(i—l)
W

Var{&(k +1)}= (1—w)?P(k) + WZP(k)(% 1)

2

Var{&(k + 1)} = (1— 2w+ w?)P(K) +WW P(k)—w?P (k)
Var{(k +1)} = (1—w)P (k) .
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Exemple d’execution

Soit les mesures suivantes: Z ={z, =10,z,=12,z, =11} o’ =1

X(1) =z(1) =10 e P(k)
Pl =0, =1 P(K)+ o2
2(2)=12 py L1 X(k+1) = (k) +w(z(k +1) — X(k))
T P+or 141 2 P(k+1) = (L-w)P(k)
2 X(2) = x(1)+w(z(2) X(1)=10+= (12 10)=11
PR = (- DPW =3
2(3) = 1_1 P(2)  1/2 _1
P(2)+o? 1/2+1 3 On peut donc oublier
3 23)=%(2)+w(z(3)-R(2)) =11+= (11 1)=11 | les mesures z; aprés
P(3) = (1__)P(2)_1 les mises-a-jour

HebE UNIVERSITE N . .
rREl GLO- 4001/7021 Introductlon a la robotique mobile 31
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Implémentation filtre récursif matlab

% Boucle de capture d'echantillons

for k=1:nStep
z(k) = 5 + Scapteur*randn; % Z bruitee
if (k==1)

% Premier echantillon, on initialise
xhat = z(k);

P = Scapteur”"?;
else
% Equation (4.4) manuel p.104
w = P(k-1)/(P(k-1)+Scapteur”2) ;
xhat (k) = xhat(k-1) + w*(z(k)-xhat(k-1));
P (k) = (l-w)*P(k-1);
3 end
. mz (k) = mean(z(1l:k));
end \
2+ 7
Moyenne Recursive
1+ +*  Mesure z(k) =
> Moyenne <" Notez comment la moyenne
0 | | | | | [ ===~ Valeur Veritable se rapproche de la valeur
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 véritable, au fil des données

lteration k
Eﬁ MI.AVA[ GLO-4001/7021 Introduction a la robotique mobile 32
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Moyenne si la valeur réelle change...

* Silerobot se déplace...la moyenne perd son sens

! *
. *
MoyenneRecursive.m

6 * * * Py
ﬁ * koo
/ O 5 R
7 L . e N
7 é * PPlaa
; sS4 * " |
/1 + A
Z 2
2 o3 ]
2 | I \GE) ,,,,
/ .5 2_ ',4 _ &
f : | €\ e = Moyenne Recursive

0 i > [ 1L *  Mesure z(k)
! * * . | © Moyenne
d o Valeur Veritable
0 | 4 | | T
0 10 20 30 40 50
lteration k

=t UMIVERSITE
T b | 33
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Combiner mesures difféerents endroits

200 =x(K)+N(O,07..)
—

oo

—2(1)

GLO-4001/7021 Introduction a la robotique mobile

34
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Combiner mesures difféerents endroits

I(—Z(l)—)l Z(k) = X(k) +N (O’ Gliser)
m—

oo

résultat de la commande U, envoyée aux moteurs

‘/@

:—paS—> ——
®  [faidoncs D). 203

——12(2)—

et u;.,={u(l)}
Y

GLO-4001/7021 Introduction a la robotique mobile

HH=HH UNIVERSITE
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Combiner mesures difféerents endroits

2(k) = x(k) + N(0, 07, )

—2z(1)—y
e \ (D) =z(D) PQ) =0
| ]
i(_pas —

un pas ~ N(Ax,o2..)

1~ pas

—y
.—.J

HH=HH UNIVERSITE . \ . . =
rREl GLO-4001/7021 Introduction a la robotique mobile

——17(2)

innovation

moyenne
récu}*sive

36
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Combiner mesures difféerents endroits

m— X(1) =z(1) P) = Gzlaser

. . > avance
A - ——d'unpas_—
un pas ~ N(Ax,o2..)

pas

— %(2]2) = X() + Ax P2|) =P +0c°,,

. prend

A\ . ~—_ mesure __—

—1z(2)—
I - P2y
® @ 2 21T PRIy 1o
Szl laser  innovation
A " 22| X2)=X(2[D)+w(z(2) —X(2 1)
B UNIVERSITE ] == P(Z) — (1_ W) P(2 1)

GLO-4001/7021 Introduction a la robotique mobile 37
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Combiner mesures difféerents endroits

L
I

-

.

X(1) =z(2) P) = O-zlaser

dvance

un pas ~ N (Ax,c2 ) |Prédiction %

R(2|1) = R(1) + Ax PRI) =P +0°,

: pas
.
Fpasy —
AN g
—12z(2)—
O—OJ
A i

HH=HH UNIVERSITE
rxEa

prend

—__mesure _—

GLO-4001/7021 Introduction a la robotique mobilg

Mise a jour P(21)
W

moyenne

récu}*sive

B
X(2) = X(2|11) +w(z(2) - %(2]|1))

P(2)=(1-w)P(2]1)

38
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Estimation d’etat du robot

* On estime I'endroit le plus probable ou le robot
se situe a I'instant k:

X(K)

* ]Il faut aussi la confiance de cet estimé (variance),
pour savoir comment incorporer les mesures z :

P(k) ~ var {%(k)}

=t UMIVERSITE
| & a
56 LAVAL 39
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Estimation d’etat du robot

* Quelles sont les possibles variables d'intéret ?
— pose statique du robot: [x y 4]
— état dynamique du robot: [x y 8 Xy 6’}

— certains parametres d’'un capteur qui evoluent
lentement dans le temps (biais des gyros)

— 'endroit et la signature des objets dans I'environnement

* Idéalement I'état est choisi pour étre complet :
propriete Markov

— rarement vrai, mais constitue une bonne approximation

=t UMIVERSITE
| & i |

40
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Estimation d’état :
Filtrage Bayésien



Probleme de localisation

Je suis parti de X,

J'ai exécuteé les commandes de déplacement /
mesures odométriques” U,...U,

J'ai pris les mesures z,...z, (extéroceptives en général)

Ou suis-je a 'instant t? (X,) (filtrage)

=t UMIVERSITE
[ a

AL *les mesures odométriques sont traitées comme des commandes de déplacement
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Probleme de localisation

el (%) = P(X, | 2, ;)

bel() : belief ou croyance (raccourci de notation)
X; : pose du robot au temps préesent
U, : toutes les commandes passées envoyees aux actionneurs

Uy ={Ug, Up, «.os Ugk
Z,.. . toutes les mesures passées provenant des capteurs

Simple en apparence, mais imaginez 1000 commandes U, et
1000 mesures z.... une equation avec au moins 2000 termes?

Solution : ajouter des simplifications!

4= UNIVERSITE . _ .
Taxa GLO-4001/7021 Introduction a la robotique mobile 45
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Simplification : Etat X complet (Markovien)

NOUONONNNANNN
‘ﬂf\f
\%

Graphe des @ @

dépendances

dépend de... @
N ()



http://www2.ulaval.ca/accueil.html

Simplification : Etat X complet (Markovien)

U,

Zy

\ 4

NOUONNNNANNN

o

Xo

Ces dépendances vont nous permettre de
résoudre bel(x,) de facon récursive

Graphe des @ @ @ __» et _aln51 de
suilte...

dépendances

4dépend de..

=t UMIVERSITE @ @
[ a
m.a LAVAL

47
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Simplification par

indégendances des variables

x : état du robot (position, angle, etc.)

u : commandes envoyées aux actionneurs

Z : mesures provenant des capteurs

motion model/

Incertitude

p(xt | XO:t—l’ Zl't—l’ u]_'t) — p(xt | Xt—l’ ut) modeéle de déplacement| dugmente

(apres la commande u,, avant la mesure z,)

p(zt | XO:t’ Zl't—l’ ul't) — p(zt | Xt) fr?gggferggciglp{teur

(Apres tout, les mesures z ne dépendent que de la pose du robot)

aucune information ’

sur A
e UNIVERSITE @ e
g LAVAL

Incertitude
diminue

SO i () s () e O (D e
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Filtrage Bayésien : formule générique

Algorithme FiltreBayes (bel(x.,), U, Z)
for all X, do

belpred (Xt) :j p(xt | ut’ Xt—l)bel (Xt—l)dxt—l (1) Commande ut
bel(x,) =17p(z, | x)bel e (%) (2) Mesure z,

endfor
return bel(x)

* On doit avoir:
— belief original bel(x,) )
— probabilite de transition d’état : p(X|U;, X.1)| comportement

— modele du capteur p(z,| x,) du systeme

—

reper UNIVERSITE
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On cherche : bel(x.) = p(X. | z,,,U,,) | Preuve filtrage Bayésien récursif
Théoreme de Bayes: p(A|B,C)p(B|C)=p(B|AC)p(A|C)

(avec extra conditionnelle C)
P(X |2 2 0o U JP(Z, | 2 gy Ui ) = PAZ [ X0 Zag g Uy ) POX ] 200 U

extrait la dermere constante, car ne dépend pas e

mesureb@'(xt) p(xt | Liy Ly g, lt) _UP(Z | Xir Ly g ]_t) p(xt | Ly g lt)

Etat x, complet (Markov)
P(z | %, 2 1 W) = P(Z [ %)

(X |2, 2,5, U,) =17P(z, Ixt)p(xtlzu_l, Uy)




On cherche : bel(x.) = p(x | z,,,U,,)

Preuve filtrage Bayeésien récursif

Théoreme de Bayes :

(avec extra conditionnelle C)

pel (x,) =

p(A|C) = p(A|B,C)p(B|C)dB

Probabilités totales

P(A|B,C)p(B|C) = p(B| A C)p(A|C)

(2)
[CY TS
)

Etat X, complet (Markov)
PO X0 Zi 1 W) = PO% [ X g5 W)

.
p(xt | Zl't—l’ ul‘t) — p(xt | Xt—l’ Zl't—l’ ul‘t)lp(xt—l | Z]_'t—l’ ul't)dxt—l

p(x |z

PO | iy 40U ) = jﬁ(&l&_l,u)p(mlzu 10U )0

Théoreme d'independance
P(A|B) = p(A) si A, B indeép.

X,.; et U, sont mdependants si X
u, est présumé aléatoire pred( ) (1)

1t-1? lt) J‘p(xt | Xt—l’u )p(xt -1 | Z]_t -1 ]_t 1)dXt—l J‘p(xt |Xt 1’u )bel(xt 1)dxt -1



Filtrage Bayésien |Algorithme
récursif

Algorithme FiltreBayes (bel(x.,), U, Z)
for all X, do distribution
Prediction P el (%) = | P0G U % )bel (%, )dx,; | (1)
Mise-a-jour | > bel () =7p(z, | x )bel g (%) (2)
endfor
return bel(x)

bel() : belief ou croyance (raccourci de notation)
u, : commande au temps t

z, : mesure au temps t, apres la commande u,

X, : pose du robot au temps t, apres u, et z,

n : facteur de normalisation

Difficile a implémenter exactement car pas toujours de
solution analytique de I'intégrale (1) /produit (2)

=t UMIVERSITE
[ a
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Quand aura-t-on une solution analytique?

* Les équations a calculer sont

bel,,. (%) = | P U, % ,)bel (% ,)dx

bel(x.) =7p(z, | X )bel e (%)

* Solution analytique a ces équations si :
— bel( ) est gaussien
— les équations du systemes sont linéaires

— les bruits sont gaussiens

* Dans les autres cas, il faudra approximer

4= UNIVERSITE . _ .
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Exemple 1D représentation du bel(X,)

w A . . discret, carte « quadrillée »
RS continue, 1 gaussienne W A
S =
S e
S /-\ S
~
) = >X g
t 12 14 18 20 Xt
@ A continue, plusieurs gaussiennes
S
S v A ! !
S 3 discret, carte topologique
Sr= ~>. <
i : I I
S O
continue, par échantillons = - == =)
‘O A ) ) ") R ®) X
B : = =9 > t
= poids ~ prob 5 =2 =2 3 5 8
S o 0w w g = ¢
S N N L T
Q I I O ﬁ \O ) ~ @
S Lk t t 1 > N > o S
X, 4

7@ s LA T€alité va dicter la représentation de Bel(x,)

/7 ] ] » V4 [ . ] /7 55
Cette représentation dictera le type de filtre Bayésien utilisé
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Differents filtres de Kalman

» Fusion de capteurs gstimés+mesures

— combiner évidences de facon optimal [ concept clef #1
* Fusion de mesures dans le temps
, _ concept clef #2
— moyenne récursive

* Fusion de capteurs avec déeplacement :
estimation d’état (pour distributions Gaussiennes)

— Filtre de Kalman (linéaire)
— Filtre de Kalman étendu (non-linéaire) -H1+ H#2

— Filtre de Kalman non-parfumé (non-linéaire)

* Ce sont tous des filtres Bayésiens

=t UMIVERSITE
| & a
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Filtre de Kalman

 Utiliser la connaissance de la dynamique du
systeme pour reduire I'impact du bruit

» L'état+incertitude du systeme seront représentés
par des gaussiennes multidimensionnelles

1D 2D

centre

| BN S . S - - -
Probability D Y

- > matrice de

H covariance
GLO-4001/7021 Introduction a la robotique mobile 57
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Gaussienne multivariée dimension K

)

_, 1 1,. . 1, o
fx (X) = k eXp(—E(X—ﬂ)TZ (X - )
\/(272-) |Z|€d\\éterminant
[ 2
% =cov( X, X ;) = E[(X; —44)(X; — 1)] O%  Oxx
matrice carrée des covariances Y = Oyixo afz

(symétrique, définie positive)

Soit }J une matrice symétrique réelle d'ordre 11. Elle est dite définie positive si elle vérifie I'une des trois

proprietés eéquivalentes suivantes :

| Oxpx3 Oxoxg

1. Pour toute matrice colonne non nulle X a 71 élements reels, on a

XMx >0

Oyixq

Oxox3
2

GXB ]

x|

(autrement dit, la forme quadratique définie par [ est strictement positive pour X :,E )]

source : wikipedia

H i UNIVERSITE
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Filtre Bayésien avec gaussiennes +
équations linéaires :

Filtre de Kalman



Filtre de Kalman

* « Boite noire » d’équations (toujours les mémes, peu importe le systeme)
* Parametres qui décrivent le comportement du systeme
* Systeme dynamique, mesures incompletes* ou bruitées

* En entrée : commandes u(t) et mesures z(t) + estimé

précédent X(t-1) et sa covariance estimée P(t-1)
* En sortie : nouvel estimé de la pose X(t) + covariance P(t)

phi  gamma lambda

matrices: @ [ C:/ A

v vy v

u(t) —
Z(t) —>
R(t—1)—

P(t-1)—

Filtre de Kalman

LR(1)

—P(t)

 Pourquoi? Pour avoir X(t)plus
précis qu’avec seulement z(t)

mieux
que

* Je mesure (observe) X, y
mais je veux connaitre 6.

Z2(t)—

f

-1
capteur

L R(t)

60
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Equations du filtre de Kalman (apercu)

(Equations matricielles : systéme linéaire)
(1) R(K +1| k) = DK(K) + Tu(k)
2) P(k+1|k) =P (k)®" +C, (k +1)
(3) 2(k +1|K) = AR(K +1| k)
@) r(k+1) = z(k +1) - 2(k +1| k)
(5) K(k+1) = P(k +1|K)A'{AP(k +1| K)AT +C, (K + D)}
6) R(K +1) = R(K +1|K) + K (k +D)r(k +1)
(7) P(k +1) = (I =K (kK +DA)P(K +1| k)

Exécuté a chaque itération k :
* 1 vecteur commande u(k)

CHUAVAL * un vecteur de mesures Z(K)

61
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Filtre Kalman : estimateur optimal

Pré-requis:
Modele du systeme est linéaire X(k+1

Modele du capteur est linéaire 7(k +1

k) = DR(K) +Tu(k)
K) = AR(K +1[ k)

Bruits sont gaussiens, avec moyennes nulles. c2pteur

non -biaisé

Etat est caractérisé par une moyenne et

covariance = distribution unimodale

/\‘f m

Covariance est un bon indicateur de la confiance

Etat x(k) est complet : propriété de Markov

GLO-4001/7021 Introduction a la robotique mobile

63
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Estimation d’état

=t UMIVERSITE
[ a

i commandes mesure par capteur
LI() deplacements exteroceptifs

Mise-a-jour

un tour de la boucle par cycle
déplacement-mesure

GLO-4001/7021 Introduction a la robotique mobile

z(t)

64
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Modele linéaire du systeme

» Modéle de la dynamique du systéme Br“'t Gaussien

x(k +1) = @(k)x(k) + T (k)u(k) +@
actlons v(k) ~ N(0,5?)

modele matriciel
de transition d’état

modele matriciel
des commandes

(d(k) signifie que @ peut varier en fonction du temps)

(Ceci n’est pas I'équation du filtre, mais comment le systeme
fonctionne. On n'ajoute pas du bruit dans le filtre. Il en va de
méme pour les acétates suivantes sur les modeles).

4= UNIVERSITE . ) .
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Modele linéaire du systeme

» Modéle de la dynamique du systéme Br“'t Gaussien

X(k +1) (I)(k)X(k) 4 F(k)u(k) @ (erre,u.rs d.e

modélisation,

actlons perturbations)
* Exemple

oo

d(k +1) =d(K) + 5, (K) +V(K)
x(k +1) = x(K) + u(k) +v(k)

®=[1] T=[1] v~N(@O,o;,)

pas

Etat:x=[d] (meétres)
Commande : u=[oy] (metres)

>

d

E'ﬂ" LAVAL GLO-4001/7021 Introduction a la robotique mobile 66
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Modele linéaire du systeme (2)

vitesse angulaire motéur d Etat:x={ d}:/s Commande:u=[co] rad/s
_________ N —1>
rayonr ______| _._._
| d
d(k +1) =d(k) + d(k)At+V._ (K)*—— roches...
d(k +1) = r(o(k) +v, (k))
[dk+D)] [1 At][d(k) 0 v, (K)
X(k”){d(ku)}{o O}{d(k)} i H[w(k)] i va(k)}
\ N\ ] ‘—y—’

| || —
D X r

e LUNIVERSITE
i LAVAL u 67
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HebH UNIVERSITE
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Modele linéaire du capteur

Etat: x=[d]  (meétres)

2(k) = A(K)X(K) +@(K)) «— Bruit Gaussien

#
z(k) =0.5x(k)+w(k) =
2 \g/ 6&\]0\““\\(‘
g A=[05] w~N(@O,0l,) 1 #
é z (en Volt) d (métre's)
7 ]
| o @ ,
0 d

GLO-4001/7021 Introduction a la robotique mobile
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Modele linéaire du capteur (2)

x|
Etats : x=| .
d

(enVolt) | Zt | _ 05 0 |d N
(en pulse/s) | z, 0 5000 || d

\
Y
A

Z n’est pas en metres
Z peut avoir une variété d’'unités

Z, (en Volt)
— d

'_ﬂ' Z, (en pulse/s)
>

encodeur

=t UMIVERSITE d
| & a

optique

o SOUONNNNNNNANNANANANNNN N

W
W,

|

Ly
(pulse/s)

z, (\Volt)

?

2(k) = A(K)X(K) +@(K)) «— Bruit Gaussien

d
| ((\\
a0t
'L(Q

—>

>
d (metres)

il
00&90\56‘@
0

'Lz/%

>
d (métres/s)
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Modele linéaire du capteur (3)

, d
Etats:x=LJ 2(k) = A(K)X(K) +@(K)) «<— Bruit Gaussien

/ t
2vs. 1 d % d
T =10. : \)
2]-05 o gleu] B
NFi 1’1/
z n’est pas obligé .
d’avoir la méme d (metres)
dimension que X
Z, (en Volt)

1 d

HH=HH UNIVERSITE d
r

- = PAAANNNANNNNNNNNNNNY
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Modele linéaire du capteur (4)

+
, d o
Etats : x = M 2(k) = A(k)x(k) +w(k) S N
\|
f N /05&\]0
. i} L - .
2vs.3_| 4 05 0 ’ W, »
z, =112 0 Ll } +| W, A d (métres)
) 'z, | 191 0] W, g
/7 —
2 2,(en Volt) o 2,=1.2(Volt/m)d
7 [ ] >
7 — % (en Volt) d (meétres)
/ Z1(en Volt) =1
7 [ ] i S
f _'_.___'d Z Z25=9.1(Volt/m)d
_ /O . d " N >
i LAVAL

d (metres)
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Filtre Kalman

* Ce quel'on cherche a estimer :

— estimé de la pose au momentk : X(K)
— estimé de la covariance de la pose au momentKk : P(k)

* Ce que 'on doit connaitre de notre systeme

— Variance sur déplacement C,(K)| fourni par le manufacturier
— Variance sur capteurs C,,(Kk) / vous le mesurez

— Modele transition d’état @ } c’est votre modele

— Modéle des commandes I | Physique du systeme

— Modele du capteur A } fourni par le manufacturier /
calibration manuelle

4= UNIVERSITE . _ .
Taxa GLO-4001/7021 Introduction a la robotique mobile 72
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Notation

X(k) estime de la pose au moment k
X(k+1|k) estime de la pose, apres déplacement u(k +1), avant mesure z(k +1)
X(k+1)  estime de la pose, apres mesure z(k +1)

R(k +1[k)

commandes mesure par capteur
déplacements exteroceptifs

R(K) :

R(k +1)

GLO-4001/7021 Introduction a la robotique mobile 73

u(k+1) z(k+1)
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Filtre Kalman : prédiction sur X

avant mesure z(k+1) 1 (K +1| k) = D(K)R(K) +T(K)u(k)

cas chariot1D

L

o

T
pour d(k) =[1], T(k)=[1] = RK(k+1|k)=R(k)+AX

5{“ I.AVAL GLO-4001/7021 Introduction & la robotique mobile 74
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Filtre Kalman générique : prédiction sur P

* Variance estimée sur la prédiction X(k):

P10 = B0 -x0) (0 -x0)

toujours inconnue)
P(k +1|k) = D(k)P(k)D(k)" + C, (k)

Bruit sur déplacement,
perturbations

* Par exemple, 1 dimension et ®=|1]
P(k+1|k) =®P(k)®' +C, = P(k)+C,
* Par exemple, 1 dimension et ®=|a]
P(k+1|k)=®P(k)®" +C, =aP(k)a+C, =a*P(k)+C,

e UNIVERSITE . . . .
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Prédiction sur P : véhicule accéléreé

Modeéle physique : Y, = Y,, + Y, AT +3 VAT V. =Y, + VAT

Modele linéaire Kalman : X, = CDXt—l +1u

, y . 1 AT LAT2
Etat: X — ] Commande: U = [y] q) :|: :| F _ ZAT
y 0 1 AT
400 0

TN T e Te e B
P(k -|-]_| k) — l(I)P(I()(I) ’-|-CV Initialisation : P(l)_{ ) 16} AT _ 05

/ Incertitude sur position augmente
| 11400 01 1 0] [404 8]

OP(1)D" = = .
() O 1 O 16 _05 1_ i 8 \ Incertitude sur

vitesse inchangée

|

v __2 Vv v __2
o O, o 0 , . i
AjouteC, =| "’ V= Y , (Déterminee Incertitude P
L v v srimental t
oy 0y | 0 ‘Yo |cxpérimentalement)| 4 omente partout
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Filtre Kalman : prédiction sur P

P(k+1| k) =D(k)P(k)D(k)" +C, (k)

.

cas chariot1D

=== ==

f.

O (k) =[1] = P(k)+0”

Axﬁ — > \

77
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Estimation d’état : prediction

note ! pour alléger la notation, ®=a(k), I'=I(k)

R(k +1| k)

R(k +1] k) = DR(K) +Tu(k)
P(k +1| k) =DP(K)®" +C,
7(k +1)

u(k) commandes mesure par capteur
deplacements exteroceptifs

(k)

X

el LUNIVERSITE . N . .
50 8 GLO-4001/7021 Introduction a la robotique mobile 78
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=t UMIVERSITE
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Estimation d’état : mise-a-jour

note ! pour alléger la notation, ®=a(k), I'=I(k)

_-~mesure par capteur

/

u(k commandes
déplacements .- exteroceptifs _--~

—-—
-
__
- =

GLO-4001/7021 Introduction a la robotique mobile 79
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Filtre Kalman : prédire mesure 7

* Prédire la mesure du capteur :

fonction linéaire
du capteur

A

2(k +1]K) = A(k +D%(k +1] k)

. |
Etat que I'on
pense étre

* Compare avec mesure prise z(k+1) : innovation r

r(k+1) = 2(k +1) - 2(k +1]k)
| |

mesure mesure
obtenue prédite

4= UNIVERSITE . _ .
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Calcu

| poids optimal : gain K

* Kestsimilaire a wy, vu precedemment

* Permet de combiner de facon optimale I'’estimé de position

X(k +1|k) avec

I'innovation r(k+1), en tenant compte de :

— estimé de la covariance de I'estimé de la pose : P(k+1]k)

— covariance de la mesure : matrice C,(k+1)

K(k+1) = P(k +1}

OAK+D{AK+DP(K +1| K)AK+D" +C, (k+1)}

exemple: A(K+1) = [l ,
K(k+1) =Pk +1[K) [ Pk +1|K)[1] +ot ¥} =

=t UMIVERSITE
| & a

2
C, =0, . o
w aser (voir moyenne récursive)

P(k+1]k)
P(k+1]K) + Opee
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Calcul poids optimal : gain K

 Comparaison faite dans I'espace des mesures (via
A), et non pas dans l'espace de I'état
K(k+2)=P(k+LH)AK+D{AK+DPK+1[)AK+YT + C, (k+D}*
\ J
« passe » laYcovariance covariavnce des

sur I’état a travers la bruits dans les
fonction de capteur unités des

capteurs
* On n'inverse donc jamais la fonction de capteur

* (Avantage : Si la fonction de capteur n’est pas bijective, on ne peut pas l'inverser.
Dans ce cas-ci linéaire, ce ne sera jamais un probleme. Mais pour des cas non-

linéaires (EKF) cela pourrait arriver : capteur infrarouge!)

=t UMIVERSITE
| 4 ;| 82
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Combiner innovation + estimeé

gain Kalman :
Estimé aprés matrice distribue
mesure les corrections

A
(K +1)\=‘>A<(k +1K) + K(k+Dr(k +1)
q \ Y )

Estimé avant innovation :
mesure information du
capteur

Casaunedimension: 0 < K=<1

AN

Fait entierement Fait entierement

confiance a I’estimé confiance a la mesure
P<<C,, P>>C,

=t UMIVERSITE
K |
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Espace des mesures vs. espace d’état

calcul du gain: K(k+1)=P(k+1|k)A"{AP(k +1|kK)A" + C }*

R(k+1|k)=4.3m

P =(0.2m)?> =0.04 m*
A=3V/m

oy =03V

z(k) =13.8 V (x=4.6 m)

K (k+2) =0.04m* x3 V/m{3 V/mx0.04 m* x3 V/m + 0.09 V*}*
K(k+1) =0.2667 m/V

prédiction de mesure :
5k +1]K) = AR(Kk +1|K) =3 V/imx4.3m =129V
innovation :
r(k+1)=z(k+1)-2(k+1|k)=138V-129V=09V

mise-a-jour:

R(k +1) = R(K +1|K) + K (kK +)r(k +1) = 4.3 m + 0.2667 m/\V/ x0.9 V=4.540 m

Rapporté dans l'espace de I'état

méthode 4.607% +4.307

- meéeme chose

K]
4.6x0.04+4.3x0.01 oy 03V

fusion o’ +o’

0.1m

— 45400
0.05 i

o, = = =
Al 3V/m

x

_/

o202

estimé directement
selon mesure z
|

=t UMIVERSITE
[ a

43 x(m) 454 416 : -
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Ajuster la covariance P

* Nous avons acquis de la précision sur la pose

 LL.a covariance P va nécessairement diminuer

Pk +1) = (1 —K(K +DAK +D)P(K +1|k)

UNIVERSITE . N . .
LAVAL GLO-4001/7021 Introduction a la robotique mobile 86
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Equations du filtre de Kalman

* Prédiction (lors du deplacement)

(1) X(k+1| k) =DX(k)+Tu(k)déplacement du robot

) P(k+1|k)=®P(k)®" +C, augmentation covariance P, aprés déplacement
* Mise-a-jour (mesure par capteur extéroceptif)

(3) Z(k+1|k) = AX(k +1| k) prédire ce que je devrait mesurer

(4) r(k -|-]_) — z(k -|-]_) — 2(k -|-]_| () compare avec mesure : innovation r(k+1)

(5) K(k+1)=P(k+1|k)A'{AP(k +1|k)A" +C, (k+1)} " gain optimal

6) R(K +1) = R(K +1|K) + K (K +Dr(K +1) combine estimé pose + mesure

7) P(k+1) =1 -K(k+DA)P(k+1|K) ajuste covariance P, aprés gain info

note : pour alléger la notation, ®=d(k), I'=I(k), A=A(k)

HebH UNIVERSITE
rxEa
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