
Philippe Giguère

Modèle de déplacement

Navigation à l’aveugle



Modélisation des 
déplacements



Pose du robot

• Travailler dans un environnement plan
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Modèle de déplacement par vitesses

• Modélise le déplacement d’un robot par une 
combinaison de vitesses :

– en translation Vt (unités de m/s)

– angulaire wt (unités de rad/s, sens antihoraire)
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Commande ut avec cond. différentielle

• Deux roues motorisées indépendantes

• Roues avancent avec vitesses Vg, Vd
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Déplacements, conduite différentielle

36

Intégration d’ordre zéro

L’état suivant ne dépend pas des états t-2, t-3, etc… 
(propriété de Markov, à venir)

avec matlab

x(t)=x(t-1) + V(t)*cos(Theta(t-1))*dt;

y(t)=y(t-1) + V(t)*sin(Theta(t-1)*dt;

Theta(t)=Theta(t-1) + Omega(t)*dt;

dt = 0.01;
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Une commande = un pas

• Décomposer le mouvement 
en segments de droite

37
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Choix arbitraire de faire la 
translation avant la rotation.

Pour Dt0, cela ne fera plus 
de différence.
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Exemple avec matlab

38
exemple complet sur site web: ExempleDiffDriveSansBruit.m

dt = 0.2; % increment en temps

Omega = [zeros(1,10) 1*ones(1,10) -1*ones(1,10)];

V     = [ones(1,10) 1.5*ones(1,10) 0.7*ones(1,10)];

Time  = (0:(size(V,2)-1))*dt;

% Initialisation

Theta(1) = 0; x(1) = 0; y(1) = 0;

for t = 2:size(V,2)

x(t) = x(t-1) + V(t)*cos(Theta(t-1))*dt;

y(t) = y(t-1) + V(t)*sin(Theta(t-1))*dt;

Theta(t) = Theta(t-1) + Omega(t)*dt; 

end

w
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) 
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Solution plus précise

• En considérant un déplacement en arc de cercle 
plutôt qu’une droite.
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Tiré de Probabilistic Robotics, S. Thrun, W. Burgard, D. Fox, p. 127

(évite le problème du moment de la rotation)
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Processus de Markov

• Pour simplifier les équations, on prétendra que 
l’état X du robot a la propriété de Markov
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Processus stochastique, dont la prédiction du 
futur à partir du présent n’est pas rendue 

plus précise par des éléments d’information 
concernant le passé

1 0 1 1 2 2( | , , , , ,..., , )t t tP X X u X u X u X 

Simplifie les probabilités :

1( | , )t t tP X u X
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Déplacements probabilistes

• Parce que le monde n’est pas parfait…

• Pour modéliser une commande ut probabiliste

– bruits dans les actionneurs

– perturbations extérieures

• Modèle  plus réaliste

GLO-4001/7021 Introduction à la robotique mobile 41

1( | , )t t tp x x u
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pose
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Modèle graphique

xtxt-1xt-2

utut-1
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Bien identifier le modèle du bruit

• Préférable de surestimer le bruit dans le 
modèle que de le sous-estimer

• Pensez marge de sécurité!

– smodèle > sréel : sous-estimer la précision

– smodèle < sréel : perte de robustesse des algos

42

(peut-on penser à toutes les sources d’erreur d’un système?)

viaduc de la Concorde

(système inconsistant)

http://www2.ulaval.ca/accueil.html


Modèle de déplacement 1D ut

• Pour un robot 1 D

43

pdf(ut)

distance 
moyenne mpas

2( , )t pas pasu N m s

1t t tX X u  

0

Faire un pas :

gaussienne

gaussienne

forme de la 
distribution = ?

Somme de deux 
variables aléatoires
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Distribution d’une somme de variables aléatoire

• La distribution de probabilité de la somme de deux 
variables aléatoires indépendantes X1 et X2 est la 
convolution de leur distribution individuelle

44
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Modèle du déplacement ut

• Pour un robot 1 D

45

pdf(ut)

distance 
moyenne mpas

2( , )pas pasN m s

1t t tX X u  

0

Faire un pas :

gaussienne

gaussienne

Gaussienne!

Somme de deux 
variables aléatoires

voir Chapter7_SumOfProbabilities.pdf sur site du cours 
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• 1 pas : ut ~N(mpas,spas
2)     ou   ut = mpas + epas ,    epas~N(0,spas

2)

• Variance de la position véritable en fonction du nombre de pas a:

sx
2 = aspas

2

Augmentation de l’incertitude 1D
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Distributions des positions (simulation matlab)

mettre en évidence 
bruit sans biais

{ } { } { } { , }Var X Y Var X Var Y Cov X Y   
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Erreur gaussienne? Vraiment?

• Si p(ut) n’est pas une distribution gaussienne?

• Théorème central limite :

– « toute somme de variables aléatoires indépendantes et 
identiquement distribuées (iid) tend vers une variable 
aléatoire gaussienne »
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source : wikipédia

X rand , avec rand étant distribution uniforme entre 0 et 1
p(X)

h
is

to
gr

am
m

e
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Erreur gaussienne? Vraiment?

• Si p(ut) n’est pas une distribution gaussienne?

• Théorème central limite :

– « toute somme de variables aléatoires indépendantes et 
identiquement distribuées (iid) tend vers une variable 
aléatoire gaussienne »
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X rand
p(X) 1 2( )p X X 1 2 3( )p X X X  1 2 3 4( )p X X X X   1 2 3 4 5( )p X X X X X   

h
is

to
gr

am
m

e

source : wikipédia

, avec rand étant distribution uniforme entre 0 et 1
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Exemple en 1 D

• Position de départ parfaitement connue : sx = 0

• Variance de déplacement est a. 

GLO-4001/7021 Introduction à la robotique mobile

x0 x1
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Vous ne saurez 
jamais x1

Représenter l’estimé 
de la position par 

gaussienne : x et sx
2

E
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é

écart (bruit)
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Exemple en 1 D

• Position de départ parfaitement connue : sx = 0

• Variance de déplacement est a. 
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Exemples répétés de déplacements
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3

100

10,000

Nombre de simulations N

positions que vous estimez vous situer

1m
2m 3m 4m 5m

En bleu : 
simulation

N=1
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Exemples répétés de déplacements
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loi des 
grands 

nombres : 
plus N est 

grand, on se 
rapproche de 
la distribution 

réelle

Nombre de simulations N

N=1

N=3

N=100

N=10,000
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Exemple en 2 D, conduite différentielle

• Rayons rg = rd et terrain accidenté
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Erreur sur estimé s’accumule
en fonction du temps/distance

x

y

ExempleClasseDiffDrive.m

Estimé

w = 0 + ew ,   ew~ N(0, 0.022)

V = 1+ eV,    eV ~ N(0, 0.052)

Vitesse 
angulaire

Vitesse 
linéaire
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Navigation aveugle : conduite différentielle

• Rayons rd > rg
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y

x

erreur biaisée

2( , )V VV N m s2( , )N w ww sm

Estimé
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Trajectoire si biais dans l’angle
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2( , )N w ww sm

2( , )0N ww s

En « moyenne », 
l’estimé suit la 

trajectoire

… mais pas s’il y a 
un biais…

Estimé

Estimé

http://www2.ulaval.ca/accueil.html


Bruit sur déplacement ut toujours fixe?

• Dépendre du type de surface

• État du robot

– voltage batteries

– pression des pneus

GLO-4001/7021 Introduction à la robotique mobile 56

tapis céramique pelouse gravier
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Exemple en 2 D, erreur commandes

GLO-4001/7021 Introduction à la robotique mobile 57

commande de rotation distance

• Erreur de 3% seulement sur :
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Exemple en 2 D, erreur commandes

• Erreur de 3% seulement sur :
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commande de rotation distance
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Exemple en 2 D, erreur commandes
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commande de rotation distance

• Erreur de 3% seulement sur :
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Propagation des erreurs
(manière analytique)



Cas si f(x) est linéaire

• Soit une fonction y = f(x) linéaire

• Soit une entrée x ayant une distribution gaussienne p(x)

• Que sera la distribution p(y) sur les sorties y?

61
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Probabilité : changement variable

• Règle:

• Exemple avec f(x) linéaire:

• On modifie l’exposant :

• On obtient une nouvelle gaussienne :
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Cas si f(x) est linéaire

• Soit une fonction y = f(x) linéaire

• Soit une entrée x ayant une distribution gaussienne p(x)

• Que sera la distribution p(y) sur les sorties y?

63
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Cai si y = f(x) est non-linéaire

64x

y = f(x) 
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Linéariser!

• Soit une entrée x ayant une distribution gaussienne p(x)

• Que sera la distribution p(y) sur les sorties y?

• Si f(x) n’est pas linéaire, généralement pas de solution élégante 

• Si l’écart-type sx est « faible », f(x) est approximativement 
linéaire sur l’étendu significatif de la gaussienne p(x). Que faire?

• On approxime p(y) en linéarisant f(x) autour de mx , et en 
réutilisant le résultat pour une f(x) linéaire
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Exemple avec     

65
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où linéariser

.
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Simulation matlab pour z=sqrt(x)

• Bruit sur variable x, mesure est z

GLO-4001/7021 Introduction à la robotique mobile 66

% Cas ou le bruit est sur x

sx = 2;

x = 100 + sx*randn(1,10000);

hist(x,20)
x

http://www2.ulaval.ca/accueil.html


Simulation matlab pour z=sqrt(x)
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% Cas ou le bruit est sur x

sx = 2;

x = 100 + sx*randn(1,10000);

hist(x,20)

z = sqrt(x);

hist(z,20);

x

z

• Bruit sur variable x, mesure est z
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• Bruit sur variable x, mesure est z

Simulation matlab pour z=sqrt(x)
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% Cas ou le bruit est sur x

sx = 2;

x = 100 + sx*randn(1,10000);

hist(x,20)

z = sqrt(x);

hist(z,20);

std(x)  1.9917
std(z)  0.0996

std(z)/std(x)  0.0500

x

z
bien entendu, approximation 

numérique!
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Autre exemple, calculé graphiquement

69

autour du point a:

2 2.5 0.5
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12 8 4

dV V V V V
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autour du point b:

0.125V xs s 

Si on connait le bruit sur le 
voltage, quel sera 
l’incertitude sur la position ?

0.0125V xs s 
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(si l’inverse est unique…)

Peu naturel de transposer un « bruit en 
position » en « bruit sur la mesure » …

(pente élevée =
capteur précis)

0.5 0.75 0.25
0.0125

60 40 20

dV V V V V

bdL cm cm cm cm
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Navigation à l’aveugle



Navigation aveugle : proprioception

• En anglais : dead reckoning

• Principes de base:

– utilisation de capteurs proprioceptifs

• pas de points de repères externes

– angle roues (odométrie)

– accéléromètre

– gyroscope

71
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Pourquoi la navigation à l’aveugle?

• Quand on a pas d’info des capteurs extéroceptifs :

– temporairement

– pas de repères externes

• sous-marin

• hors-portée des capteurs (gymnase + laser 4 m)

• GPS dans tunnel/édifices

• Entre les mesures extéroceptives :

– proprioceptif souvent à 30-300 Hz

– extéroceptif <10 Hz (soit capteur, soit temps calcul)

– on maintient ainsi un estimé de la pose du robot

GLO-4001/7021 Introduction à la robotique mobile 72
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DARPA Grand Challenge 2005

• Tunnel de 50 mètres : aucun signal GPS

GLO-4001/7021 Introduction à la robotique mobile 73
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Différence membre/robot mobile

• Pour un membre, l’erreur sur les 
angles est en général faible

– Barrett arm : répétabilité de 200 mm 
pour espace de travail de 3.5 m3.

• Pour robot mobile, l’erreur 
s’accumule avec les déplacements, 
lors de la navigation aveugle

GLO-4001/7021 Introduction à la robotique mobile 74
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Navigation aveugle : dérive accéléromètre

• Accéléromètre avec erreur systématique 50 mg

g= 9.8 m/s2
 50 mg = 9.8 x 0.050 = 0.49 m/s2

• Dérive quadratique:

GLO-4001/7021 Introduction à la robotique mobile 75

2
2 

2

at
x a dt 

http://www2.ulaval.ca/accueil.html


Source erreur accéléromètre

• Changement de température

• Mauvais alignement ou sol incliné :

– accéléromètre incliné de 1o 


9.8 m/s2 sin(1o) = 0.17 m/s2

• Différence fabrication

• Pour réduire l’erreur systématique: 
– phase calibration où le véhicule est à l’arrêt sur surface plane

• mesure le biais  erreur systématique

• implique que le robot peut être immobile (avion? sous-marin?)

– estime le biais  filtrage Bayésien (Kalman)

79
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MCity calibration mound

GLO-4001/7021 Introduction à la robotique mobile 80

https://mcity.umich.edu/
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Navigation aveugle : dérive gyroscope

• Angle est l’intégration d’un 
angular rate gyro.

• Avec un biais de 0.05o/s:

erreur =0.05t

GLO-4001/7021 Introduction à la robotique mobile 81

gyro gyrodtq q 
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Odométrie compensée avec gyro

82

Le gyroscope nous permet de compenser (en partie) 
les erreurs d’orientation dues aux roues inégales

• Problème : roue plus grande  tourne toujours vers la gauche

+ odomètre a du bruit sur la distance (s =1 %)

+ un gyroscope (bruit  s  0.05 o/s)

3 simulations de biais 
différents (points noirs)

simplement intégrer les 
commandes ne détecte pas 
l’erreur systématique

. Réalité
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Détection de dérapage

• Dérapage : déplacement ne suit plus commande

• Intéressant de pouvoir le détecter

• Avec capteurs proprioceptifs, il est possible de 
détecter perte de traction
– diminution du courant moteur pour vitesse 

angulaire roue constante

– accélération angulaire des roues pour voltage 
moteur constant

– décélération du véhicule

– différence entre les vitesses angulaires des roues

• Utile pour véhicule dans le sable
GLO-4001/7021 Introduction à la robotique mobile 83
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Prédiction de la glisse automatique

84

A. Angelova, L. Matthies, D. Helmick, P. Perona. Learning and Prediction of 
Slip from Visual Information. Journal of Field Robotics, 2007.

signal 
d’entraînement

Utilise extéroceptif

Objectif : prédire la glisse en fonction 
de la pente estimée + type de sol

Pour mieux planifier les déplacements 
en milieu inconnu (mars), en évitant 
les pentes glissantes
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Exemple

GLO-4001/7021 Introduction à la robotique mobile 85

Slipe rate
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Exemple

GLO-4001/7021 Introduction à la robotique mobile 86

Slipe rate

14.5 %
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Prédiction de la glisse automatique

87

A. Angelova, L. Matthies, D. Helmick, P. Perona. Learning and Prediction of 
Slip from Visual Information. Journal of Field Robotics, 2007.

signal 
d’entraînement

Self-supervised
learning

Utilise extéroceptif
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Estimation en ligne de la glisse

• Basé sur un filtre de Kalman qui estime le taux 
de glisse a

88

Aiding Off-Road Inertial Navigation with High Performance Models of Wheel Slip

Forrest Rogers-Marcovitz, Michael George, Neal Seegmiller, and Alonzo Kelly, IROS 2012
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Projet AUDI TTS automatisé

• Pour faire le trajet de la course Pikes Peak
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Parking avec du panache!

• ICRA 2010
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Pour réduire erreur estimé position

• Utiliser des points de repère externes fixes

– environnement statique vs. dynamique

• Repère visuel naturel 

– couleur/forme distincte

– SIFT, SURF, BRIEF, BRISK

• Repère visuel artificiel 

• Repère scan laser 
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Examen



Examen : contenu
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Examen : contenu
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Examen : contenu
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Examen : contenu
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Examen : contenu
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1 feuille de note
N’oubliez pas compas + règle
Examen : 22 octobre, local sur site monportail
5 Novembre : pas de cours
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