Transformations
géometriques :
rotation et translation



Reperes

* Enrobotique, on doit constamment transférer
des points d’'un référentiel a un autre

NV ¢
-4 0L,
3/ locy,

7 " Coordonnées du repere (robot): L}
7%
référentiel
Ym, carte/global
>
Xm 12

=t UMIVERSITE
[ 174
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Autre exemple : cameéra

* Siles objets sont directement en coordonnees de la
caméra, on peut facilement calculer une image

A~ P A
u 1 0 0 O A
monde vl ~lo1 o o |B
X 1] [0 0 1f 0 Alz
coordonnées N
X Caméra image 2D COOFdBOI;mees
Y - -7 - axe optigue— ————————— >

Y

HH=H UNIVERSITE o , _
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Autre exemple : cameéra

* Mais la caméra est sur le robot, qui se déplace...
le reférentiel du monde (global) # référentiel caméra

o“de

X

Il faut donc étre capable d’exprimer un méme point dans
plusieurs référentiels, et de passer d'un a I'autre
facilement.

HH=HH UNIVERSITE
e o 176
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Convention sur la notation

* Point P défini dans le repere B :
B P [
QS

* Position de P est un vecteur partant de I'origine
de B, selon les axes de B, et se terminant a P

HH=HH UNIVERSITE
rxEa
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Transformation pour reperes translatés

* L'origine de B est situé a la coordonneée (10,5)
dans le repére 4 : 5T

* La position de P, exprimée dans le repere A4, est
donc I'addition des deux vecteurs AT et °p .

AP="P4+ T

A

A

D

y

_|_

T

Tous cela fonctionne tant y
. A
que les reperes A et Bont la
meéme orientation. Sinon, il

faut tenir compte des
:: 3E UNIVERSITE rotationS. 178
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Définir 'opération de rotation

* Correspond a déeplacer un point (vecteur), avec
une rotation autour de I'origine, d'un angle 6
antihoraire

Q’\/

y - P,

X
* Opération linéaire™ : multiplication de matrice
{cos@ —siné

R —

= . , R =RR
sind cosé N

(prémultiplication)

HHsHH UNIVERSITE . .o . . . .
= LAVAL  “Le calcul des cos/sin n'est pas linéaire, mais l'application de la rotation R I'est 179
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Exemple rotation 2D

Rotation de 8=15°d’un rectangle autour de (0,0) : on
applique cette équation pour chaque point

{xz} | cos15° —sin15° {xl} ) {0.9659 —0.2588}{&}
Y2 |sin15° cos15® || Yi] [0.2588 0.9659 || ¥

2F : . . 3 2 - - - 1 | ¥ Rotation d'un rectangle
P(:,1) = [0 0]";
_ ] P(:,2) = [20]";
1.5 P 1.5¢ PZ 1 1 P(:,3) = [2 1]1"';
P(:,4) = 1]1°';
’ o 5 ; (:,4) [0 1]

angle = 15*pi/180; % radian
0.57 1 05 1 | R = [cos(angle) -sin(angle) ; ...
sin (angle) cos(angle) ];

P2 = R*P; %rotat. sur tous les points

-05¢ . . . 1 051 . . .
0 1 2 0 1 2

HH=H UNIVERSITE o _ _
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Transformation pour des reperes pivotes

* Soitle repere B pivoté de #=45° par rapport a A.
 Soit un point P défini dans ce repéere B : BP =(9,16)
* Pour trouver AP, il suffit d’appliquer 'opérateur de rotation :

(coordonnées de P
dans le repere A)

Ap _ AR Bp

_ équivalent
a faire tourner
le vecteur 2P

Ap _ cos(45°) —sin(45°)
sin(45°)  cos(45°)

|

o))

BT LAVAL

ref. B ref. 4
>
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Transformation entre 2 repeéres

* On peut représenter toute transformation’ par une
rotation et une translation : cas général 2D /3D

 On aBP, O et éT, on cherche” P

P
%)
Q® SRSP S
N%e
MY
Ya I\ P{;;
ref. AFXA

s UNIVERSITE 1 A .
Bl e ou une serie de transformations

182
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Transformation entre 2 repeéres

* On peut représenter toute transformation par une
rotation et une translation : cas général 2D/3D

e Ona’ P Oet QT, on cherche” P
+ Fait faire une rotation 0:4R
* Puis la translation QT /

(Définir un repere B par une combinaison
de rotation et une de translation)

e
Ap — AREP +4aT

L'ordre R, T est important!

(et la rotation R se fait autour de l'origine)
LB _[4) & 1 7 [] .
WO ou une série de transformations .
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Transformations : coordonnées cartésiennes

* Larotation est une multiplication, et la
translation est une addition

* Chalnage d’opération devient peu élégant

“PARR(ERP+ET)+ T

HH=HH UNIVERSITE
rxEa

184
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Coordonnées homogene : translation 2D

 En cartésien, une translation est une addition

X2:X1+Tx1

yz y1 Tyl

 En homogene, translation s’exprime par une multiplication

X, 1 0 Txl_ X,
Y, [=|0 1 Tyl Y,
1] /o0 1|1

P, =TR

HH=HH UNIVERSITE
rxEa
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Coordonnées homogene : rotation 2D

* Rotation est encore une multiplication

X,| [cos@ —singd 0] x,
Y, |=|sin@ cos@ O]y,

2 1
HH=HE UNIVERSITE . . ] )
E:;"IE; LAVAL GLO-4001/7021 Introduction a la robotique mobile 186



http://www2.ulaval.ca/accueil.html

Homogene : chainage des opérations

* On a donc que des multiplications!
P,=T,R,T,R,P
* On peut donc facilement combiner toutes les
transformations dans une seule matrice

P,=HPavecH=T,R, TR,

* (rappel : toute transformation peut s’exprimer par une
rotation et une translation, ici capturée dans H)

HH=HH UNIVERSITE
o 187
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Homogene : chainage des opérations

* Ordre est important
P, = IEP

(multiplication A rotation : autour
des matrices de 'origine

n’est pas \

commutative) 7 >
pas au meme endroit!

P3=RTP X ya

rotation : autour
de l'origine

>
P,#P,
E: i: w&sni

GLO-4001/7021 Introduction a la robotique mobile 188
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RT vs. TR

* Il est plus naturel de faire TR que de faire RT

TR

o O =

[ cos 6
sin @
0

RT =

=t UMIVERSITE
| & a

—

. |[ cosé
sin @
0

o - O
—]

—sind 0
coséd O
0 1

1
0
0

o - O

—siné@
cosd
0

T, |
Ty
1 —

vecteur
translation

matrice
rotation

—siné@
cosd

cosd
sin @

(A 'examen, cherchez les combinaisons TR)

0 0 1

couplage
translation-rotation\ ®

-sin@ /(T,cosd—T,sin0);

R - —
e = -

0

189
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Homogene : transformation 3D

translation T =

(1 0 0 0
rotation R (A) = 0 cosA —sinA 0 rotation
autour axex * |0 sinA cosA 0 autour axey
0 0 0 1]
(certains manuels
"cosA —sinA 0 0O ont des erreurs)
' sinA cosA 0 O
rotation R (A)=
autour axe z 0 0 1 0
| 0 0 0 1]
matrice ~ VECteur
rotation icranslation
h, Ny I Tx
I I I T
TR = 21 22 23 y
r31 r32 r33 TZ
: 15 UNIVERSITE O O O 1 ]

R, (A) =

[ cos A
0

—sin A

0

o o o k-

o o+ O

©O O O

190

R O O O



http://www2.ulaval.ca/accueil.html

Transformations : coordonnées homogenes

* Larotation est une multiplication, et la
translation est une multiplication

* Chalnage d’opération plus elégant

Yc

{]{1

réf. C Xc

C

C R
4 LAL:

A
ref
-4
*4

“P="ST XRET fR°P

HH=HH UNIVERSITE
rxEa
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Transformations : coordonnées homogenes

* On peut ainsi combiner directement T et R dans
une seule matrice de transformation H=TR

Rappel :

] rotaq:cion tranfl.
Ry Ry Ryl |Ty
Ryu Ry Rog| [Ty
Ryt Ry Reg) [T,
0 0 0 1]

e

coordonnées A

°p = CHIH P

192
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Sens des transformations

* On peut facilement trouver l’opposé des
transformations. Supposons qu’on connaisse H

[
—— -~
o i~
- iy

: On cherche
"P=H/"P
_ _ )¢
Byl Bp_ Byl By Ap " w\-/f&e
B
Byy-1 B A Yy 3 P
SH! Bp="p
(direction fleche
A B A a changé
or, tH "P="P Crage

<

193
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Sens des rotations

* Profitez des propriétés de certaines matrices
» Soit:5iH = 5T 4R
* Quel estl'inverse ;H = fH™'?

Aa-1 A+ Apy-1_ Ap-1 AT+-1
gH " =(gT gR) "=gR" &T
R est ortho%onal (orthonormal)

_ ApT AT-1
=gR" gl <
\%@ _
’Kte 100—TX
R RS
N |00 1 -T,
000 1|

=t UMIVERSITE
[ a
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Transformation monde = caméra

* Pour calculer I'’endroit ou un point dans le monde
va se situer par rapport a la caméra, on trouve la
transformation entre les deux référentiels

oe Hov
o® cota
"X a\xto\ﬂS
¥ (5,0,21) —F N 20°

X camera Y
y,l—’z T T T TT T T T T T >

Y

=t UMIVERSITE
[ a
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Transformation monde = caméra

Soitle point™P = (-3,0,2) dans le

référentiel du monde. Trouvez la moﬁde ,{O’ga'f\O‘(\de q
coordonnées dans le référentiel de X auto\ﬁ
la caméra ,,,ﬂ)
Y (5,0,21) -7\ 2
p np =GO

C4X cameéra

W AT T T T T T T >
Y
(1 0 0 5) (c0s20° 0 sin20° O)
0 1 0 0
];: 4 G 0 RlzR}.(ZO"): . i .
9 B 1 21 —sm20° 0 cos20”° O
0 0 O 1) . 0 0 0 X

s UNIVERSITE S : -
TR GLO-4001/7021 Introduction a la robotique mobile 199
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Transformation monde = caméra

Transférer le point ™P = (-3,0,2)

dans le référentiel du monde, ((\O“de Yota’ﬂo“de g
vers le référentiel de la caméra X a\lto\“ )
Pm = -
-3 ‘___..-u""rﬂ
> Y (5,0,21) 7 ‘\ 20:\
1 P 23.9054 P/(S,(),—L-)
F m -
R = C4X camera Y
0.9397 0 0.3420 0 - 2.8650
0 1.0000 0 0 _ e e e e e e e e e e e e e e e
-0.3420 0 0.9397 0 y Z Z >
0 0 0 1.0000
. Y
oo 0 E 9 8§ 5 (c0s20° 0 sin20° 0)
o o o 4 go” 4 R=R@"= ° 1 0 7
"o 0 1 21 LY ~sin20° 0 cos20° 0
>> Pc = T*R*Pm
CER Y . O 0 0 iy
Pc =
2.8650
0
23.9054
1.0000

CHNYERSITE . . .
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Modele Caméra (Homogene)

3 a 2 dimensions 3 3 4 dimensions

— — — — — — — — — — — — — — — — — —

I-F'Ian Image ! I_Guurdnnnées homogénes

I {2 D] I dépend de la fabrication de la caméra :
| Projection Position |
| (u,v) Camera Cameéra
| T y (intrinséque) (extrinseque) |
I
| o
e ___ W N |
X X X
u=—= x) (1 0 0 0 ' :
X; X, _ X,
% |0 1 0 O0|H) «
v="2 ’ Xs °
X, X, 0 0 1/f O 1

= UNIVERSITE . N . .
TRl GLO-4001/7021 Introduction a la robotique mobile 202
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Modele Camera plus complet

3 a 2 dimensions 3 3 4 dimensions

I-F'Ian Image

| (2D) | I

| Projection Position 7N
| (u,v) Caméra Caméra ' XY.2)
| T . (intrinséque) (extrinséque) | A
| | | ,J—»
L

Xl

0
X X
| =
1

A titre informatif

=t UMIVERSITE
[ a

a,
Y

f = 1 pour simplifier

(uo,Vvo) & point principal sur capteur

: échelle x-y en pixel du capteur, idéalement =4

: déformation entre axes du capteurs, idéalemen’gog:O
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