3 Graphes-plan et graphes planaires

Dans ce chapitre, a moins de spécifications contraires,dgmjthe est supposé connexe.

3.1 Définitions et formule d’Euler

Définition 3.1 Un graphe-planGG est une pair (V(G), E(G)) telle que
1. V(G) C R?;
2. Ve € E(G) e estune portion de courbe @ entre deux sommets v € V(G);
3. il existe au plus une aréte entre deux sommets donnes;
4. l'intérieur d’'une aréte ne contient pas de sommets etersecte aucune autre aréte.

Définition 3.2 Si e est une aréte entre les sommetst v d’un graphe-plarG, alorse désigne la portion de
courbee — {u,v}.

Définition 3.3 Pour tout graphe-pla&y, R\G est ouvert, et toute région @&\ G, une fois augmentée de sa
frontiere, est appelée ui@cedeG.

L'ensemble de toutes les faces@eest notél’(G).

Remarquez que &F est un graphe-plan fini, alors il existe une face(#lgui est non bornée, on la nomme la
face extérieure
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Définition 3.4 Un graphe est dplanaires’il existe un graphe-plan qui lui “corresponde”.

Lemme 3.5 SoientH etG deux graphes-plan.
Si H C @ alors toute face dé&! est contenue dans une face de

(Sans démonstration)

Lemme 3.6 SoitG un graphe-plan et € E(G).
(i) SiX estlafrontiere duneface dé alors eC X ou Xne=§0.
(ii) Sie appartienta un cycl€’ deG alorse est dans la frontiere d’exactement deux faces:de
(iii) Si e n’estdans aucun cycle de alors e est dans la frontiére d’exactement une facegde

(Sans démonstration)
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Lemme 3.7 Siun graphe-plartz a deux faces ayant la méme frontiere al6rest un cycle et par conséquent,
GG n’a pas d’autre face que ces deux faces.

(Sans démonstration)

Proposition 3.8 SiG est un graphe-plag-connexe alors la frontiere de chacune des face&' dst un cycle.

(Sans démonstration)

Définition 3.9 Soit G un graphe-plan. On appekgaphe duade G le grapheZ suivant.
V(G) = F(Q)
E(G) = {[flva] ) fi,[r€VI(G) et finfo# @}.
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Théoréme 3.10( Formule d' Euler)
SoitG un graphe-plan (connexe). Alors

]v&)\ + ’F(G)‘ - (E(G)( —9.

Démonstration
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Proposition 3.11 Un graphe-plan (connexe) ayant> 3 sommets a au plug: — 6 arétes.

Démonstration

Proposition 3.12 Tout graphe planaire a un sommet de degré.
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Proposition 3.13 K5 n'est pas un graphe planaire.

Démonstration

Proposition 3.14 K3 3 n’est pas un graphe planaire.

Démonstration

34



3.2 Mineurs et mineurs topologiques

Définition 3.15 Soite = [z, y|, une aréte d’'un graphe-pl@hla contractionde G par I'arétee (notéeGG/e) est
le graphe suivant :

viGle) = (VIG\a.w}) U {u)
E(GJe) = {[u,v] € B(G) ‘ u, v € V(G)\{x,y}} U {[ve,w] ‘ [z, w] € E(G) ou [y, w] € E(G)}.

Définition 3.16 Un graphe (connexell est unmineurd’un grapheG (noté : H < G) s'il existe un sous-
grapheK deG et une séquence de contraction de la forme

(K =K, Ko, ..., K, = H)

telle quek; ., est une contraction d&; par une certaine aréte de K.
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Définition 3.17 Un graphe (connexe)” est unesubdivisiond’'un graphe (connexe&y si K peut étre obtenu
deG en remplagant chaque arégtey| de G par unery-chaineP,, de tel sorte que dan, tous les sommets
interne deP,,, soient de degré.

Définition 3.18 Un grapheH est unmineur topologiqued’'un grapheG (noté : H =+, G) s'il existe un
sous-graphéd deG qui est isomorphe a une subdivision He

Proposition 3.19 La relation< et la relation=,, sont des pré-ordres sur 'ensemble de tous les graphes.

(Sans démonstration)

36



Proposition 3.20 SoientG et H deux graphes (connexes). Alors
H estun mineur topologique d& — H est un mineur dé.
Proposition 3.21

Démonstration

Proposition 3.22 SoientG et H deux graphes (connexes). Sic € V(H) degy(z) < 3. Alors
H estun mineur topologique d&¢ <= H estun mineur dé.

(Sans démonstration)

37



Les notions de mineur et mineur topologique sont en quelqte ges rafinements de la notion de sous-
graphe, actuellement, ces notions sont utilisées dangphssbranches de la théorie des graphes, mais elles
ont été inventées pour aider a I'étude de la planarité deghgsa

Lemme 3.23

— SoitK, un sous-graphe d’'un graph@&. SiG est planaire alorsk’ I'est aussi.
— SoitK, un mineur topologique d'un graph@. SiG est planaire alorsk’ I'est aussi.
— SoitK, un mineur d’'un graphé&;. SiG est planaire alorgs I'est aussi.

Idée de la démonstration
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3.3 Théoreme de Kuratovski et algorithmes de décision de la planarité

Lemme 3.24 Un grapheG a K5 ou K33 comme mineur si et seulement s'il/g ou K33 comme mineur
topologique.

Démonstration

Lemme 3.25 SoitGG un graphe3-connexe ayant au moirfissommets.
Alors il existee € E(G) tel queG /e est encore-connexe.

Démonstration

Théoréme 3.26 (Kuratovski 1930 ; Wagner 1937)
SoitG un graphe. Alors les énoncés suivants sont équivalents :

1. G est planaire;
2. G madmet niK; ni K33 comme mineur ;
3. G n'admet niK; ni K33 comme mineur topologique ;

Démonstration
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