
2 ProblèmesNP et problèmesNP-complet

2.1 Rappel sur la complexité d’algorithmes

Dans le but d’analyser et de comparer des algorithmes, on utilise souvent l’approche dite du “pire cas”.
Cette approche consiste en gros à évaluer comment le temps d’exécution d’un algorithme est relié à la taille
de la donnée d’entrée (input). Dans ce type de calcul, on ignore généralement certain facteurs constants qui
ne peuvent être contrôlés par le programmeur tels que la traduction en langage machine du programme dans
lequel l’algorithme est écrit, le type d’ordinateur sur lequel le programme va rouler, etc... De plus on s’intéresse
davantage à évaluer la performance de l’algorithme pour lesgrandes tailles d’entrée que pour les petites.

L’approche utilisée pour faire cette évaluation de performance est basé sur deux concepts principaux la
notion mathématique de proportionalité et celle de comportement asymptôtique.

Définition 2.1 (La notation Grand-O)

Soientf : Z+ −→ R et g : Z+ −→ R, deux fonctions. On dit que la fonctionf est dans la familleO(g) (ou
encoref ∈ O(g(n))) s’il existe des constantesc ∈ R etN ∈ N tel que

∣

∣

∣
f(n)

∣

∣

∣
≤ c

∣

∣

∣
g(n)

∣

∣

∣
pour toutn > N.

Proposition 2.2

f ∈ O(g(n)) ⇐⇒ lim
n→∞

f(n)

g(n)
= c pour un certainc ∈ R

(Sans démonstration)

Exemple 2.3 La fonctionf(n) =
∑n

i=1 i est dansO(n2) car pour toutn > 0, on a

f(n) =
n2 + n

2
< n2 + n ≤ n2 + n2 = 2 n2.

La condition de la définition 2.1 est satisfaite pourc = 2 etN > 0.
(Notons qu’il est donc aussi vrai quef ∈ O(nk) pour toutk ≥ 2.)

D’autre part, notons quen2 ∈ O(f(n)) car

n2 < n2 + n = 2 f(n).

Ici, nous dirons quef(n) etn2 sont Grand-O-équivalent (voir définition ci-dessous).

Définition 2.4 Deux fonctionsf(n) etg(n) sont ditesGrand-O-équivalentessi f ∈ O(g(n)) etg ∈ O(f(n)).

Proposition 2.5 deux fonctionsf(n) et g(n) sont Grand-O-équivalentes si et seulement silimn→∞

f(n)
g(n)

= c

pour une certaine constante non nullec.
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Exemple 2.6 Étant donné un grapheG, ayantn sommets etm arêtes, nous voulons trouver le degré de chaque
sommetx ∈ V (G), et nous voulons savoir quel est letemps d’exécution(c.-à-d. : en gros, le nombre d’instruc-
tions que notre programme doit exécuter avant de donner les réponses souhaitées.
Nous analyserons deux algorithme différents.

Cas 1 : le graphe est représenté par sa matrice d’adjacence.
Comme le graphe est non orienté, sa matrice d’adjacence est symétrique. Nous n’avons donc qu’à considérer
la sous-matrice triangulaire inférieure (excluant donc ladiagonale et la sous-matrice triangulaire supérieure).
Cette sous-matrice a

∑n−1
i=1 entrées. Doncn (n−1)

2
entrées. Notre programme doit vérifier si chacune de ces

entrées est non nulle. Commen (n−1)
2

≤ 1 n2, le temps d’exécution de notre programme est donc dansO(n2).

Cas 2 : le graphe est représenté par une liste d’arêtes.
Dans ce cas notre programme devra considérer chaqune des arêtes de la liste. Le temps d’exécution de notre
programme est donc dansO(m). Cependant, commem ≤ n(n−1)

2
, on a donc aussi que ce temps d’exécution

est dansO(n2).

Définition 2.7 Étant donné un algorithmeA.
Si on considère le temps d’exécution comme un fonction den où n est la taille des données d’entrée, on dira
que l’algorithmeA rouleen temps polynomial(ou plus simplement, que l’algorithmeA estpolynomial) si son
temps d’exécution est dansO(p(n)) pour un certain polynômep.

2.2 Problèmes de décision, problèmesP et problèmesNP

Définition 2.8 Un problème est appeléproblème de décisions’il consiste à décider si un élément appartenant
à une certaine famille aoui ounon une certaine proriété.

On représente fréquemment un problème de décision par un ensembleX qui est un sous ensemble d’un en-
semble généralY . Alors, pour chaque instancey ∈ Y , le problème consiste à décider si oui ou nony ∈ X.

Voici quelques exemples de problèmes que nous verrons au cours de ce cours. Certains sont des problèmes
de décision, d’autres pas. Cependant vous verrez qu’étant donné un problème quelconque, il est généralement
facile d’en déduire un problème de décision.

1. HAM est le problème qui, étant donné un grapheG, consiste à trouver (s’il existe) un cycle hamiltonien
deG.

2. HAMD est le problème dedécisionqui, étant donné un grapheG, consiste à décider si oui ou nonG
contient un cycle hamiltonien.

3. : TSP (“ the traveling salesman probleme”, ou en Français : “le problème du commis voyageur”) est le
problème qui étant donné un graphe completKn où on a associé à chacune des arêtes un certain poids
> 0, consiste à trouver un cycle hamiltonien deKn dont le poids total soit minimal.

4. TSPD est le problème dedécisionqui étant donné un graphe completKn où on a associé à chacune des
arêtes un certain poids >0 et un entier positifk, consiste à décider s’il existe un cycle hamiltonien dont
le poids total soit au plusk.

15



5. VCD est le problème dedécisionqui étant donné un graphe G et un entier positifk ≤
∣

∣

∣
V (G)

∣

∣

∣
consiste

à décider s’il existe un sous ensembleV ′ ⊆ V (G) de taille au plusk qui recouvreG (c.-à-d. : tel que
∀ [x, y] ∈ E(G) x ∈ V ′ ouy ∈ V ′).

Définition 2.9 P est la classe de tous les problèmes dedécisionsqui peuvent être résolus par un algorithme
polynomial.

Définition 2.10 Un système de preuvepour un problème de décisionX ⊆ Y est un ensembleQX (appelé
l’ espace de preuve) et un ensembleFX ⊆ (X × QX) où pour toute instancex,

x ∈ X ⇐⇒ ∃q ∈ QX 〈x, q〉 ∈ FX .

Définition 2.11 NP est la classe de tous les problèmes dedécisionsX qui admettent un système de preuve
FX ⊆ (X × QX) où il existe un polynômep(n) tel que

(A) ∀x ∈ X ∃q ∈ QX de taille ≤ p(taille dex) tel que 〈x, q〉 ∈ FX

(B) FX ∈ P

Théorème 2.12P ⊆ NP

Question ? ? ? ? Est que P = NP ou P $ NP ?
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Exemple 2.13SoientY l’ensemble de tous les graphes etX l’ensemble de tous les graphes hamiltoniens.
Alors le problèmeX (c.-à-d. : le problème de déterminer si un élémenty ∈ Y est ou n’est pas un graphe
hamiltonien) est un problème de décision.

SoientQX l’ensemble de toutes les séquences de sommets de graphe etFX ⊆ (X × QX) l’ensemble définie
par la relation suivante :

〈G, q〉 ∈ FX ⇐⇒ q défini un cycle hamiltonien deG.

Clairement, le couple(QX , FX) est un système de preuve du problème de décisionX ⊆ Y . De plus, la taille
d’une séquence sans répétition des sommets d’un grapheG est plus petite que la taille deG lui-même. Donc
si on posep(n) = n, on aura que :(A) ∀x ∈ X ∃q ∈ Q de taille ≤ p(taille dex) tel que 〈x, q〉 ∈ F . La
séquenceq étant n’importe quelle séquence des sommets du graphe hamiltonienx qui donne un cycle hamil-
tonien dex.
Et il est facile de voir qu’on peut décider si une séquence de sommets d’un grapheG donne un cycle hamilto-
nien deG ou non en un temps d’exécution qui est polynomial par rapportà la taille deG. On a donc que (B)
F ∈ P.

Conclusion : le problème de déterminer si un graphe est hamiltonien ou non est dansNP.

Définition 2.14 Soit A et B, deux problèmes. On dit queA estpolynomialement Turing reductibleà B (no-
tée :A 6P

T B) s’il existe un algorithme pour résoudreA qui serait exécutable en temps polynomial si on
pouvait résoudre n’importe quelle instance deB en un temps unité.

Proposition 2.15 6P

T est un pré-ordre (c.-à-d. : transitif et réflexif mais pas anti-symétrique).

Définition 2.16 Si A 6P

T B et A >P

T B alors on dira queA et B sontpolynomialement Turing équivalent.
(NotéeA ≡P

T B.)

Théorème 2.17SiA 6P

T B et siB peut être résolu en temps polynomial, alorsA est également résoluble en
temps polynomial.
(Sans démonstration)

Théorème 2.18SoientA etB, deux problèmes de décisions. SiA 6P

T B et siB ∈ P alorsA ∈ P.
(Sans démonstration)

Théorème 2.19HAM≡P

T HAMD.

Démonstration
6P

T
:
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>P

T
:

Exercice 2.1 Montrez que TSP≡P

T TSPD.

Définition 2.20 SoientA et B, deux problèmes de décision respectivement définis sur des ensembles d’ins-
tancesIA et IB. Le problèmeX est dit polynomialement réductible par associationau problèmeB (noté
A 6P

m B) s’il existe une applicationf : I −→ J qui soit calculable en temps polynomial et telle que :

∀x ∈ I x ∈ A ⇐⇒ f(x) ∈ B.

Proposition 2.21 6P
m est un pré-ordre (c.-à-d. : transitif et réflexif mais pas anti-symétrique).

Définition 2.22 Si A 6P
m B et A >P

m B alors on dira queA et B sont polynomialement équivalent par
association. (NotéeA ≡P

m B.)

Théorème 2.23SoientA etB, deux problèmes de décisions. SiA 6P
m B alors A 6P

T B.

(Sans démonstration)
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Corollaire 2.24 SoientA etB, deux problèmes de décisions. SiA 6P
m B et siB ∈ P alorsA ∈ P.

Démonstration Théorème 2.23 et Théorème 2.18. 2

Théorème 2.25HAMD 6P
m TSPD.

Démonstration

Définition 2.26 Un problème de décisionA est ditNP-complet, si
(1) A ∈ NP et
(2) X 6P

T A ∀X ∈ NP.

Proposition 2.27 SoitA ∈ NP-complet etB ∈ NP. Alors

(i) A 6P

T B =⇒ B ∈ NP-complet;

(ii) A 6P
m B =⇒ B ∈ NP-complet.

Démonstration Le résultat découle immédiatement de la définition 2.26, car6P

T est une relation transitive, et
du Théorème 2.23. 2
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2.3 Le problème SAT-CNF et le théorème de Cook

Définition 2.28 Un étatest une liste de variables avec leurs valeurs respectives. Unevariable booléeneest une
variable qui ne peut prendre que les valeurs “VRAI” et “FAUX”.Uneexpression booléeneest une expression
construite à partir des constantes “VRAI” et “FAUX”, de variables booléennes et des opérateurs booléens¬,
∧, ∨, Y, ⇒ et⇔.

Définition 2.29 Un expression booléeneP est ditesatisfiables’il existe au moins un des états de ses variables
pour lequelP est “VRAI”.

Exercice 2.2 Dites si chacune des expressions booléenes suivantes est ounon satisfiables. Si l’expression est
satisfiable, donnez un état de ses variables dans lequel l’expression est “VRAI”.

1. (p ∧ q) ⇒ (p ∨ q) ;

2. (p ∨ q) ⇒ (p ∧ q) ;

3. (¬p1 ∨ p2) ∧ (¬p2 ∨ p3) ∧ (¬p3 ∨ p1)

4. (p2 ∨ p3 ∨ ¬p4) ∧ (¬p1 ∨ p2 ∨ ¬p3) ∧ (¬p1 ∨ ¬p4 ∨ ¬p3) ;

5. (p2∨p3∨¬p4)∧ (¬p1∨p2∨¬p3)∧ (¬p1∨¬p4∨¬p3)∧ (¬p1∨¬p3∨p4)∧ (p1∨¬p2)∧ (p1∨p4∨¬p3).

Définition 2.30 Un littéral est une expression qui est soit une variable booléene seule,soit la négation d’une
telle variable. Uneclauseest une conjonction de littéraux.

Une expression booléene est dite en forme “CNF” (Conjunctive normal form) si elle est la conjonction de
clauses. Si en plus, chacune de ces clauses est composée d’auplusk littéraux, alors on dira que l’expression
est en fome “k-CNF”.

Exemple 2.31
– p1 est à la fois un littéral, une clause, une expression CNF, une expression 1-CNF, une expression 2-

CNF, ...
– ¬p1 est à la fois un littéral, une clause, une expression CNF, une expression 1-CNF, une expression

2-CNF, ...
– les expressions des numéros 3, 4 et 5 de l’exercice 2.2 sont toutes des expressions 3-CNF.
– l’expression du numéro 3 de l’exercice 2.2 est une expression 2-CNF.

Définition 2.32

• SAT est le problème de décision qui, étant donné une expression booléene, décide si elle satisfiable ou
non.

• SAT-CNF est le problème de décision qui, étant donné une expression booléene en forme CNF, décide
si elle est satisfiable ou non.

• Étant donnék ∈ N∗, SAT-k-CNF est le problème de décision qui, étant donné une expression booléene
en formek-CNF, décide si elle est satisfiable ou non.
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Théorème 2.33(Cook - 1971) SAT-CNF∈ NP-complet

Idée de la démonstration

Théorème 2.34SAT∈ NP-complet

Démonstration EXERCICE.

Exercice 2.3 Montrez que SAT-2-CNF∈ P.

21



Théorème 2.35SAT-3-CNF∈ NP-complet

Idée de la démonstration
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Théorème 2.36VCD∈ NP-complet

Démonstration
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Théorème 2.37HAMD∈ NP-complet

Démonstration Le résultat est fortement basé sur l’observation suivante :

Obesrvation (∗) : Étant donné le sous-grapheH (d’un graphe quelconqueG) représenté à la Figure 1 où
a, b, c etd sont les seuls sommets deH à être incidents à des sommets hors deH.

a


d
c


b


FIG. 1 – Le sous-grapheH.

SiC est un cycle hamiltonien deG, alors la trace deC surH devra avoir l’une des trois formes représentées
à la figure 2.

a


d
c


b
 a


d
c


b
 a


d
c


b


(1)
 (2)
 (3)


FIG. 2 – La trace deC est en gras.

La démonstration de cette observation est laissée au lecteur.
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1. HAMD ∈ NP.

2. Montrons que : X 6P

T HAMD ∀X ∈ NP.

Par Proposition 2.27 (ii), il suffira ici de montrer que VCD6P
m HAMD, car on a déjà montré que

VCD ∈ NP-complet.

(a) La construction de la réduction par association
Étant donné un grapheG et un entier positifk ≤ |V (G)|, nous devons construire un grapheG′ tel
que
– G′ est constructible en temps polynomial par rapport à la taille de(G, k) ;

– G a un VC de cardinalité≤ k ⇐⇒ G′ a un circuit hamiltonien.

La construction deG
′.

• On se donnea1, a2, . . ., ak, k nouveaux sommets (n’appartenant pas àV (G)).
• Pour chaquee = [u, v] ∈ E(G), on se donne le grapheH ′

e décrit à la figure 3. On appelera ce
graphes lelegode l’arêtee. (
u,e,
1
)


(
v,e,
6
)
(
u,e
,
6
)


(
v,e,
1
)


H’
e


FIG. 3 – Lelegode l’arêtee.

• Pour chaqueu ∈ V (G), on ordonne les arêtes deG incidente àu et on les notes ainsi :

eu[1], eu[2], . . . , eu[degG(u)].

• G′ sera l’union des sommetsa1, a2, . . ., ak et desH ′
e à laquelle on ajoutera les arêtes suivantes :

Loi A : [aj, (u, eu[1], 1)] ∀j = 1, . . . , k et ∀u ∈ V (G)

Loi B : [(u, eu[i], 6), (u, eu[i+1], 1)] ∀i = 1, . . . , degG(u) − 1 et ∀u ∈ V (G)

Loi C : [(u, eu[degG(u)], 6), aj] ∀j = 1, . . . , k et ∀u ∈ V (G)
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Voici un exemple.

v
 w
 x


y


z


e
 f


g


h


FIG. 4 – Le grapheG, la valeur k = 2 et les ordonnancements suivants :
ev[1] = e; ew[1] = e et ew[2] = f ; ex[1] = f, ex[2] = g et ex[3] = h; ey[1] = g; ez[1] = h.

f


(
v,e,
1
)


(
w,e,
6
)
(
v,e
,
6
)


(
w,e,
1
)


H’
e


(
x,h,
1
)


(
z,h,
6
)
(
x,h
,
6
)


(
z,h,
1
)


H’
h


(
x,g,
1
)


(
y,g,
6
)
(
x,g
,
6
)


(
y,g,
1
)


H’
g


(
w,f,
1
)


(
x,f,
6
)
(
w,f
,
6
)


(
x,f,
1
)


H’


a

1


a

2


Pour a

2

, mêmes


voisins que a

1

.


FIG. 5 – Le grapheG′ correspondant.

(b) G′ peut être construit à partir de G et k en temps polynomial par rapport à la taille de (G,k).

Essentiellement parce quek ≤
∣

∣

∣
V (G)

∣

∣

∣
et parce que

∣

∣

∣
V (G′)

∣

∣

∣
= 12 ·

∣

∣

∣
E(G)

∣

∣

∣
+ k

∣

∣

∣
E(G′)

∣

∣

∣
=

∣

∣

∣
V (G′)

∣

∣

∣

2

.
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(c) Montrons que : G a un VC de cardinalité≤ k ⇐= G′ est un graphe hamiltonien.

SoitC un cycle hamiltonien deG′.
SoitP une chaîne inclue dansC qui commence et se termine sur{a1, a2, . . . , ak} mais dont aucun
sommet interne n’appartient à{a1, a2, . . . , ak}.
Notons ceP par〈aj, b1, b2, . . . , bs, al〉.

Alors il découle des lois A et C qu’il existe un sommetuP ∈ V (G) tel que

b1 = (uP , euP [1], 1) ou bien b1 = (uP , euP [degG(uP )], 6).

Nous dirons que le sommetuP deG estassociéà la chaîneP ⊆ C.

Il découle de la loi B et de l’observation (∗) que chacune des arêtes deP qui joint deux legos
différents deG′ est de la forme

[(uP , euP [i], 6), (uP , euP [i+1], 1)] pour un certaini ∈ {1, 2, . . . , degG(uP ) − 1}.

Ainsi,
Observation (∗∗) : la chaîneP est vraiment associée à ce sommet deG que nous avons notéuP

puisqu’entre autre choses,
• il découle de la loi B et de l’observation (∗) que la chaîneP visitera successivementchacun

des legosHeuP [i]
(aveci ∈ {1, 2, . . . , deg

G
(uP ) − 1}) et uniquement ces legos. Cette visite se fera

soit en suivant l’ordre croissant des valeurs dei, soit en suivant l’ordre décroissant selon que
b1 = (uP , euP [1], 1) ou queb1 = (uP , euP [degG(uP )], 6).

• Si la chaîneP suit l’ordre croissant, alors par la loi C, on aurabs = (uP , euP [degG(uP )], 6).
Si elle suit l’ordre décroissant, alors par la loi A, on aurabs = (uP , euP [1], 1).

Clairement,C étant un cycle hamiltonien deG′ et {a1, a2, . . . , ak} étant de cardinalité= k, le
cycle C se décompose donc en exactementk chaînes du type deP (c.-à-d. : commençant et se
terminant sur{a1, a2, . . . , ak} mais dont aucun sommet interne n’appartient à{a1, a2, . . . , ak}).
Notons ces chaînesP1, P2, . . ., Pk et appelonsuP1 , uP2 , . . ., uPk

, les sommets deG qui leurs sont
respectivement associés.
Montrons queX = {uP1 , uP2 , . . . , uPk

} est un VC deG de cardinalité≤ k.

Il est évident que
∣

∣

∣
X

∣

∣

∣
≤ k.

Soit a ∈ E(G). Nous devons montrer qu’au moins une des extrémités dea appartient àX ou,
autrement dit, qu’il existe un sommet deX qui est incident àa.

Choisissons une chaînePj ⊆ C (j ∈ {1, 2, . . . , k}) qui passe par le legoHa. CommeC est un
cycle hamiltonien deG′, un telPj existe. Alors en vertu du premier point de l’observation (∗∗), on
a queHa = HeuPj

[i]
pour un certaini ∈ {1, 2, . . . , degG(uPj

)− 1}, car cette observation dit quePj

visite uniquement les lego de la formeHeuPj
[i]

. On a donc que

a = euPj
[i].

Ce qui indique que l’arêtea est incidente au sommetuPj
(plus exactement, l’arêtea est laième dans

l’ordonnancement des arêtes incidentes au sommetuPj
). CommeuPj

∈ X, on a donc queX est
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bien un VC de cardinalité≤ k deG.

(d) Montrons que : G a un VC de cardinalité≤ k =⇒ G′ est un graphe hamiltonien.

Question du Devoir 2.
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