2 ProblemesNP et problémesN P-complet

2.1 Rappel sur la complexité d’algorithmes

Dans le but d’analyser et de comparer des algorithmes, dseusiouvent I'approche dite du “pire cas”.
Cette approche consiste en gros a évaluer comment le temyEcdteon d’un algorithme est relié a la taille
de la donnée d’entréeénput). Dans ce type de calcul, on ignore généralement certaiaufescconstants qui
ne peuvent étre contrdlés par le programmeur tels que ladtiad en langage machine du programme dans
lequel I'algorithme est écrit, le type d’ordinateur surdetle programme va rouler, etc... De plus on s’intéresse
davantage a évaluer la performance de I'algorithme powgriasdes tailles d’entrée que pour les petites.

L'approche utilisée pour faire cette évaluation de perfamoe est basé sur deux concepts principaux la
notion mathématique de proportionalité et celle de congpoent asymptotique.

Définition 2.1 (La notation Grand-O)

Soientf : ZT — Retg : Z™ — R, deux fonctions. On dit que la fonctighest dans la famill€(g) (ou
encoref € O(g(n))) s'il existe des constantesc R et N € N tel que

‘f(n)‘ < c‘g(n)‘ pour toutn > N.

Proposition 2.2

f(n)

f€0(g(n)) < lim —= =c¢ pourun certainc € R

(Sans démonstration)
Exemple 2.3 La fonctionf(n) = > | i est dansD(n?) car pour tout: > 0, on a

2
f(n):n ;n<n2+n§n2+n2:2n2.

La condition de la définition 2.1 est satisfaite pout 2 et N > 0.
(Notons qu'il est donc aussi vrai qyfec O(n*) pour toutk > 2.)

D’autre part, notons que® € O(f(n)) car
n* <n®+n=2f(n).

Ici, nous dirons qué (n) etn? sont Grand®-équivalent (voir définition ci-dessous).
Définition 2.4 Deux fonctionsf(n) etg(n) sont ditesGrand-O-équivalentesi f € O(g(n)) etg € O(f(n)).

Proposition 2.5 deux fonctiongf(n) et g(n) sont Grand®-équivalentes si et seulementisiy, % =c
pour une certaine constante non nutle
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Exemple 2.6 Etant donné un graph@, ayant, sommets et arétes, nous voulons trouver le degré de chaque
sommetr € V(G), et nous voulons savoir quel estéamps d’exécutioft.-a-d. : en gros, le nombre d’instruc-
tions que notre programme doit exécuter avant de donneg¢pemses souhaitées.

Nous analyserons deux algorithme différents.

Cas 1: le graphe est représenté par sa matrice d’adjacence.

Comme le graphe est non orienté, sa matrice d’adjacenceraétriyue. Nous n’avons donc qu’a considérer
la sous-matrice triangulaire inférieure (excluant donditagonale et la sous-matrice triangulaire supérieure).
Cette sous-matrice E?j entrées. Doné@ entrées. Notre programme doit vérifier si chacune de ces

entrées est non nulle. Comrﬁéf;‘—l) < 1n?, le temps d’exécution de notre programme est donc d§ns).

Cas 2 : le graphe est représenté par une liste d’arétes.

Dans ce cas notre programme devra considérer chaqune ties deda liste. Le temps d’exécution de notre
programme est donc dad¥m). Cependant, comme < @ on a donc aussi que ce temps d’exécution
est dang)(n?).

Définition 2.7 Etant donné un algorithmd.

Si on considére le temps d’exécution comme un fonction dé » est la taille des données d’entrée, on dira
gue l'algorithmeA rouleen temps polynomigbu plus simplement, que I'algorithmé4 estpolynomia) si son
temps d’exécution est dald¥(p(n)) pour un certain polynéme.

2.2 Problémes de décision, problemeB et problemesN P

Définition 2.8 Un probleme est appef@obléme de décisiosiil consiste a décider si un élément appartenant
a une certaine famille aui ou non une certaine proriété.

On représente frequemment un probléme de décision par eméfesX qui est un sous ensemble d’'un en-
semble généradl’. Alors, pour chaque instangec Y, le probleme consiste a décider si oui ou poa X.

Voici quelques exemples de problemes que nous verrons asidewe cours. Certains sont des probléemes
de décision, d’autres pas. Cependant vous verrez qu’étangédm probleme quelconque, il est généralement
facile d’en déduire un probléme de décision.

1. HAM est le probleme qui, étant donné un grapheonsiste a trouver (s'il existe) un cycle hamiltonien
deG.

2. HAMD est le probléme ddécisionqui, étant donné un graphf@, consiste a décider si oui ou néh
contient un cycle hamiltonien.

3. : TSP ( the traveling salesman probleme”, ou en Francais : “le piéime du commis voyageyrést le
probleme qui étant donné un graphe comg{gtou on a associé a chacune des arétes un certain poids
> 0, consiste a trouver un cycle hamiltonien g dont le poids total soit minimal.

4. TSPD est le probleme dkcisionqui étant donné un graphe compl€t ou on a associé a chacune des
arétes un certain poids >0 et un entier pogititonsiste a décider s'il existe un cycle hamiltonien dont
le poids total soit au plus.
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5. VCD est le probleme déécisionqui étant donné un graphe G et un entier positif ’V(G)‘ consiste

a décider s'il existe un sous ensemble C V (G) de taille au plus: qui recouvreG (c.-a-d. : tel que
Viz,y] € E(G) x € V'ouy € V).

Définition 2.9 P est la classe de tous les problemesideisionsqui peuvent étre résolus par un algorithme
polynomial.

Définition 2.10 Un systéme de preuy@our un probléme de décisioki C Y est un ensembl€® x (appelé
I'espace de preuyet un ensemblé’y C (X x @)x) ou pour toute instance,

reX <= JgeQx (z,q) € Fy.

Définition 2.11 NP est la classe de tous les problemesideisionsX qui admettent un systeme de preuve
Fx C (X x Qx) ou il existe un polynéme(n) tel que

(A) Vx e X Jq € Qx detaille < p(taille dex) tel que (z, ¢) € Fy

(B) Fx € P

Théoreme 2.12P C NP

Question???? Estque P=NP ou PGNP ?
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Exemple 2.13SoientY I'ensemble de tous les graphesét’ensemble de tous les graphes hamiltoniens.
Alors le problemeX (c.-a-d. : le probleme de déterminer si un élémerd Y est ou n’est pas un graphe
hamiltonien) est un probléme de décision.

Soient@ x 'ensemble de toutes les séquences de sommets de graphelet( X x @ x) 'ensemble définie
par la relation suivante :

(G,q) € Fx <= ¢ défini un cycle hamiltonien d€'.

Clairement, le coupléQ x, F'x) est un systéme de preuve du probléme de déciXian Y. De plus, la taille
d’'une séquence sans répétition des sommets d’'un gi@@s plus petite que la taille d& lui-méme. Donc
si on posep(n) = n, on aura que :(A) Vx € X Jg € @ detaille < p(taille dex) tel que (z, q) € F. La
séquence étant n'importe quelle séquence des sommets du graphetbaieilz qui donne un cycle hamil-
tonien der.

Et il est facile de voir qu’on peut décider si une séquencendesets d’'un graph& donne un cycle hamilto-
nien deGG ou non en un temps d’exécution qui est polynomial par rapptataille deGG. On a donc que (B)
FeP.

Conclusion : le probleme de déterminer si un graphe est hareh ou non est dangP.

Définition 2.14 Soit A et B, deux problemes. On dit qué estpolynomialement Turing reductibBeB (no-
tée : A <7 B) s'il existe un algorithme pour résoudré qui serait exécutable en temps polynomial si on
pouvait résoudre n'importe quelle instance/len un temps unité.

Proposition 2.15 <% est un pré-ordre (c.-a-d. : transitif et réflexif mais pasisymétrique).

Définition 2.16 Si A <7 B et A >F B alors on dira qued et B sontpolynomialement Turing équivalent
(NotéeA =7 B.)

Théoréme 2.17Si A <7 B et si B peut étre résolu en temps polynomial, alerest également résoluble en
temps polynomial.
(Sans démonstration)

Théoréme 2.18SoientA et B, deux problémes de décisions.5K7 BetsiB € P alors A € P.
(Sans démonstration)

Théoreme 2.19HAM =7 HAMD.

Démonstration
<k
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Exercice 2.1 Montrez que TSR=F TSPD.

Définition 2.20 SoientA et B, deux problemes de décision respectivement définis surrdesmbles d’ins-
tancesl, et Iz. Le problemeX est ditpolynomialement réductible par associatian problemeB (noté
A <P B) s'il existe une applicatiorf : I — J qui soit calculable en temps polynomial et telle que :

Veel ze€A < f(r)eB.

Proposition 2.21 < est un pré-ordre (c.-a-d. : transitif et réflexif mais pasissymeétrique).

Définition 2.22 Si A <” B etA > B alors on dira qued et B sontpolynomialement équivalent par
association(NotéeA =7 B.)

Théoréme 2.23SoientA et B, deux probléemes de décisions. $i<” B alors A <7 B.
(Sans démonstration)
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Corollaire 2.24 SoientA et B, deux problémes de décisions. K" BetsiB € P alorsA € P.
Démonstration Théoréme 2.23 et Théoréme 2.18. O

Théoréme 2.25HAMD <” TSPD.

Démonstration

Définition 2.26 Un probléme de décision est dit\/P-complet, si
(1) Ae NP et
2 X<PA VX eNP.

Proposition 2.27 Soit A € N'P-complet etB € N'P. Alors

) A<P B = B e NP-complet
(i) A<’ B = B e NP-complet

Démonstration Le résultat découle immédiatement de la définition 2.26<Zaest une relation transitive, et
du Théoréme 2.23. O
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2.3 Le probléme SAT-CNF et le théoreme de Cook

Définition 2.28 Un étatest une liste de variables avec leurs valeurs respectives/ddiable booléenest une
variable qui ne peut prendre que les valeurs “VRAI” et “FAUXIhe expression booléerest une expression
construite a partir des constantes “VRAI” et “FAUX”, de vdiies booléennes et des opérateurs booléens
AV, Y, = ets.

Définition 2.29 Un expression booléene est ditesatisfiables’il existe au moins un des états de ses variables
pour lequelP est “VRAI".

Exercice 2.2 Dites si chacune des expressions booléenes suivantes esh catisfiables. Si I'expression est
satisfiable, donnez un état de ses variables dans lequetd'esion est “VRAI”.

-(pAg) = (pVa);

pVa) = (pPAa);

1V p2) A(=p2 Vps) A(=ps Vpr)

P2V p3V pa) A(=p1Vpa V ps) A (=p1 V mpa Vo ps)

P2V 3V pa) A(=p1Vpe Vops) A(=prV opa YV =ps) A(=prV =ps Vps) A(prV —p2) A (prVpaV —ps).

o

aBN W N

Définition 2.30 Un littéral est une expression qui est soit une variable booléene smitiéa négation d’'une
telle variable. Une&lauseest une conjonction de littéraux.

Une expression booléene est dite en forme “CNEbdifjunctive normal formsi elle est la conjonction de
clauses. Si en plus, chacune de ces clauses est composérud adittéraux, alors on dira que I'expression
est en fome E-CNF”.

Exemple 2.31
— p; est a la fois un littéral, une clause, une expression CNF, ypeession 1-CNF, une expression 2-
CNF, ...
— —p; est a la fois un littéral, une clause, une expression CNF, ypeession 1-CNF, une expression
2-CNF, ...

— les expressions des numéros 3, 4 et 5 de I'exercice 2.2aaestdes expressions 3-CNF.
— l'expression du numéro 3 de I'exercice 2.2 est une expesSICNF.

Définition 2.32

e SAT est le probleme de décision qui, étant donné une exprebsioléene, décide si elle satisfiable ou
non.

e SAT-CNF est le probleme de décision qui, étant donné une ssiore booléene en forme CNF, décide
si elle est satisfiable ou non.

e Etant donné: € N*, SAT-k-CNF est le probléme de décision qui, étant donné une expresbléene
en formek-CNF, décide si elle est satisfiable ou non.

20



Théoréme 2.33(Cook - 1971) SAT-CNFc NP-complet

Idée de la démonstration

Théoreme 2.34SATc N'P-complet

Démonstration EXERCICE.

Exercice 2.3 Montrez que SAT-2-CNk P.

21



Théoréme 2.35SAT3-CNF € N'P-complet

Idée de la démonstration
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Théoréme 2.36VCD € N'P-complet

Démonstration
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Théoréme 2.37HAMD € N'P-complet

Démonstration Le résultat est fortement basé sur I'observation suivante :

Obesrvation (x) : Etant donné le sous-graphé (d’un graphe quelconqué) représenté a la Figure 1 ol
a, b, c etd sont les seuls sommets Hea étre incidents a des sommets horsiHle

FIG. 1 — Le sous-graph#.

SiC' est un cycle hamiltonien d&, alors la trace de' sur H devra avoir I'une des trois formes représentées
ala figure 2.

FIG. 2 — Latrace d&’ est en gras.

La démonstration de cette observation est laissée au tecteu
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1. HAMD € NP.

2. Montronsque: X <FZ HAMD VX € N'P.

Par Proposition 2.27 (ii), il suffira ici de montrer que VGO, HAMD, car on a déja montré que
VCD € N'P-complet.

(a) La construction de la réduction par association
Etant donné un graph@ et un entier positit < |V (G)|, nous devons construire un graphietel
que
— (' est constructible en temps polynomial par rapport a leetddl(G, k) ;

— (G aun VC de cardinalité k£ <= G’ a un circuit hamiltonien.

La construction de G'.

e Onsedonne,, ay, ..., ax, knouveaux sommets (n'appartenant pas&)).

e Pour chaque = [u,v] € E(G), on se donne le graphé. décrit a la figure 3. On appelera ce
graphes léegode l'arétee. we ) (el

(u,e,6) (ve, 6)
H,

FIG. 3— Lelegode I'arétee.

e Pour chaques € V(G), on ordonne les arétes déincidente & et on les notes ainsi :

Cull]y €uf2s -5 Culdegs(u)]-
e (' seral'union des sommets, as, ..., a; et desH, a laquelle on ajoutera les arétes suivantes :
Loi A: laj, (u,eqn),1)] Vi=1,...,k et Vu e V(G)
LoiB: [(u,euu,6), (u,euiv1),1)] Vi =1,..., deg,(u) —1 et Vu e V(G)
LoiC: (U, eufdeqs (u)]: 6)5 a5 Vi=1,...,k et Vu e V(G)
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Voici un exemple.

FIG. 4 — Le graph&7, lavaleur k =2 et les ordonnancements suivants :
€] = € Cuf1] = € €teyp =[5 ey = f, e = g €tegy = hy ey =95 e = h

g (gD

wfD) D

(ve 1) (w,e, 1)
e

NL@h ) @h1)

\

\

e t——————

- —
e —————

—_—
—
—_—e—
—_———— ———

Poura ,, mémes
voisins que a .

FIG. 5 — Le graph&’ correspondant.

(b) G’ peut étre construit a partir de G et k en temps polynomial par rapport a la taille de (G,k).

Essentiellement parce qée< ‘V(G)‘ et parce que

‘V(G’) ~ 12. (E(G)] +k

2

(E(G')

— ‘V(G’)
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(c) Montrons que : G aun VC de cardinalitéc k¥ < G’ est un graphe hamiltonien.

SoitC' un cycle hamiltonien dé&/.

Soit P une chaine inclue dari$ qui commence et se termine sur, as, . . ., a; } mais dont aucun
sommet interne n‘appartient{@ , as, . . ., ax}.

Notons ceP par(a;, by, bs, ..., bs, a;).

Alors il découle des lois A et C qu'’il existe un sommet € V(G) tel que

by = (UP, Cupl[l]s 1) ou bien by = (up, Cupldegs (up)]s 6).
Nous dirons que le sommep de G estassociéa la chaing® C C.

Il découle de la loi B et de I'observatior)(que chacune des arétes Bequi joint deux legos
différents deG’ est de la forme

[(up, €upfi; 6), (up, €upfit1), 1)] pour un certain € {1,2,...,deg,(up) — 1}.

Ainsi,

Observation (xx) : la chaineP est vraiment associée a ce sommettigue nous avons noté»

puisqu’entre autre choses,

e il découle de la loi B et de I'observatior)(que la chaing’ visitera successivemenhacun
des IegosHequ (aveci € {1,2,...,deg,(up) — 1}) etuniquement ces legos. Cette visite se fera
soit en suivant I'ordre croissant des valeursidsoit en suivant I'ordre décroissant selon que

bl = (UP, €upll]s 1) ou quebl = <UP, €upldegs: (up)]s 6)

e Sila chaineP suit I'ordre croissant, alors par la loi C, on aura, = (up, €upseq; (up)]: 6)-
Si elle suit I'ordre décroissant, alors par la loi A, on aurd, = (up, ey, 1).

Clairement,C' étant un cycle hamiltonien d@’ et {a,ao, ..., a;} étant de cardinalité- k, le
cycle C' se décompose donc en exactemerhaines du type d& (c.-a-d. : commencant et se
terminant suf{ay, as, . .., a;x} mais dont aucun sommet interne n'appartieftu@ ao, . . ., ax}).
Notons ces chaind3,, P, ..., P et appelonsip,, up, , ..., up,, les sommets dé& qui leurs sont
respectivement associés.

Montrons queX = {up,, up,,...,up, } €stun VC d&z de cardinalité< k.

Il est évident qu#X‘ <k.

Soita € E(G). Nous devons montrer gu’au moins une des extrémités aepartient aX ou,
autrement dit, qu'’il existe un sommet dequi est incident a.

Choisissons une chainfg C C (5 € {1,2,...,k}) qui passe par le legfl,. CommeC est un

cycle hamiltonien dé&’, un tel P; existe. Alors en vertu du premier point de I'observaties)( on

aqueH, = H., |, pouruncertaini € {1,2,... deg;(up,) — 1}, car cette observation dit qug
J

visite uniquement les lego de la fornig&, . On adonc que
J
a = eupj []-

Ce qui indique que I'aréte est incidente au sommep, (plus exactement, l'aréieest la;*™dans
I'ordonnancement des arétes incidentes au somrmpgt Commeup, € X, on a donc queX est
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bien un VC de cardinalit& £ deG.

(d) Montrons que : G aun VC de cardinalitél k = G’ est un graphe hamiltonien.

Question du Devoir 2.
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