Exercices résolus

Méthode du simplexe

1.
Pouvons-nous utiliser la méthode du simplexe pour résoudre le problème de programmation linéaire en nombres entiers suivant:

Min
x 
+ 2y +3z 
+4u

sujet à
x
+ y


≤ 2




z
+ u
≤ 3



x

+ z

≥ 1




y

+ u
≥ 2


x, y, z, u ≥ 0, entiers
Justifiez votre réponse. Vous devez faire la preuve de ce que vous affirmez.
La matrice A des contraintes

1
1
0
0

0
0
1
1

-1
0
-1
0

0
-1
0
-1
est totalement unimodulaire. Ceci est vérifié en appliquant le théorème Heller-Tompkins-Gale; la partition des lignes choisie est I= {1, 2, 3, 4} et J = Ø.
Puisque le système de contraintes est de la forme AX ≤ b, et A est totalement unimodulaire, le théorème 7.2.3 s'applique et le programme linéaire associé admet une solution optimale entière laquelle est aussi une solution du problème en nombres entiers.
2.
a)
Montrer que la matrice A suivante est totalement unimodulaire:
	1
	0
	-1
	0

	0
	1
	-1
	0

	-1
	0
	0
	1

	-1
	1
	0
	0

	0
	1
	-1
	0


Pour vérifier que la matrice A est totalement unimodulaire, il s'agit d'appliquer le théorème de Heller-Tompkins-Gale en considérant la partition des colonnes I = {1, 2, 3, 4} et J = Ø.
b)
Que peut-on dire alors de la matrice
	0
	1
	0
	0
	1
	-1
	0
	0
	0
	

	0
	0
	1
	1
	0
	-1
	0
	0
	0
	

	1
	-1
	0
	0
	0
	0
	1
	0
	0
	

	0
	-1
	0
	1
	0
	0
	0
	1
	0
	

	0
	0
	0
	1
	0
	-1
	0
	0
	1
	


Cette matrice a la forme (A : U) où U est la matrice identité à une permutation près. La démonstration du théorème 7.2.3 nous permet donc d'affirmer que la matrice ci-contre est  totalement unimodulaire. Par conséquent, la méthode du simplexe nous permettra de résoudre le problème suivant.
c) Résoudre le système suivant:

Min x1 + 2x2 + 3x3 + 4x4

sujet à Ax ≤ b


x ≥ 0, entiers

où xt = (x1, x2, x3, x4), bt = (1,2,2,1,2).
En construisant le tableau du simplexe, on obtient immédiatement que la solution optimale est (x1, x2, x3, x4) = (0,0,0,0), une solution entière.
Remarque:
Considérons un instant le cas général où ct = (c1, c2, c3, c4).
Nous avons le tableau suivant:

x1
x2 
x3
x4
e1
e2 
e3
e4
e5

1
0
-1
0
1
0
0
0
0
1


0
1
-1
0
0
1
0
0
0
2


-1
0
0
1
0
0
1
0
0
2


-1
1
0
0
0
0
0
1
0
1


0
1
-1
0
0
0
0
0
1
2


c1
c2 
c3
c4
0
0
0
0
0
0

La condition c3 ≥ 0 doit être satisfaite sans quoi le problème n'est pas borné.
Faisons entrer x1 dans la base.

x1
x2 
x3
x4
e1
e2 
e3
e4
e5

1
0
-1
0
1
0
0
0
0
1


0
1
-1
0
0
1
0
0
0
2


0
0
-1
1
1
0
1
0
0
3


0
1
-1
0
1
0
0
1
0
2


0
1
-1
0
0
0
0
0
1
2


0
c2 
c1+c3
c4
-c1
0
0
0
0
-c1
La condition c1+ c3 ≥ 0 doit être satisfaite sans quoi le problème n'est pas borné.
Faisons entrer x4 dans la base.

x1
x2 
x3

x4
e1
e2 
e3
e4
e5

1
0
-1

0
1
0
0
0
0
1


0
1
-1

0
0
1
0
0
0
2


0
0
-1

1
1
0
1
0
0
3


0
1
-1

0
1
0
0
1
0
2


0
1
-1

0
0
0
0
0
1
2


0
c2 
c1+c3+c4
0
-c1-c4
0
-c4
0
0
-c1-c4
La condition c1+ c3 +c4 ≥ 0 doit être satisfaite sans quoi le problème n'est pas borné. Faisons entrer x2 dans la base.

x1
x2 
x3

x4
e1
e2 
e3
e4
e5

1
0
-1

0
1
0
0
0
0
1


0
1
-1

0
0
1
0
0
0
2


0
0
-1

1
1
0
1
0
0
3


0
0
0

0
1
-1
0
1
0
0


0
0
0

0
0
-1
0
0
1
0


0
0 
c1+c2+c3+c4
0
-c1-c4
-c2
-c4
0
0
-c1-c4-c2
La condition c1+c2+ c3 +c4 ≥ 0 doit être satisfaite sans quoi le problème n'est pas borné.

Méthodes de troncature

1.
Résoudre le problème précédent avec la méthode des formes entières:

Max z = 2x + y

sujet à
2x 
+ 3y 
≤ 9


x

≤ 2


x,
y
≥ 0, entiers.
En résolvant grâce au simplexe, on a:

x
y
e1
e2

0
1
1/3
-2/3
5/3

1
0
0
1
2

-------------------------------------

0
0
1/3
4/3
17/3
Puisque la solution n'est pas entière, on introduit une nouvelle coupe:

-1/3 e1
- 1/3 e2
+ e3
= -2/3.

Nous avons alors le problème suivant:

x
y
e1
e2
e3

0
1
1/3
-2/3
0
5/3


1
0
0
1
0
2


0
0
-1/3
-1/3
1
-2/3


--------------------------------------------------


0
0
1/3
4/3
0
17/3


x
y
e1
e2
e3

0
1
0
-1
1
1

1
0
0
1
0
2

0
0
1
1
-3
2

--------------------------------------------------

0
0
0
1
1
5
La solution optimale entière est alors: x = 2, y = 1 avec z(max) = 5.
2.
Résoudre le problème suivant par la méthode des formes entières:

Max z = 3x + y

sujet à
2x +
y
≤
5



x    -
2y
≤
2



x, y ≥ 0 entiers.
Nous résolvons le problème linéaire continu par la méthode du simplexe. Nous obtenons le tableau optimal suivant:

x
y
e1
e2

0
1
1/5
-2/5
1/5

1
0
2/5
1/5
12/5

---------------------------------------------

0
0
7/5
1/5
37/5
La solution optimale n'est pas entière. Nous allons introduire une coupe à partir de la ligne 2. Il s'agit de :

-2/5 e1
-1/5 e2
+ e3
= -2/5.

Nous obtenons ainsi:

x
y
e1
e2
e3

0
1
1/5
-2/5
0
1/5

1
0
2/5
1/5
0
12/5

0
0
-2/5
-1/5
1
-2/5

---------------------------------------------

0
0
7/5
1/5
0
37/5
En appliquant l'algorithme dual du simplexe, on a:

x
y
e1
e2
e3

0
1
1
0
-2
1

1
0
0
0
1
2

0
0
2
1
-5
2

---------------------------------------------

0
0
1
0
1
7
la solution optimale est: x = 2, y = 1 et z = 7.

Algorithme de subdivision successive

1.
Résoudre le problème suivant avec l'algorithme de la subdivision successive:

Max z = 2x + y

sujet à
2x 
+ 3y 
≤ 9


x

≤ 2


x,
y
≥ 0, entiers.
L'algorithme débute avec la solution réalisable  initiale x = y = 0.
Soit la solution réalisable initiale x = y = 0 avec z1 = 0. Appliquons la méthode du simplexe au problème linéaire associé correspondant :

2
3
1
0
9

1
0
0
1
2

-------------------------------------

-2
-1
0
0
0

0
3
1
-2
5

1
0
0
1
2

-------------------------------------

0
-1
0
2
4

0
1
1/3
-2/3
5/3

1
0
0
1
2

-------------------------------------

0
0
1/3
4/3
17/3
Puisque y = 5/3 n'est pas entier, alors considérons les 2 problèmes suivants:

Max 2x + y

sujet à
2x 
+ 3y 
≤ 9





(P1)


x

≤ 2



y
≤ 1


x,
y
≥ 0, entiers

Max 2x + y

sujet à
2x 
+ 3y 
≤ 9





(P2)


x

≤ 2



y
≥ 2


x,
y
≥ 0, entiers
et on pose z2 = 0. On choisit (P1); on obtient:

0
1
1/3
-2/3
0
5/3

1
0
0
1
0
2

0
0
-1/3
2/3
1
-2/3

-------------------------------------------------

0
0
1/3
4/3
0
17/3

0
1
0
0
1
1

1
0
0
1
0
2

0
0
1
-2
-3
2

-------------------------------------------------

0
0
0
2
1
5
une solution réalisable x = 2, y = 1 avec z(max) = 5. On pose z3 = 5.
On choisit (P2). On obtient:

0
1
1/3
-2/3
0
5/3

1
0
0
1
0
2

0
0
1/3
-2/3
1
-1/3

--------------------------------------------------

0
0
1/3
4/3
0
17/3

0
1
0
0
-1
2

1
0
1/2
0
3/2
3/2

0
0
-1/2
1
-3/2
1/2

--------------------------------------------------

0
0
1
0
2
5
une solution non réalisable x = 3/2, y  = 2 avec z(max) = 5. L'algorithme peut terminer ici puisque z3 = 5. Notons toutefois que l’examen de (P2) n’était pas nécessaire car la valeur de la fonction objective de (P0) est 17 / 3 de sorte que nous ne pouvons obtenir une meilleure solution entière que celle de (P1).
La solution optimale est x = 2, y = 1 avec z(max) = 5. 
Algorithme d’énumération partielle implicite

1.
i)
Convertir le problème suivant de programmation linéaire en nombres entiers en un problème où toutes les variables sont booléennes.

Max
x 
+ y

sujet à
2x 
+ y 
≥ 2


x
+ 2y
≤ 4


x

≤ 1


x,
y
≥ 0, entiers.
Nous devons effectuer un changement de variable pour mettre en présence des variables booléennes seulement. Puisque  0 ≤ x ≤ 1, cela signifie que x = 0 ou 1. De la deuxième contrainte, on en déduit que 0 ≤ y ≤ 2; nous effectuerons donc le changement de variable suivant: y = u + v où u, v sont des variables booléennes.
Nous pouvons alors écrire le problème équivalent suivant:

Max
z = x 
+ u
+ v


sujet à
2x 
+ u
+ v 
≥ 2


x
+ 2u
+ 2v
≤ 4



x, u, v ( {0,1}.

ii)
Résoudre le problème équivalent obtenu avec l'algorithme d'énumération partielle implicite.
Soit x = 1, u = v = 0 une solution réalisable initiale où z1 = 1.
On forme les deux solutions partielles (S1): {x = 1} et (S2): {x = 0}
dont les problèmes associés sont:


Max
u
+ v
= z(max) -1

(P1)

sujet à
u
+ v 
≥ 0



2u
+ 2v
≤ 3




u, v ( {0,1}.



Max
u
+ v
= z(max)

(P2)

sujet à
u
+ v 
≥ 2



2u
+ 2v
≤ 4




u, v ( {0,1}.

Examinons (S1): {x = 1}. En effectuant les tests 3 & 4, on ne peut affecter de valeurs particulières aux variables libres. En appliquant les tests 1 & 2, on voit qu'il existe des compléments réalisables  qui améliorent z1.
Formons deux solutions partielles augmentées: (S3): {x = 1, u = 1} et (S4): {x = 1, u = 0} dont les problèmes associés sont:


Max
v
= z(max) -2
(P3)

sujet à
v 
≥ -1



2v
≤ 1



v ( {0,1}.


Max
v
= z(max) - 1
(P4)

sujet à
v 
≥ 0



2v
≤ 3




u, v ( {0,1}.

Examinons (S3): {x=1, u = 1}. En effectuant le test 3, on doit fixer v = 0. La solution réalisable complète  {x = 1, u = 1, v = 0} est une meilleure solution avec z2 = 2.
Examinons (S4): {x = 1, u = 0}. En effectuant le test 4, on doit fixer v = 1. La solution réalisable complète {x = 1, u = 0, v = 1} n'est pas meilleure.
Examinons (S2): {x = 0}.  En effectuant le test 4, on doit fixer u = v = 1. La solution réalisable complète {x = 0, u = 1, v = 1} n'est pas meilleure.
Donc, une solution optimale à ce problème est {x = 1, u = 1, v = 0} ou encore {x = 1, y = 1} avec z(max) = 2.

++++++++++++++++++++++++++++++

