Exercices résolus

Exercice # 1

Considérons le réseau suivant où u, v désignent respectivement le flot sur un arc et sa capacité :
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Déterminez une chaîne d’augmentation du flot entre la source s et la destination t.

Par rapport à ce flot, la chaîne s = 1, 4, 2, 3, 5, 6 = t est une chaîne d’augmentation du flot entre s et t.

Exercice # 2

Démontrez le résultat suivant :

Un flot f de valeur v est maximum si et seulement si f n’admet aucune chaîne d’augmentation du flot entre s et d.

(
Supposons un flot f de valeur v maximum.

Si f admettait une chaîne d'augmentation du flot alors f ne serait pas un flot de valeur maximum car on pourrait l'augmenter le long de cette chaîne. Par conséquent, f n'admet pas de chaîne d'augmentation du flot.
(
Supposons que f soit un flot réalisable qui n'admet pas de chaîne d'augmentation du flot.
Soit X = {j ( N | il existe une chaîne d'augmentation du flot de s à j} et X = N - X.
Alors, nécessairement, nous avons f(x, y) = K(x, y) pour tout (x, y) ( (X, X) et f(y, x) = L(y, x) pour tout (y, x) ( (X, X). Nous avons alors:


v
=
∑
∑ f(x, y)
-
∑
∑ f(y, x)





x ( X
y ( X


y ( X
x ( X




=
∑
∑ K(x, y)
-
∑
∑ L(y, x)





x ( X
y ( X


y ( X
x ( X




=
K(X, X) – L(X, X).

D'après le lemme déjà vu, cette valeur de v doit être maximum.
Exercice # 3
(flot maximum – coupe minimale)

Démontrez le résultat suivant :

La valeur maximale d’un flot entre s et d est égale à la valeur minimum de la capacité d’une coupe séparant s et d.

Soit f un flot maximum avec une valeur v. D’après le résultat précédent, f n’admet pas de chaîne d’augmentation du flot, donc, d’après ce même résultat, on peut identifier une coupe [X, X] telle que v = K(X, X) – L(X, X).

Mais d’après le lemme déjà vu, pour toute autre coupe [Y, Y] séparant s et d, 


K(X, X) – L(X, X) = v ( K(Y, Y) – L(Y, Y).
Donc, [X, X] est une coupe minimum.
Exercice # 4


Montrez que la coupe minimale correspond à une solution optimale du problème dual du problème linéaire de flot maximum.

Le théorème principal (flot maximum – coupe minimum) précédent est en fait le théorème fondamental de la dualité en programmation linéaire. En effet, le problème dual du problème de flot maximum est :
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Soit C = [X, X] une coupe minimale entre s et d, la solution
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est réalisable à ce problème dual et 

· { K(u, v) W(u, v) - L(u, v) H(u, v) } =
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· { K(u, v) W(u, v) - L(u, v) H(u, v) } =
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K(X, X) – L(X, X).
Donc, la coupe minimale correspond à une solution optimale du problème dual du problème linéaire de flot maximum.

Exercice # 5
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