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Question 1

Considérons le graphe suivant où chaque couple (x, y) associé à un arc désigne respectivement le nombre d’unités de flot et le coût unitaire sur l’arc. Il n’existe aucune contrainte de capacité sur les arcs.















Transformons ce flot réalisable en un autre tel que les arcs portant un flot positif fasse partie d’un arbre partiel du graphe.

Par la suite, seulement les arcs portant un flot positif sont illustrés.

Considérons le flot réalisable suivant :
















Recherchons un flot réalisable avec au plus 7 arcs portant un flot positif où ceux-ci ne forment pas de circuit.

Choisissons comme premier circuit 1-4-3-1 avec l’orientation dans le sens de l’arc (1,4). On ajoute 4 unités à (1,4) et on soustrait 4 unités à (1,3) et (3,4).















Choisissons comme circuit 1-4-3-2-1 avec l’orientation dans le sens de l’arc (1,4). On ajoute 4 unités à (1,4) et (3,2) et on soustrait 4 unités à (3,4) et (1,2).















Choisissons comme circuit 1-4-7-6-5-2-1 avec l’orientation dans le sens de l’arc (1,4). On ajoute 1 unité à (1,4), (4,7), (7,6) et on soustrait 1 unité à (5,6), (2,5), (1,2).
















Choisissons comme circuit 6-3-2-5-6 avec l’orientation dans le sens de l’arc (6,3). On soustrait 3 unités à (6,3), (3,2), (2,5), (5,6).
















Choisissons comme circuit 7-6-3-2-5-8-7 avec l’orientation dans le sens de l’arc (7,6). On soustrait 1 unité à (7,8).
















Nous avons obtenu un flot de base réalisable pour le graphe.
Question 2

Considérons le graphe précédent et résolvons le problème de flot à coût minimum à l’aide de la méthode du simplexe.
Nous avons obtenu à la question #1 un flot de base réalisable pour le graphe où la fonction objective est égale à 33 + 33 + 44 + 77 + 22 + 66 + 88 = 363; évaluons maintenant les multiplicateurs du simplexe :

















Évaluons maintenant le coût relatif des variables hors-base :
c(1,2) = c(1,2) - (1 + (2 = 4 – 33 + 14 = -15
c(1,3) = c(1,3) - (1 + (3 = 5 – 33 + 16 = -12
c(3,4) = c(3,4) - (3 + (4 = 1 – 16 + 30 = 15

c(5,6) = c(5,6) - (5 + (6 = 3 – 8 + 23 = 18

c(6,8) = c(6,8) - (6 + (8 = 2 – 23 + 0 = -21

c(7,8) = c(7,8) - (7 + (8 = 10 – 27 + 0 = -17

On choisit donc l’arc (6,8) comme variable d’entrée.















On choisit l’arc (5,8) comme variable de sortie.

On obtient alors :
















avec comme valeur de la fonction objective 33 + 33 + 44 + 22 = 132.
Évaluons maintenant les multiplicateurs du simplexe :


















Évaluons maintenant le coût relatif des variables hors-base :

c(1,2) = c(1,2) - (1 + (2 = 4 – 12 -7 = -15

c(1,3) = c(1,3) - (1 + (3 = 5 – 12 -5 = -12

c(3,4) = c(3,4) - (3 + (4 = 1 + 5 + 9 = 15

c(5,6) = c(5,6) - (5 + (6 = 3 + 13 + 2 = 18

c(5,8) = c(5,8) - (5 + (8 = 8 + 13 + 0 = 21
c(7,8) = c(7,8) - (7 + (8 = 10 – 6 + 0 = 4.
On choisit donc l’arc (1,2) comme variable d’entrée.
















Cette solution demeure inchangée. On choisit l’arc (6,3) comme variable de sortie.

On obtient alors :

















Évaluons maintenant le coût relatif des variables hors-base :

c(1,3) = c(1,3) - (1 + (3 = 5 – 12 + 10 = 3

c(3,4) = c(3,4) - (3 + (4 = 1 - 10 + 9 = 0

c(5,6) = c(5,6) - (5 + (6 = 3 - 2 + 2 = 3

c(5,8) = c(5,8) - (5 + (8 = 8 - 2 + 0 = 6

c(6,3) = c(6,3) - (6 + (3 = 7 - 2 + 10 = 15

c(7,8) = c(7,8) - (7 + (8 = 10 – 6 + 0 = 4.

La solution est optimale.
………………………………………………………………
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