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5.1
Introduction

Lorsque, au tout début de la construction d'un modèle de programmation linéaire, l'on y incorpore des vecteurs de coût, des quantités de ressources disponibles, des limitations quant à la capacité de certaines ressources, des profits que l'on peut espérer récolter de la vente de certains produits, etc., on néglige dès lors d'y introduire les variations éventuelles de ces paramètres causées par différents aléas. Un  modèle n'est qu'une approximation de la réalité, il ne faut jamais l'oublier.

Idéalement, il faudrait tenir compte de ces variations éventuelles pour avoir une image complète et réaliste du problème traité. Bien que ce ne soit pas nécessaire de tenir compte de ces zones grises inhérentes à chaque paramètre du modèle, il va de soi que la solution optimale du problème considéré doit être examinée avec circonspection. 

D'où, il arrive très souvent qu'après avoir formulé et résolu un problème de programmation linéaire, on se pose la question suivante: quelle est la conséquence, sur la solution, d'une variation des données numériques du problème?  En effet, les données d'un problème sont souvent, en pratique, des estimations et sont donc entachées d'erreur.  C'est pourquoi on aime bien savoir quel est le taux de variation de l'objectif par rapport aux données A, b, c et, de combien, on peut faire varier chaque donnée sans changer la base optimale.  Cette question fait l'objet d'étude de ce qu'on appelle la post-optimisation, l'analyse de sensibilité et le paramétrage.

Nous appellerons plus spécifiquement problèmes de post-optimisation ceux dans lesquels on effectue une modification «discrète» des données : la matrice des coefficients A, le vecteur constant b ou le vecteur de coût c.  Généralement, on distingue dans cette catégorie six sortes de modifications :

–
b seul change d'une quantité discrète,

–
c seul change d'une quantité discrète,

–
une variable est ajoutée au système,

–
une contrainte est ajoutée au système,

–
une seule colonne de A change d'une quantité vectorielle discrète,

–
une seule ligne de A change d'une quantité vectorielle discrète.

Ces modifications peuvent être combinées.

Avec l'analyse de sensibilité, on s'occupe plutôt à explorer le «voisinage» d'une solution optimale, c'est-à-dire à déterminer l'intervalle de variation dans lequel une donnée ou une variable peuvent changer sans que la base optimale soit modifiée.  En effet, il est important de savoir si la solution obtenue est stable: une légère modification d'une donnée la rend-elle caduque?

Enfin, nous appellerons paramétrage l'opération consistant à faire varier certaines données de façon continue.  Sous sa forme la plus générale, dans laquelle les données numériques varieraient en fonction de plusieurs paramètres indépendants intervenant sous forme de fonctions implicites de degré quelconque, ce problème n'a pas reçu de solution.  Nous étudierons plutôt les cas suivants:

–
b varie linéairement en fonction d'un paramètre ,

–
c varie linéairement en fonction d'un paramètre ,

–
un élément aij de A varie linéairement en fonction d'un paramètre ,

–
plusieurs paramètres interviennent linéairement dans b ou c.

Le grand intérêt du paramétrage est qu'il permet de passer de l'optimum correspondant à un ensemble de données à l'optimum relatif à un autre jeu de données sans avoir à résoudre un nouveau problème à partir de zéro.

Les paramétrages ne sont que des extensions de l'analyse de sensibilité.

Avant de procéder à cette étude, quelques remarques générales s'imposent.  La valeur xB d'une solution de base correspondant à une base B est B-1b; elle ne dépend aucunement du vecteur c.  D'autre part, le critère d'entrée de la méthode du simplexe ne fait intervenir que les coûts relatifs cj - ctBB-1a.j, qui ne dépendent pas du vecteur b.

D'où si l'on modifie le vecteur b, la solution xB peut cesser d'être une solution réalisable mais reste «duale-réalisable» (c'est-à-dire que xB peut devenir une solution irréalisable  satisfaisant au critère d'optimalité); le vecteur des multiplicateurs reste donc une solution duale-réalisable.

De plus, une modification du vecteur c ne change pas la valeur de la solution qui reste une solution réalisable; mais celle-ci peut cesser d'être optimale c'est-à-dire, le vecteur des multiplicateurs cesse d'être une solution duale-réalisable.

5.2
La post-optimisation

5.2.1
Modification discrète du vecteur b.

Soit b + b la nouvelle valeur du second membre et x'B la nouvelle solution de base associée à l'ancienne base optimale B: 


x'B
=
B-1 (b + b)


=
xB + B-1 b.

Deux cas sont à distinguer :

a)
si xB + B-1 b ≥ 0 alors x'B  est la nouvelle solution optimale.

b)
si au moins l'une des composantes du vecteur xB + B-1 b est négative, la nouvelle solution de base x'B  n'est pas réalisable.  La méthode la plus rapide pour optimiser de nouveau est d'utiliser l'algorithme dual du simplexe.

Grâce au tableau suivant:


B
R
b
(
I
B-1R


B-1b




ctB
ctR
0

0
( ctR - ctB B-1R )

-  ctB B-1b

on voit facilement qu'en modifiant le vecteur b, seul la dernière colonne est changée:


B-1b
+ B-1b


-  ctB B-1b
-  ctB B-1b

Exemple 5.2.1.1

Considérons le problème suivant:


Min z =
-3x1
- x2
- 3x3

sujet à 
2x1
+ x2
+ x3 
≤ 2



x1
+ 2x2
+ 3x3
≤ 5



2x1
+ 2x2
+ x3 
≤ 6



x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0.

Il est facile de vérifier que le tableau optimal pour ce problème est :

	x1
	x2
	x3
	e1
	e2
	e3
	

	1
	1/5
	0
	3/5
	-1/5
	0
	1/5

	0
	3/5
	1
	-1/5
	2/5
	0
	8/5

	0
	1
	0
	-1
	0
	1
	4

	0
	7/5
	0
	6/5
	3/5
	0
	27/5


Supposons que l'on considère maintenant le problème où bt = (2, 5, 6) est changé pour b + b = (4, 6, 8)t.  Quelle est la solution optimale de ce nouveau problème ?

La nouvelle solution sera:

B-1b = 
3/5
- 1/5
0
2
1


-1/5
2/5
0
1
=
0


- 1
0
1
2
0


d'où, 
x'B = xB + B-1 b = (6/5, 8/5, 4)t ≥ 0. Donc, la nouvelle solution x'B  reste optimale pour le nouveau problème.  De plus, -z = -  ctBB-1b - ctB B-1 b = -27 /5  - 3 = - 42/5.

(
Exemple 5.2.1.2

Reconsidérons le problème précédent où, cette fois, le vecteur bt =
 (2, 5, 6) est changé pour :

b + b = (2, 8, 8). Vérifions d'abord si x'B  reste réalisable.

B-1b = 
3/5
- 1/5
0
0
-3/5


-1/5
2/5
0
3
=
6/5


- 1
0
1
2
2


d'où, x'B = xB + B-1 b =
1/5
+
-3/5
=
-2/5

(

8/5

6/5

14/5 


4

2

6

Il faut donc appliquer l'algorithme dual du simplexe sur le tableau :

	x1
	x2
	x3
	e1
	e2
	e3
	

	1
	1/5
	0
	3/5
	-1/5
	0
	-2/5

	0
	3/5
	1
	-1/5
	2/5
	0
	14/5

	0
	1
	0
	-1
	0
	1
	6

	0
	7/5
	0
	6/5
	3/5
	0
	36/5

	
	
	
	
	(
	
	


	x1
	x2
	x3
	e1
	e2
	e3
	

	-5
	-1
	0
	-3
	1
	0
	2

	2
	1
	1
	1
	0
	0
	2

	0
	1
	0
	-1
	0
	1
	6

	3
	2
	0
	3
	0
	0
	6


D'où
x'B = (2, 2, 6)t et z' = -6.

5.2.2
Modification des coefficients de la fonction économique z.

Procédons de manière algébrique. Soit c + c la nouvelle valeur de c.  La valeur de la solution de base associée à B reste inchangée tandis que: 

i)
le vecteur des coûts relatifs passe de ctR - ctB B-1R à 


ctR + ∆ctR - (cB + ∆cB)t B-1R.

ii)
la valeur de l'objectif passe de - ctB B-1b
à
- (cB + ∆cB)t B-1b.

Deux cas peuvent se produire:

a)
si ctR + ∆ ctR - (cB + ∆cB)t B-1R ≥ 0, la solution xB est encore une solution de base réalisable optimale.

La nouvelle valeur de l'objectif est -z = -z - ∆ctB B-1b.

Cette valeur n'est donc altérée que si les composantes de c qui constituent cB le sont.

b)
Il existe au moins un indice j ( J tel que c'j < 0 où


c' = [ctR + ∆ctR - (cB + ∆cB)t B-1R]t = [ctR - ctB B-1R]t + [∆ctR - ∆ctB B-1R]t
La solution xB n'est plus optimale.  On poursuit les itérations en appliquant l'algorithme primal du simplexe à partir du dernier tableau optimal du problème primitif mis à jour.

Exemple  5.2.2.1

Revenons toujours à notre exemple-type:


Min z =
-3x1
- x2
- 3x3

sujet à 
2x1
+ x2
+ x3 
≤ 2



x1
+ 2x2
+ 3x3
≤ 5



2x1
+ 2x2
+ x3 
≤ 6



x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0.

1er cas:

Supposons que la fonction objective z est changée en -4x1 - 2x2 - 2x3.  En recalculant les nouveaux facteurs de coûts relatifs pour les variables hors base, on obtient:


t
c' =
-2
t
-
-4
t
1/5
3/5
-1/5


0

-2

3/5
-1/5
2/5


0

0

1
-1
0

   =
-2
-
-2
-2
0
t
=
0
2
0
t
≥
0


0


0

La solution xB reste donc optimale.  En fait, on vérifie facilement que le tableau final du problème modifié est de la forme:

x1
x2
x3
e1
e2
e3


1
1/5
0
3/5
-1/5
0
1/5

0
3/5
1
-1/5
2/5
0
8/5

0
1
0
-1
0
1
4

0
0
0
2
0
0
4

2e cas:

On suppose maintenant que la nouvelle fonction objective z' est de la forme -5x1 ‑ x2 ‑ 2x3.  Ce qui entraîne donc:

c' = (6/5, 13/5, -1/5)t.

On doit ainsi former le tableau suivant et appliquer l'algorithme primal du simplexe:

x1
x2
x3
e1
e2
e3


1
1/5
0
3/5
-1/5
0
1/5

0
3/5
1
-1/5
2/5
0
8/5

(
0
1
0
-1
0
1
4

0
6/5
0
13/5
-1/5
0
21/5





  (
x1
x2
x3
e1
e2
e3


1
1/2
1/2
1/2
0
0
1

0
3/2
5/2
-1/2
1
0
4



0
1
0
-1
0
1
4

0
3/2
1/2
5/2
0
0
5

La solution optimale est:  x1 = 1, x2 = x3 = 0, z = -5.

(
5.2.3
Addition d'une variable

L'introduction d'une nouvelle variable xn+1 s'accompagne évidemment de l'addition à A d'une n+1ième colonne an+1 et à c d'une composante cn+1.

L'ancienne solution de base réalisable qui était optimale pour le problème primitif reste une solution de base réalisable pour le problème modifié, mais peut ne plus être optimale.

Deux cas sont donc à distinguer:

a)
Si cn+1 - ctB B-1an+1 ≥ 0, l'ancienne solution optimale est aussi une solution optimale du problème modifié.

b)
autrement, on peut encore améliorer l'ancienne solution optimale en introduisant xn+1 dans la base.  L'algorithme primal du simplexe peut être appliqué directement à partir du dernier tableau (optimal) du problème primitif complété par une (n + 1)ième  colonne B-1an+1.

Exemple 5.2.3.1

1er cas

Supposons qu'on veut introduire une nouvelle variable, dénotée par x4, dans notre exemple-type de la façon suivante:


Min z1 =
-3x1
- x2
- 3x3
+ 2x4

sujet à 
2x1
+ x2
+ x3 
- x4

≤ 2



x1
+ 2x2
+ 3x3
+ 2x4

≤ 5



2x1
+ 2x2
+ x3 
- x4

≤ 6



xi ≥ 0, i = 1, 2, 3,  4.

Il s'ensuit que:


c4 = 2 -
(-6/5, -3/5, 0)
-1
=
2 > 0.




2




-1

Donc, l'ancienne solution reste optimale pour le problème modifié avec toujours z1min = ‑ 27/5.

On vérifie facilement que le tableau final du problème modifié est de la forme:

x1
x2
x3
e1
e2
e3
x4


1
1/5
0
3/5
-1/5
0
-1
1/5

0
3/5
1
-1/5
2/5
0
1
8/5

0
1
0
-1
0
1
0
4

0
7/5
0
6/5
3/5
0
2
27/5

2e cas:

Supposons maintenant qu'après avoir ajouté x4 à l'exemple-type, le problème modifié  devient:


Min z1 =
-3x1
- x2
- 3x3
- x4

sujet à 
2x1
+ x2
+ x3 
- 5x4

≤ 2



x1
+ 2x2
+ 3x3
+ 5x4

≤ 5



2x1
+ 2x2
+ x3 
- x4

≤ 6



xi ≥ 0, i = 1, 2, 3,  4.

On obtient:


c4 = -1 -
(-6/5, -3/5, 0)
-5
=
-4 < 0.




5




-1

On calcule alors:

a4 = B-1a4 = 
3/5
-1/5
0
-5
=
-4


-1/5
2/5
0
5

3
.


-1
0
1
-1

4

On applique ensuite l'algorithme primal du  simplexe au tableau:

x1
x2
x3
e1
e2
e3
x4


1
1/5
0
3/5
-1/5
0
-4
1/5

0
3/5
1
-1/5
2/5
0
3
8/5

(
0
1
0
-1
0
1
4
4

0
7/5
0
6/5
3/5
0
-4
27/5







  (
x1
x2
x3
e1
e2
e3
x4


1
1
4/3
1/3
1/3
0
0
7/3

0
1/5
1/3
-1/15
2/15
0
1
8/15

0
1/5
-4/3
-11/15
-8/15
1
0
28/15

0
33/15
4/3
14/15
17/15
0
0
113/15

La solution optimale du problème modifié est:


x1 = 7/3, x2 = x3 = 0, x4 = 8/15 et z1min = -113/15.

(
5.2.4 Modification des coefficients d'une colonne de A.

Considérons le cas où, l'on remplace la colonne ak de A par a'k.

Si la colonne modifiée correspond à une variable hors base, le raisonnement précédent correspondant à  l'addition d'une variable est intégralement applicable; il s'agit de remplacer dans la section 5.2.3 l'indice n+1 par k.

Si la colonne modifiée correspond à une variable de base, la situation est un peu plus complexe.  La nouvelle matrice B' obtenue par substitution de a'k à ak dans B peut ne plus être une base; si B' est encore une base, la solution de base correspondante peut ne plus être réalisable; si x'B est réalisable, il peut ne plus être optimal.

La condition nécessaire et suffisante pour que B' soit une base, c'est-à-dire régulière, est que, si l'on pose a'k = B-1a'k, ou de façon équivalente 

a'k =
( as . a'sk


s(
on ait a'kk( (voir annexe A).

Si cette condition est réalisée, on sait calculer  la nouvelle base inverse B'-1;  il  s'agit d'appliquer des transformations élémentaires sur


(B-1 : B-1a'k)
pour en arriver à


(B'-1 : ek) .
Par la suite, la nouvelle solution de base est x'B = B'-1b et les nouvelles valeurs  du vecteur de coût relatif sont:  c' = ctR - ctBB'-1R.

Parmi les cas possibles, trois sont relativement simples:

a)
B' est une base, x'B est non  négatif et satisfait aux conditions d'optimalité c' ≥ 0.


x'B est alors une solution  optimale du nouveau problème; aucun calcul n'est nécessaire.

b)
B' est une base, x'B est réalisable mais non optimal.


On applique l'algorithme primal avec x'B comme solution de base réalisable initiale.

c)
B' est une base, x'B vérifie les conditions d'optimalité c' ≥ 0 mais n'est pas non négatif.


On  applique l'algorithme dual du simplexe.


Si aucun de ces 3 cas ne s'applique, il se peut que l'on doive recommencer la résolution de ce problème modifié au tout début.

Exemple  5.2.4.1


Min z =
-3x1
- 4x2
- 2x3
- 4x4
- 2x5
- 5x6

sujet à 
x1
+ x2
+ x3 
+ x4 


+ 2x6 

= 10




+ 2x2

+ 2x4

+ x5
+ 3x6

= 6



x1
+ 4x2
+ 2x3 
+ 5x4

+ x5
+ 9x6

= 25



xj ≥ 0, j = 1, 2, 3, 4, 5, 6.

Supposons que ce problème a été résolu par la méthode des 2 phases; nous avons obtenu:

x1
x2
x3
x4
x5
x6


1
0
0
-1
0
-2
1

0
1
1
2
0
4
9

0
2
0
2
1
3
6

0
2
0
1
0
3
33


On va considérer différents exemples de changements dans les aij qui vont illustrer les cas précédemment  discutés.

1e cas:

On change la colonne a4 = (1, 2, 5)t en a'4 = (1,  1, 5)t.

Comme il s'agit d'une colonne correspondante à une variable hors base, on n'a qu'à  calculer


B-1 a'4 et c'4 = c4 - ctB B-1a'4.

Ici, B-1 = (a1, a3, a5)-1 =
1
1
0
-1 =
2
1
-1


0
0
1


-1
-1
1
.


1
2
1


0
1
0

ce qui donne

B-1a'4 =
2
1
-1
1
=
-2
et c'4 = -4 - (-3, -2, -2)  
-2
= -2 ‹ 0.


-1
-1
1
1

3



3


0
1
0
5

1



1

On doit ainsi continuer  les itérations avec l'algorithme primal sur le tableau:

x1
x2
x3
x4
x5
x6


1
0
0
-2
0
-2
1

0
1
1
3
0
4
9
(
0
2
0
1
1
3
6

0
2
0
-2
0
3
33





 (
x1
x2
x3
x4
x5
x6


1
2/3
2/3
0
0
2/3
7

0
1/3
1/3
1
0
4/3
3

0
5/3
-1/3
0
1
5/3
3

0
8/3
2/3
0
0
17/3
39


La solution optimale du problème modifié est:  


x1 = 7, x2 = x3 = 0, x4 = 3, x5 = 3, x6 = 0 et zmin = -39.

2e cas:

On change la colonne a1 = (1, 0, 1)t en a'1 = (1, 0, -1)t.

Cette fois, on fait intervenir une colonne de base.

Vérifions d'abord que la nouvelle matrice B' obtenue par substitution de a'1 à a1 , reste une base:


B-1 a'1 = 
2
1
-1
1
=
3



-1
-1
1
0

-2
(3 est différent de 0).



0
1
0
-1

0

Puisque B' est régulière, il s'agit maintenant de déterminer  son inverse.


2
1
-1

3

2/3
1/3
-1/3

1


-1
-1
1

-2
(



















Nous avons alors:

x'B = 
2/3
1/3
-1/3
10
=
1/3


1/3
-1/3
1/3
6

29/3
≥ 0.


0
1
0
25

6

c' = (-4, -4, -5) - (-3, -2, -2) 
2/3
1/3
-1/3
1
1
2
= (2, 5/3, 13/3) ≥ 0.


1/3
-1/3
1/3
2
2
3


0
1
0
4
5
9


Aucun calcul n'est nécessaire, la solution reste optimale.



(
5.2.5 Addition  d'une ou de plusieurs contraintes

On sait que le nombre de contraintes a une grande influence sur le volume des calculs, puisqu'il détermine l'ordre de la base.  Il peut donc être intéressant de résoudre un problème partiel ne comportant qu'une partie des contraintes lorsqu'on suppose que certaines inéquations ne seront pas saturées dans la valeur  du programme optimal.  Il se peut,  d'autre part, que des contraintes (inéquations ou équations) aient été oubliées.

L'addition de nouvelles contraintes ne peut jamais se traduire par une «amélioration» de la forme linéaire  à optimiser:  pour un problème de minimisation, par exemple, le programme minimal du problème complet aura une  «valeur»  au plus égale au programme minimal  du problème partiel.

Plusieurs cas sont possibles:

a)
Si la solution optimale du problème partiel vérifie les contraintes supplémentaires, il est aussi optimal pour le problème complet.


Si les contraintes supplémentaires sont des inéquations vérifiées avec le signe > (ou <), on peut compléter le programme optimal par les valeurs, strictement positives, des variables d'écart associées à ces inéquations pour obtenir une solution de base optimale.


Si les contraintes supplémentaires sont  satisfaites avec le signe =, la solution optimale est dégénérée; il peut y avoir redondance du système de contraintes.

b)
Si certaines contraintes supplémentaires ne sont  pas satisfaites, l'optimum doit être recalculé pour le problème complété.


On aura intérêt à ajouter immédiatement toutes les contraintes  supplémentaires, qu'elles soient vérifiées ou non, de façon à éviter une nouvelle sous-optimisation.


On applique alors l'algorithme dual du simplexe après avoir éliminé les variables de base hors de ces contraintes.

Exemple 5.2.5.1

1er cas:

Considérons  toujours notre exemple-type:


Min z =
-3x1
- x2
- 3x3

sujet à 
2x1
+ x2
+ x3 
≤ 2



x1
+ 2x2
+ 3x3
≤ 5



2x1
+ 2x2
+ x3 
≤ 6



x1≥ 0, x2≥ 0, x3≥ 0.

où on veut maintenant introduire une contrainte supplémentaire de la forme 2x1 - x2+ x3 ≤ 4.

x1
x2
x3
x4
x5
x6
x7


1
1/5
0
3/5
-1/5
0
0
1/5

0
3/5
1
-1/5
2/5
0
0
8/5

0
1
0
-1
0
1
0
4

0
-2
0
-1
0
0
1
2

0
7/5
0
6/5
3/5
0
0
27/5

On peut facilement se rendre compte que la solution optimale du problème partiel (1/5, 0, 8/5, 0, 0, 4) vérifie cette contrainte  supplémentaire.

En effet, 2(1/5) - 0 + 1(1/5) = 2 < 4,

ce qui permet de conclure que la solution optimale du problème complet reste identique.

2e cas:

Considérons maintenant le cas où la contrainte supplémentaire suivante 2x1 - x2+ x3 ≤ 1 est introduite dans l'exemple.  De façon évidente, la solution optimale du problème partiel ne vérifie pas cette nouvelle contrainte.

On forme alors le tableau:

x1
x2
x3
x4
x5
x6
x7


1
1/5
0
3/5
-1/5
0
0
1/5

0
3/5
1
-1/5
2/5
0
0
8/5

0
1
0
-1
0
1
0
4

2
-1
1
0
0
0
1
1
(
0
7/5
0
6/5
3/5
0
0
27/5

Après l'élimination des variables de base x1 et x3 hors de la dernière contrainte, on obtient le tableau  suivant qui est adéquat pour l'application de l'algorithme dual du simplexe:

x1
x2
x3
x4
x5
x6
x7


1
1/5
0
3/5
-1/5
0
0
1/5

0
3/5
1
-1/5
2/5
0
0
8/5

0
1
0
-1
0
1
0
4

0
-2
0
-1
0
0
1
-1
(
0
7/5
0
6/5
3/5
0
0
27/5


 (
etc.

5.3
Analyse de sensibilité

5.3.1
Analyse de sensibilité sur les éléments de b

On se pose la question suivante:  à partir d'une solution optimale, de combien peut-on  faire varier dans les deux sens un élément de b, disons bi, sans que la base cesse d'être optimale?

Un changement dans la valeur de bi correspond à une variation du vecteur b de la forme b + (ei
(où ei est le vecteur unitaire dont la iième composante est égale à 1).

La solution obtenue après ce changement demeure réalisable et optimale si


B-1 (b + (ei) ≥ 0.

Notons 

b = B-1 b et B-1.i= B-1ei = la iième colonne de B-1,

il faut alors 

bk + B-1ki( ≥ 0, k = 1, 2, ..., m,

c'est-à-dire,

(i =
Max
-bk


B-1ki > 0
≤ ( ≤
Min 
-bk


B-1ki < 0
= (s.

1≤k≤m


:


1≤k≤m


:



B-1ki




B-1ki

La plage de variation de bi est alors [bi + (i, bi + (s].  La plage de variation  correspondante de la  fonction objective est :


[ctB B-1 b + (i ctB B-1ei, ctB B-1 b + (s ctB B-1ei].

Exemple 5.3.1.1

Reprenons notre exemple-type de la section 5.2.5 et étudions l'analyse de sensibilité  de la solution optimale par rapport à l'élément b1.

On a:


xB + (B-1e1 = 
1/5

3/5
-1/5
0
(


8/5
+
-1/5
2/5
0
0
≥ 0



4

-1
0
1
0

D'où,


3/5(
+
1/5
≥
0
(
(
≥
-1/3


-1/5(
+
8/5
≥
0
(
(
≤
8


4 - (


≥
0
(
(
≤
4

Donc,


(i 
=
-1/3


(s
=
4.

Alors, la solution optimale pour toute valeur de b1 comprise entre 2 - 1/3 et 2 + 4, c'est-à-dire entre 5/3 et 6.

D'autre part, la valeur minimale de la fonction objective varie entre


-27/5 -24/5 et -27/5 +6/15.


(
5.3.2 Analyse de sensibilité sur les coefficients de la fonction économique

Nous allons maintenant calculer l'intervalle de variation de cj, le jième élément de c.  C'est-à-dire, de combien peut-on faire varier cj sans changer la base optimale et les valeurs des variables de décision?

Si cj est remplacé par cj + (, la solution demeure optimale tant que


c'tR - c'tB B-1 R ≥ 0
où c' = c + (ej.

Si xj est une variable hors-base, il suffit que


 ( ≥ ctB B-1 a.j - cj  = -cj
où cj est la valeur du coût réduit avant de changer cj, a.j est la colonne j de A.

Si xj est une variable  de base, il faut que


ctR - (cB + (ej)t B-1 R ≥ 0

c'est-à-dire,


ctR - ((jième ligne de B-1 R) ≥ 0

où cR est le vecteur  de coût réduit avant de changer cj.
Pour chaque colonne hors base k,


Max
ck


ajk 0
≤ ( ≤
Min
ck


ajk 0

k


:


k


:



ajk





ajk
où ajk est l'élément en position (j, k) de B-1 R.

Exemple 5.3.2.1

Considérons toujours le même exemple et faisons varier le coefficient de coût c1.

On sait que 
ctR - (cB + (ej)t B-1 R ≥ 0

c'est-à-dire,

0 ≤ (-1, 0, 0) - (-3, -3, 0) 
1/5
3/5
-1/5
-( (1, 0, 0)
1/5
3/5
-1/5


3/5
-1/5
2/5

3/5
-1/5
2/5


1
-1
0

1
-1
0

ou encore, (-1, 0, 0) - (-12/5, -6/5, -3/5) - ( (1/5, 3/5, -1/5) ≥ 0.

Donc,
-1
+
12/5
-
1/5(
≥
0
(
(
≤
7


0
+
6/5
-
3/5(
≥
0
(
(
≤
2


0
+
3/5
+
1/5(
≥
0
(
(
≥
-3.




(i = -3
et (s = 2.

La solution reste optimale pour toute valeur de c1 comprise entre -3 -3 et -3 + 2, c'est-à-dire -6 et -1.  D'autre part, la valeur optimale de la fonction objective varie entre -27/5 -3(1/5) et -27/5 +2(1/5).


(
5.4 Paramétrage

5.4.1 Paramétrage du vecteur b

Au lieu de faire subir à b une variation discrète (b comme auparavant, nous faisons ici varier b de façon continue selon une fonction linéaire d'un paramètre (.  Nous supposons d'abord que l'on connaisse une valeur de ( pour laquelle il existe une solution optimale.  Il est toujours possible, par un changement d'origine des (, de faire en sorte que cette valeur de ( soit (0 = 0.

Posons
b = b0 + ( ,

où et b0 sont des vecteurs  fixés, et soit xoB une solution de base optimale correspondant à la base B pour ( = 0.

Lorsque ( varie, le critère d'optimalité reste vérifié  aussi longtemps que l'on conserve la base B,  puisque ( n'intervient  pas dans le calcul des coûts relatifs, mais la solution de base

xB =  B-1 (bo + ( ) = bo + ( B-1  = bo + ( ( avec ( = B-1 
peut cesser d'être une solution réalisable.

Nous supposerons, pour fixer les idées, que l'on fait croître ( à partir de 0.  Une discussion  semblable en tous points à celle qui va suivre pourrait être faite dans le cas où l'on ferait décroître (, par valeurs négatives, à partir de zéro.

1ière question:

Existe-t-il une valeur critique ( = (1 au-delà de laquelle xB cesse d'être une solution optimale?

-
Si ( ≥ 0, alors xB reste optimale pour toute valeur de ( (≥ 0).

-
Si (s < 0 pour  au moins un s ( I, alors il existe une valeur critique (1 de ( au-delà de laquelle xB cesse d'être une solution réalisable, une composante au moins de xB devenant négative:


(1 = -
b0L 
=
Min
- b0s
:
(s > 0
.

(5.4.1.1)





s( I




(L 


(s
2ième question:

Que faut-il faire lorsque ( passe par la valeur critique (1, pour optimiser de nouveau le problème ( ou montrer  qu'il n'existe plus de solution réalisable)?

Lorsque ( franchit  la valeur (1, une (ou plusieurs) des variables franchit, en décroissant, la valeur 0.  Puisque les critères d'optimalité restent satisfaits, on peut appliquer l'algorithme dual du simplexe.

1er cas:  Le minimum 
(1 = -
boL 
est unique.



(L


Il en résulte que, pour ( = (1, seule la variable xL s'annule et, par continuité, que, pour ( = (1 + (, ( > 0, seul xL devient négatif.  L'application de l'algorithme dual, pour ( = (1 + (, conduit immédiatement aux résultats suivants:

-
si aLj ≥ 0 (j ( J, il n'existe pas de solution réalisable pour le primal pour ( > (1, puisque xL reste négatif pour toute valeur supérieure à (1;

-
si j( J tel que aLj < 0, on détermine k par la relation (critère d'entrée de l'algorithme dual du simplexe pour un problème primal de minimisation):


ck
=
Min
cj                       





j (J


: aLj < 0



aLk

aLj


et on substitue ak à aL,  transformant la base B en une nouvelle base B'.

Avant substitution, la variable xB vaut, pour ( = (1,


xB
=
bo
+
(1(
soit, 
(xB)s
=
(bo)s 
-
boL
(s

>
0,
s ( I - {L}









(L


(xB)L
=
0.

Posons
b(1
=
b0 
+
(1 (.
Après substitution de ak à aL et en posant ( = (1 + ( (( ≥ 0), la solution de base correspondant à B' et à la valeur ( est:

xB'
=
B'-1 (bo + (1  + ( )


=
b'0 + (1B'-1   + ( B'-1 



b'(1 + ( B'-1 









En notant que b(1 = B-1 (bo + (1 ) =  B'-1 (bo + (1 ), puisque  xL = 0,

on peut écrire:


(xB')s = (bo)s - (s/(L . (bo)L + ( ((s - (L/aLk), s ( I' - {k}


(xB')k = ( (L/aLk,
où
I' = (I \ {L}) ( {k}.

Puisque  la partie de (xB')s qui ne dépend pas de ( est strictement positive et que (L et aLk sont tous deux négatifs, on déduit:

-
soit que xB' est une solution  optimale pour toute valeur ( ≥ (1; il en est ainsi si 


B'-1   ≥  0;

-
soit qu'il existe une valeur ( telle que xB' soit une solution réalisable pour  0 ≤ ( ≤ (, c'est-à-dire pour (1 ≤ ( ≤ (2 = (1 + (, et ne soit  plus une solution réalisable pour ( > (; il en est ainsi si une composante de B'-1 est négative.

2ième cas: le minimum (1 = - (bo)L/(L  n'est pas unique.

On a maintenant par hypothèse: 

(xB)s = (bo)s + (1(s  =  0 pour au moins un s ( L.

Il en résulte que (xB')s peut être négatif lorsque ( prend des valeurs positives très petites.  Il sera réellement négatif, d'après (5.4.1.2), si et seulement si la composante ('s de (' = B'-1 est négative:  dans ce cas, il n'existe pas d'intervalle non nul de variation de (, tel que xB' soit une solution réalisable pour les valeurs de cet intervalle (noter que le cas particulier où (1 = 0 est de cette nature).  Il faut alors effectuer un nouveau changement de base, en appliquant l'algorithme dual du simplexe pour ( = (1 + (.

On peut ainsi être amené à effectuer plusieurs changements de base pour ( = (1 et, si l'on suppose qu'il n'y a pas cyclage de l'algorithme dual, on est certain d'atteindre après un nombre fini de pivots, une solution réalisable ou la preuve qu'il n'existe pas de solution réalisable pour ( > (1.

Résumé:

Partant d'une solution de base réalisable optimale xBo correspondant à la base Bo et à la valeur (o = 0 du paramètre, et faisant croître ( par valeurs positives, on peut déterminer une série de valeurs distinctes, c'est-à-dire strictement croissantes (en exceptant le cas où le minimum  de (5.4.1.1) est nul, auquel cas ((1 = (o); (1, (2, ..., (p de  ( et une série de  bases  B1, B2, ..., Bp (Bp pouvant ne pas exister), ayant les propriétés suivantes:

-
chaque base Bi  est déduite de Bi-1 par substitution d'un seul vecteur aji à aji-1, si (i est déterminé par un minimum unique, de plus d'un vecteur dans le cas contraire,

-
la solution de base xBi associée à la base Bi et au vecteur bo + (  est une solution optimale pour  toute valeur de (((i, (i+1, 1 ≤ i ≤ p - 1,

-
xBp est une solution optimale pour toute valeur de ( > (p si  (Bp)-1  ≥ 0, ou il n'existe  pas de solution réalisable pour ( > (p (dans ce dernier cas, Bp n'existe pas).

3ième question:

Quelles sont les variations de la fonction objective en fonction du paramètre (?

Nous avons d'abord que:  xB + B-1 R xR = B-1 (bo + ( ).

D'où,
z 
= ctB xB + ctR xR



= ctB B-1 bo + (ctR - ctB B-1 R) xR + ( ctB B-1 
En posant,
w
= ctB B-1 bo + (ctR - ctB B-1 R) xR



v
= ctB B-1 ,

on a:
z
= w + ( v.

B étant fixé, z est une fonction linéaire de (.  Quand le paramètre ( atteint la valeur (1, la base B est transformée en une nouvelle base B'.  Pour ( compris entre 0 et (1, la représentation graphique de la fonction z = f(() est un segment  de droite dont la pente est v.  A partir de (1, la représentation graphique sera un nouveau segment de droite de pente



v'
= ctB' B'-1  = ctB' ('
On peut donc démontrer que la représentation graphique de z est formée de segments de droite selon la forme générale suivante:
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Aussi longtemps qu'il n'y a aucun changement de base, la fonction objective varie de v(.  Dès qu'il y a, par contre, changement de base, c'est que l'on rencontre, quand ( évolue, une contrainte qui entraîne une dégradation plus importante de la fonction économique que ce que serait sa variation le long de la droite de pente v.

4ième question:

Avant d'aborder l'exploration de l'ensemble des solutions optimales en fonction de (, comment trouver une valeur de ( pour laquelle il existe une solution réalisable, si une telle valeur existe?

La méthode qui suit permet d'effectuer cette recherche de façon systématique, et de parvenir en un nombre fini d'itérations à l'obtention d'une telle valeur de ( et d'une solution de base réalisable pour cette valeur, ou à la mise en évidence de ce qu'aucune solution réalisable n'existe pour aucune valeur de (.

Nous supposerons, ce qui est toujours vrai dans les problèmes concrets, que ( varie entre deux bornes finies algébriques, qui peuvent d'ailleurs être aussi grandes que l'on veut en valeur absolue.  On peut donc se ramener, par un changement de l'origine des (, au cas où ( varie entre 0 et une valeur positive finie.

La procédure est itérative et comprend les étapes suivantes.

a)
Déterminer une solution de base «duale - réalisable», xBo, c'est-à-dire une base Bo du primal telle que ctBo Bo-1 soit une solution réalisable du dual;

b)
Soit xBi-1 la solution primale de base associée à la base Bi-1 et à la valeur (i-1; pour la première itération, on pourra prendre Bo et (o = 0 (ou une autre valeur de ( si l'on prévoit que le primal a des solutions réalisables dans le voisinage de cette valeur).


Si xBi-1 est une solution réalisable, le problème est résolu.

c)
Si cette solution n'est pas réalisable, appliquer l'algorithme dual du simplexe en laissant à ( la valeur fixe (i-1.  On arrive après un nombre fini d'itérations (de l'algorithme dual) à l'une des deux situations suivantes:


i)
on a une base Bi et xBi est une solution optimale; le problème est résolu;


ii)
on a une  base Bi, (xBi)s < 0
où s ( I1i ( Ii,




Ii:  ensemble des indices des colonnes de Bi,




asj ≥ 0 
pour au moins un s ( I1i 





pour tout j ( Ji = N - Ii


alors on passe à l'étape d).

d)
Soit I2i ( I1i l'ensemble des valeurs de s pour lesquelles (xBi)s < 0 et asj ≥ 0 (j ( Ji.  Déterminer la plus petite valeur (i supérieure à (i-1 pour laquelle (xBi)s ≥ 0 (s (I2i.


Deux cas sont possibles:


i)
(i n'existe pas; le primal n'a pas de solution réalisable pour ( ≥ (i-1 et par suite n'a pas de solution réalisable du tout puisqu'on a déjà exploré toutes les valeurs de ( < (i-1.


ii)
(i existe; le primal n'a pas de solution réalisable pour (i-1 ≤ ( < (i.


On donne à ( la valeur (i et on applique de nouveau la procédure à partir de l'étape b) en remplaçant Bi-1 et (i-1 par Bi et (i.


Bref, à chaque itération, la procédure donne à ( un accroissement fini et applique l'algorithme dual pour une valeur fixe de (.  La procédure nous conduit en un nombre fini d'itérations à l'une des deux conclusions suivantes:


-
le primal n'a aucune solution réalisable;


-
le primal n'a pas de solution réalisable pour ( < ( et on connaît une solution de base réalisable pour ( = (.

5.4.2 Paramétrage de la fonction objectif z

Au lieu de faire subir à c une variation finie c comme auparavant, nous faisons ici varier c en fonction continue  d'un paramètre (.  Nous supposons d'abord que l'on connaisse une valeur de ( pour laquelle il existe une solution optimale finie.  Nous changeons alors l'origine des ( de sorte que cette valeur soit ( = (o = 0, et nous posons c  = co + ((, où ( et co sont  des vecteurs fixés.

Soit B la base optimale pour ( = 0.  Lorsque ( varie, la solution associée à B reste une solution réalisable mais peut cesser d'être optimale.  Les valeurs cj correspondant à la base B et à la valeur ( sont :


cj 
=
cj - ctB B-1 a.j
où cB désigne les coefficients des variables de base dans la fonction objective,



=
cj - ctB a.j, 
j = 1, 2, ..., n.



=
coj + ( (j - (coB + ( (B)t  a.j 

en désignant par (B le vecteur  formé  par les composantes (j de ( dont les indices appartiennent à I (ensemble des indices de la base B) ou encore,


cj
=
(coj - ctoB a.j ) + ( ((j - (tB  a.j ).

Nous supposerons, pour fixer les idées, que l'on fait croître ( à partir de zéro.  La discussion du cas où l'on fait décroître ( par valeurs négatives à partir de 0 serait tout à fait analogue à celle qui va suivre.

Première question:

Existe-t-il une valeur critique ( = (1 au-delà de laquelle la solution xB cesse d'être optimal?

-
Si (j - (tB  a.j ≥ 0 (j alors la base B reste optimale pour toute valeur de  ( ≥ 0.

-
S'il existe un j ( J tel que (j - (tB a.j  0, alors il existe une valeur critique  (1 de  ( au-delà de laquelle B cesse d'être une base optimale, un des cj au moins devenant positif:

(5.4.2.1)
(1
=
- (cok - ctoB a.k) 
=
Min
- (coj - ctoB a.j )








j (J


:  (j - (tB a.j  0






(k - (tB  a.k


(j - (tB a.j 

Deuxième question:

Que faut-il faire, lorsque ( passe par la valeur critique (1, pour réoptimiser le problème (ou montrer qu'il n'existe plus de solution optimale finie)?

1er cas:
Le minimum calculé en (5.4.2.1) est unique.

Si ce minimum est zéro, on a (1 = (0 = 0.  Pour ( = (1, l'élément  ck est seul à s'annuler; il devient et reste négatif lorsque ( > (1:

-
si ask ≤ 0 ( s ( I alors il n'existe pas de solution optimale finie pour ( > (1;

-
si ( s(I tel que ask > 0, on détermine L par le critère de sortie du  simplexe:


bL 

=

min


bs 







s (I



:
ask > 0

.


aLk






ask

On substitue ak à aL, transformant ainsi la base B en une base B'.  Avant la substitution de ak à aL, on a, pour ( = (1,

c1j
=
(coj - ctoB a.j) - (cok - ctoB a.k) ((j - (tB a.j ) 
> 0





((k - (tB a.k)






j (J - {k},

c1k
=
0.

Après substitution, en notant que le vecteur des coûts relatifs c associé à la base B avec ( = (1, ne change pas lorsqu'on passe à la base  B', on a, pour  ( = (1 + ( ((  ≥ 0):


c'j 
=
 c1j
+
(
[(j - (tB a.j ] -
aLj 
c'k









aLk 


=
c1j
+
(
[(j - (tB a.j -
aLj 
(k
+
aLj (tB a.k ] 









aLk 




aLk

=
c1j
+
(
[(j - (j], j (J' = J + {k} - {L}, j = L

et
c'L
=
-
(
((k - (tB a.k).








aLk
Puisque la partie de c'j qui ne dépend pas de ( est strictement positive et que c'L est positif, on déduit:

-
soit que la base B' est optimale pour toute valeur ( ≥ (1; il en est ainsi si (j - (j ≥ 0, ( j (J;

-
soit qu'il existe une valeur ( telle que B' soit une base optimale pour 0 ≤ ( ≤ (, c'est-à-dire pour (1 ≤ ( ≤  (2 = (1 + ( et ne soit plus une base optimale pour ( > (; il en est ainsi lorsque (j - (j < 0 pour au moins un j.

2ième cas:
Le minimum calculé en (5.4.2.1) n'est pas unique.

On a maintenant:  c1j = 0 pour au moins un j (k.

Il en résulte que c'j peut être négatif lorsque ( prend des valeurs positives, aussi petites soient-elles.  S'il en est ainsi, il n'existe pas d'intervalle non nul de variation de ( dans lequel la base B' soit optimale (le cas où (1 = 0 est de cette nature).  Il faut effectuer un nouveau changement de base en appliquant l'algorithme primal pour ( = (1 + (.

On peut ainsi être amené à effectuer plusieurs changements de base pour une valeur  fixée ( de (, et, si  l'on suppose qu'il n'y a pas de cycles, on est certain d'atteindre, après un nombre fini de pivots, une base optimale ou la preuve qu'il n'existe pas de solution optimale finie pour les valeurs ( > (.  Quand ( varie, on passe de façon discontinue d'une base à l'autre mais la valeur de c, donc de la fonction à optimiser, varie de façon continue.

Résumé

Partant d'une solution de base réalisable optimale associée à la base B0 et à la valeur ( = 0 du paramètre, et faisant croître ( par valeurs positives, on peut déterminer une série de valeurs critiques distinctes, c'est-à-dire strictement croissantes (en exceptant le cas où le minimum en (5.4.2.1) est nul, auquel cas (1 = (0 = 0), (1, (2, ..., (p et une série de bases B1, B2, ..., Bp (Bp pouvant ne pas exister),  ayant les propriétés suivantes:

i)
chaque base Bi diffère  de Bi-1 par un seul vecteur si (i est déterminé par un minimum unique et par plusieurs vecteurs autrement;

ii)
la base Bi est optimale pour toute valeur de (( [(i, (i+1], 1 ≤ i ≤ p -1;

iii)
Bp est une base optimale pour toute valeur ( ((p  ou il n'existe pas de solution optimale finie pour ( (p (dans ce dernier cas, Bp n'existe pas).

Troisième question:

Quelles sont les variations de la fonction objective en fonction du paramètre (?

La grande utilité de la paramétrisation de la fonction objective z est de connaître les variations de z en fonction du paramètre (, c'est-à-dire quand c varie,


z
=
(co + (()t x

soit


z
=
cotx + ((tx.

A l'optimum,


z
=
coBt xB pour ( = 0.

Tant que ( évolue à partir de 0 et qu'il n'y a pas de changement de base (xB constant), z est une fonction linéaire de (, et le graphe qui représente z en fonction de ( est un segment de droite dont la pente est (tBxB.  Quand ( atteint, dans une direction, la valeur critique (1, on effectue un changement de base et le graphe z = f (() sera représenté par un nouveau segment de droite de pente (tB'xB'.

On peut démontrer que la représentation graphique de z est formée de segments de droite selon la forme générale suivante:


 EMBED Word.Picture.8  


Quatrième question:

Avant d'aborder l'exploration de l'ensemble des solutions optimales en fonction de (, comment trouver une valeur de ( pour laquelle il existe une solution optimale finie, si une telle valeur existe?

On a supposé précédemment connaître une solution optimale finie pour une valeur particulière de ( (( = 0 par exemple).  Il est possible, de façon plus générale, que le problème soit posé à priori sous forme paramétrique, le paramètre ( étant astreint à varier entre deux bornes algébriques que nous supposerons finies.  Le premier problème consiste alors à obtenir une valeur de ( pour laquelle il existe une solution optimale finie, ou à montrer qu'aucune solution optimale finie n'existe, pour aucune valeur de (.

Nous supposerons que le paramètre varie entre 0 et une valeur finie, et qu'il s'agit d'un problème de minimisation.  La procédure comprend les étapes suivantes:

a)
Déterminer une solution de base réalisable initiale (indépendante de (), associée à une base B0, calculer le vecteur c0 pour B0 et ( = (0 = 0.  Si  B0 est une base optimale, le problème est résolu.

b)
Si B0 n'est pas une base optimale pour ( = (0, appliquer l'algorithme primal du simplexe en laissant à ( la valeur fixe (0; on aboutit ainsi après un nombre fini d'itérations à une base B1 et à l'une des situations suivantes:

i)
cj ≥ 0 ( j (J, (J étant l'ensemble des indices des variables hors base correspondant à B1); le problème est résolu.

ii)
( j (J1 ( J tel que cj < 0 et asj ≤ 0 (un j (J1 au moins et tout s(I = N - J); on passe à l'étape c).


Soit J2 ( J1 l'ensemble des indices j pour lesquels asj ≤ 0.

c)
Deux cas sont possibles:

i)
le coefficient de ( dans au moins un des cj, j ( J2 est négatif; il en résulte que cj reste négatif pour toute valeur de ( supérieure à sa valeur actuelle; il n'existe donc pas de solution optimale finie pour aucune valeur de ( dans son intervalle de variation;

ii)
le coefficient de ( est positif dans chacun des cj, j ( J2; on détermine la plus petite valeur (1 (0 pour laquelle tous les cj, j ( J2 deviennent  ≥ 0.  Il n'existe pas de solution optimale finie pour ( (1.  On donne à ( la valeur (1 et on applique de nouveau la procédure à partir de l'étape b) en remplaçant B0 et (0 par B1 et  (1, etc.

A chaque étape de la procédure précédente, on donne à ( un accroissement fini et on applique l'algorithme primal pour une valeur  fixe de (.  On est donc certain de parvenir en un nombre fini d'itérations à l'une des deux conclusions suivantes:

-
le primal n'a de solution optimale finie pour aucune valeur de ( dans son intervalle de variation;

-
le primal n'a pas de solution optimale  finie pour ( < (, et on connaît une solution optimale de base pour ( = (.

5.4.3 Paramétrage de la matrice des coefficients

Le problème est beaucoup plus difficile.  On supposera que l'on considère les variations  d'un seul élément aij de A.  Nous envisageons ici le cas où aij varie en fonction continue d'un paramètre:


aij
=
a0ij + (
ou
a.j
=
a0.j + ( ei.

Nous supposerons que l'on connaît une solution optimale pour une valeur particulière de ( qui pourra toujours être la valeur ( = 0 après changement d'origine effectué sur (.

Nous nous bornerons uniquement à indiquer les différentes éventualités possibles lorsque ( croît à partir de zéro, sans entreprendre de discussion générale dans tout le domaine de variation de (.

1er cas:
a.j n'est pas un vecteur de la base optimale B pour ( = 0.

Les quantités variables en fonction  de ( sont a.j et cj.  On a:


a.j
=
B-1 (a0.j + ( ei)
=
a0.j
+
( B-1.i 

où B-1.i  est la iième  colonne de B-1.

D'où,
cj 
=
cj 
-
ctB B-1 a.j


=
cj 
-
ctB (a0.j + ( B-1.i)



=
cj 
-
ctB a0.j - ( ctB B-1.i.

Nous déduisons alors:

-
Si ctB B-1.i ≤ 0 alors le programme actuel reste optimal pour toute valeur positive de ( ;

-
Si ctB B-1.i > 0, il  existe une valeur critique de (:


(1 
=
cj  - ctB a0.j 




ctB B-1.i

au delà de laquelle le programme actuel cesse d'être optimal.


Suivant le signe de a.j pour ( ≥ (1, on déduit de l'algorithme du simplexe, soit qu'il n'existe pas de solution optimale finie dans un intervalle (1 ≤ ( ≤  (2 ((2 pouvant être infini), soit que a.j doit entrer dans la base, ce qui nous conduit au 2ième cas.

2ième cas:
a.j est un vecteur ajL de la base optimale B pour ( = 0:


ajL
=
a0jL + (ei.

Lorsque ( croît à partir de 0, la base B peut devenir singulière, xB peut cesser d'être optimale, ou peut cesser d'être une solution réalisable.  Nous allons donner le principe de la détermination des valeurs critiques de ( pour lesquelles ces éventualités se produisent.

i)
Exprimons linéairement ajL en fonction des vecteurs de la base B



ajL
=
By 

où

y
=
B-1 ajL 
=
B-1 (a0jL + (ei)
=
eL + ( B‑1.i.


Lorsqu'on substitue ajL à a0jL dans B, la nouvelle matrice est régulière  si et seulement si yL (0.


La valeur critique  cherchée  est obtenue en posant yL = 0.

ii)
Lorsqu'on remplace a0jL par ajL dans B, la nouvelle matrice B', supposée régulière, a pour inverse la matrice obtenue comme suit:


(y  :  B‑1)
(
eL: B'-1].

D'où,
xB'
=
 B'-1b.


On déduit la valeur critique de (, pour laquelle la solution xB' cesse d'être un programme, de l'équation en (:



xB'
=
0.

iii)
Les nouvelles expressions de cj sont:


cj' 
=
cj - ctB B'-1 a.j

On peut alors tirer la valeur critique de (, pour laquelle le programme cesse d'être optimal, de l'équation



cj' 
=
0.

5.4.4
Paramétrages multiples

Jusqu'à maintenant, nous avons introduit un seul paramètre et il n'affecte qu'un seul vecteur, soit b, soit c, soit une colonne de A.  Des généralisations à ces problèmes sont difficiles.

-----------------------------------------------------------
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