Exercices résolus

1.
Soit l'exemple 3.4.1 des notes de cours,


Min P = -2x 
-y 
-3z

sujet à
2x 
+ 3y 
+4z
≤ 120


x 
+2y

≤ 50


x 

+2z
≤ 50


x, 
y, 
z ≥ 0;
ce problème a déjà été résolu à l'aide du simplexe. Nous avons obtenu le tableau optimal suivant:



x
y
z
e1
e2
e3

-P =100
0
0
0
0
1/2
3/2

....................................................................………………

20/3

0
1
0
1/3
0
-2/3

110/3

1
0
0
-2/3
1
4/3

20/3

0
0
1
1/3
-1/2
-1/6
résoudre les problèmes suivants en partant de ce tableau optimal:
i)
ajouter la contrainte x - 2y - 3z  ≤ 3 au problème original;

Constatons d'abord que la solution optimale du problème original (110/3, 20/3, 20/3) ne satisfait pas cette contrainte car 110/3 -40/3 - 60/3 = 10/3 > 3.




x
y
z
e1
e2
e3
e4

-P = 100
0
0
0
0
1/2
3/2
0

............................................................................…………………

20/3

0
1
0
1/3
0
-2/3
0

110/3

1
0
0
-2/3
1
4/3
0

20/3

0
0
1
1/3
-1/2
-1/6
0

3

1
-2
-3
0
0
0
1

Après l'élimination des variables de base x, y et z hors de la dernière contrainte, on obtient le tableau suivant qui est adéquat pour l'application de l'algorithme dual du simplexe:



x
y
z
e1
e2
e3
e4

-P = 100
0
0
0
0
1/2
3/2
0

........................................................................................................

20/3

0
1
0
1/3
0
-2/3
0

110/3

1
0
0
-2/3
1
4/3
0

20/3

0
0
1
1/3
-1/2
-1/6
0
(
-1/3

0
0
0
7/3
-5/2
-19/6
1



x
y
z
e1
e2
e3
e4

-P = 1499/15
0
0
0
7/15
0
13/15
1/5

............................................................................…………………

20/3

0
1
0
1/3
0
-2/3
0

548/15

1
0
0
4/15
0
1/15
2/5

101/15

0
0
1
-2/15
0
7/15
-1/5

2/15

0
0
0
-14/15 1
19/15
-2/5

La solution optimale devient alors x = 548/15, y = 20/3, z = 101/15 avec Pmax = 1499/15.
ii)
remplacer le membre de droite (120, 50, 50) du problème original par b' = (50, 50, 50);

La nouvelle solution de ce problème sera:


x'B
= B-1b'



=
1/3
0
-2/3
50
=
-50/3

(




-2/3
1
4/3
50

250/3





1/3
-1/2
-1/6
50

-50/3

(

Cette solution n'est pas réalisable; il faut donc appliquer l'algorithme dual du simplexe sur le tableau:



x
y
z
e1
e2
e3

-P =100
0
0
0
0
1/2
3/2

.............................................................................................
(
-50/3

0
1
0
1/3
0
-2/3

250/3

1
0
0
-2/3
1
4/3

-50/3

0
0
1
1/3
-1/2
-1/6



x
y
z
e1
e2
e3

-P =62.5
0
9/4
0
3/4
1/2
0

.............................................................................................

25

0
-3/2
0
-1/2
0
1

150/3

1
2
0
0
1
0
(
-75/6

0
-1/4
1
1/4
-1/2
0



x
y
z
e1
e2
e3

-P =50
0
2
1
1
0
0

....................................................................……………….

25

0
-3/2
0
-1/2
0
1

25

1
3/2
2
1/2
0
0

25

0
1/2
-2
-1/2
1
0

On obtient alors: x = 25, y = z = 0 avec Pmax = 50.
iii)
remplacer le vecteur de coût (-2, -1, -3) du problème original par (10, -1, -3);

En recalculant les nouveaux facteurs de coûts relatifs pour les variables hors base, on obtient:


(0, 0, 0) - (-1, 10, -3)

1/3
0
-2/3
=
(8, -23/2, -29/2).







-2/3
1
4/3







1/3
-1/2
-1/6


La solution n'est plus optimale. On doit ainsi former le tableau suivant et appliquer l'algorithme primal du simplexe:









(



x
y
z
e1
e2
e3

P =-340
0
0
0
8
-23/2
-29/2

.............................................................................................

20/3

0
1
0
1/3
0
-2/3

110/3

1
0
0
-2/3
1
4/3

20/3

0
0
1
1/3
-1/2
-1/6








(



x
y
z
e1
e2
e3

P =-235/4
87/8
0
0
3/4
-5/8
0

....................................................................……………….

25

1/2
1
0
0
1/2
0

55/2

3/4
0
0
-1/2
3/4
1

45/4

1/8
0
1
1/4
-3/8
0



x
y
z
e1
e2
e3

P =-245/3
23/2
0
0
1/3
0
5/6

....................................................................……………….

20/3

0
1
0
1/3
0
-2/3

110/3

1
0
0
-2/3
1
4/3

25

1/2
0
1
0
0
1/2

On obtient alors:
x = 0, y = 20/3, z = 25 avec Pmax = 245/3.
iv)
ajouter une variable u avec l'addition à A d'une quatrième colonne (1, -1, -2) et à la fonction de coût une nouvelle composante +2;

Nous introduisons donc la variable u dans le problème original:

Min P = -2x -y -3z +2u

sujet à
2x 
+ 3y 
+4z
+u
≤ 120


x 
+2y

-u
≤ 50


x 

+2z
-2u
≤ 50


x, 
y, 
z, 
u ≥ 0;

Il s'ensuit que le coefficient de coût relatif associé à la variable u est:

2 - (0, -1/2,
-3/2)
1
=
-3/2
< 0.





-1





-2

On calcule alors la colonne associée à la variable u dans le tableau optimal:


1/3
0
-2/3
1
=
5/3



-2/3
1
4/3
-1

-13/3


1/3
-1/2
-1/6
-2

7/6

On applique ensuite l'algorithme primal du simplexe au tableau suivant:










(



x
y
z
e1
e2
e3
u

P =-100
0
0
0
0
1/2
3/2
-3/2

........................................................................................................

20/3

0
1
0
1/3
0
-2/3
5/3

110/3

1
0
0
-2/3
1
4/3
-13/3

20/3

0
0
1
1/3
-1/2
-1/6
7/6



x
y
z
e1
e2
e3
u

P =-106
0
9/10
0
3/10
1/2
9/10
0

............................................................................…………………

4

0
3/5
0
1/5
0
-2/5
1

54

1
13/5
0
1/5
1
-2/5
0

2

0
-7/10
1
1/10
-1/2
3/10
0

La solution optimale est alors x = 54, z = 2, u = 4, y = 0 avec Pmax = 106.
v)
remplacer le premier coefficient de la matrice des contraintes +2 par +4;


Min P = -2x -y -3z

sujet à
4x 
+ 3y 
+4z
≤ 120


x 
+2y

≤ 50


x 

+2z
≤ 50


x, y, z ≥ 0;

On fait intervenir une colonne de la base.

Vérifions d'abord que la nouvelle matrice B' demeure une base:


B-1a'.1
=

1/3
0
-2/3
4
=
2/3






-2/3
1
4/3
1

-1/3
(-1/3 est différent de 0)





1/3
-1/2
-1/6
1

2/3

Puisque B' est régulière, il s'agit maintenant de déterminer son inverse:



1/3
0
-2/3
2/3


-1
2
2
0



-2/3
1
4/3
-1/3
(

2
-3
-4
1





1/3
-1/2
-1/6
2/3


-1
3/2
5/2
0

Nous avons alors:


x'B
=
-1
2
2
120
=
80




2
-3
-4
50

-110





-1
3/2
5/2
50

80

Cette solution de base n'est pas réalisable.

Calculons le vecteur de coût relatif associé aux variables hors-base:


c'R
=
(0, 0, 0) - (-1, -2, -3)

-1
2
2
=  (0, 1/2, 3/2) ≥ 0








2
-3
-4








-1
3/2
5/2

On poursuit avec l'algorithme dual du simplexe:



x
y
z
e1
e2
e3

-P =100
0
0
0
0
1/2
3/2

.............................................................................................

80

0
1
0
-1
2
2
(
-110

1
0
0
2
-3
-4

80

0
0
1
-1
3/2
5/2



x
y
z
e1
e2
e3

-P =245/3
1/6
0
0
1/3
0
5/6

....................................................................………………

20/3

2/3
1
0
1/3
0
-2/3

110/3

-1/3
0
0
-2/3
1
4/3

25

1/2
0
1
0
0
1/2

La solution optimale est: x = 0, y = 20/3, z = 25 avec Pmax = 245/3.

(
2.
Soit le problème de programmation linéaire suivant:


Min
z = x
- y

sujet à
x
+ y
≥ 1






(P)


x
- y
≤ 1



 y
≤ 1


x,
 y
≥ 0
A)
Résoudre ce problème par la méthode du simplexe.
Pour déterminer une solution de base réalisable initiale, appliquons la méthode des 2 phases. Nous introduisons une variable artificielle a.

x
y
s1
a
e1
e2

1
1
-1
1
0
0
1

1
-1
0
0
1
0
1

0
1
0
0
0
1
1

--------------------------------------------------------

1
-1
0
0
0
0

--------------------------------------------------------

-1
-1
1
0
0
0
-1

x
y
s1
a
e1
e2

1
1
-1
1
0
0
1

0
-2
1
-1
1
0
0

0
1
0
0
0
1
1

--------------------------------------------------------

0
-2
1
-1
0
0
1

--------------------------------------------------------

0
0
0
1
0
0
0

x
y
s1
a
e1
e2

1
0
-1
1
0
-1
0

0
0
1
-1
1
2
2

0
1
0
0
0
1
1

--------------------------------------------------------

0
0
1
-1
0
2
-1
La solution optimale est: x = 0, y = 1 et z(min) = -1.
B)
Résoudre les problèmes suivants à l'aide du tableau optimal obtenu en résolvant le problème (P) ci-dessus:
i)
ajouter la contrainte x  ≥ 1 au problème original;
La solution optimale ne satisfait pas cette contrainte.
Nous obtenons le tableau suivant:

x
y
s1
a
e1
e2
e3

1
0
-1
1
0
-1
0
0

0
0
1
-1
1
2
0
2

0
1
0
0
0
1
0
1

0
0
-1
1
0
-1
1
-1

----------------------------------------------------------------

0
0
1
-1
0
2
0
-1
En appliquant l'algorithme dual du simplexe, on obtient:

x
y
s1
a
e1
e2
e3

1
0
0
0
0
0
-1
1

0
0
0
0
1
1
1
1

0
1
0
0
0
1
0
1

0
0
1
-1
0
1
-1
1

----------------------------------------------------------------

0
0
0
0
0
1
1
0
La solution optimale est x = y = 1 avec z(min) = 0.
ii)
remplacer le membre de droite (1, 1, 1) du problème original par (1, 1, 2);
Calculons d'abord les nouvelles valeurs des variables de base:

1
0
-1
1

-1

-1
1
2
1
=
4

0
0
1
2

2
La solution de base n'est plus réalisable.
Il s'agit alors d'appliquer l'algorithme dual du simplexe:

x
y
s1
a
e1
e2

1
0
-1
1
0
-1
-1

0
0
1
-1
1
2
4

0
1
0
0
0
1
2

--------------------------------------------------------

0
0
1
-1
0
2
-3

x
y
s1
a
e1
e2

-1
0
1
-1
0
1
1

1
0
0
0
1
1
3

0
1
0
0
0
1
2

--------------------------------------------------------

1
0
0
0
0
1
-2
La solution optimale est x = 0, y = 2 et z(min) = -2.
iii)
remplacer le vecteur de coût (1, -1) du problème original par (-1, 1).
Recalculons les nouveaux facteurs de coûts relatifs pour les variables hors base; on obtient:

(0, 0, 0) - (-1, 0, 1)
-1
1
-1
=
(-1, 1, -2).




1
-1
2





0
0
1

Puisque ce vecteur possède des composantes négatives, il s'agit alors d'appliquer l'algorithme primal du simplexe:

x
y
s1
a
e1
e2

1
0
-1
1
0
-1
0

0
0
1
-1
1
2
2

0
1
0
0
0
1
1

--------------------------------------------------------

0
0
-1
1
0
-2
1

x
y
s1
a
e1
e2

1
0
-1/2
1/2
1/2
0
1

0
0
1/2
-1/2
1/2
1
1

0
1
-1/2
1/2
-1/2
0
0

--------------------------------------------------------

0
0
0
0
1
0
-1
La solution optimale est x = 1 et y = 0 avec z(min) = -1.
3.
[NOBE 95, p. 225]


À travers un exemple, considérons une approche géométrique pour traiter de la modification d'un coefficient cj dans la fonction objective et de ses implications sur la solution optimale.

Considérons le problème (P) de production à la fonderie Rivière-Bleue suivant:


Max
z = 1000 x1 + 1200 x2
(maximisation de la contribution totale aux coûts 






d'exploitation et au profit)


sujet à
8x1 + 4x2
≤ 160
(main-d'œuvre disponible dans l'atelier d'ébarbage: 160 h.






8 heures la tonne pour l'ébarbage de la tuyauterie,






4 heures la tonne pour celui de gueuses)



4x1 + 6x2
≤ 120
(main-d'œuvre disponible dans l'atelier de peinture: 120 h.






4 heures la tonne pour la peinture de la tuyauterie,






6 heures la tonne pour la peinture de gueuses)



x1

 ≤ 34
(commandes enregistrées jusqu'à maintenant:

34 tonnes de tuyauterie)




x2
 ≤ 14
(commandes enregistrées jusqu'à maintenant:

14 tonnes de gueuses)



x1

 ≥ 0




x2
 ≥ 0

où x1 et x2 désignent respectivement le nombre de tonnes de tuyauterie et de gueuses traitées. Il s'agit donc de déterminer les commandes (en tonnes) que la Fonderie devrait satisfaire si l'on veut maximiser la contribution totale.

La solution optimale de ce problème correspond au point C = (15, 10). On se propose donc de produire 15 tonnes de tuyauterie et 10 tonnes de gueuses.

Aurèle, le propriétaire de la Fonderie, songe cependant à hausser le prix des tuyaux et il aimerait savoir si ce plan de production resterait optimal. Pour l'instant, il commence seulement à explorer cette option et il n'est pas encore en mesure d'évaluer l'impact d'une hausse de prix sur la demande: il considère donc, en première analyse, que celle-ci ne sera pas modifiée. Ainsi, Aurèle devra utiliser le modèle (P') consistant à maximiser


z' = k  x1 + 1200 x2
sous les mêmes contraintes précédentes. Les valeurs de k qui intéressent Aurèle sont supérieures à 1000. Toutefois, afin de mieux illustrer la technique de résolution, nous permettrons à k de prendre également des valeurs inférieures à 1000.

Nous déterminerons pour quelles valeurs de k le point C = (15; 10) constitue une solution optimale de (P'). Notre approche sera d'abord géométrique.

Pour une valeur fixée de k, les courbes de niveau de z' sont des droites de pente
 -k / 1200, parallèles entre elles. Lorsque k augmente, ces droites adoptent des pentes qui sont, en valeur absolue, de plus en plus grandes.  Si k dépasse légèrement 1000 (voir le graphique 3.1 a), la courbe de niveau z' passant par le point C = (15,10) se situe dans l'angle formé par la droite z associée à la fonction objective originale z et par la droite CD associée à la contrainte 8 x1+4 x2 ≤ 160.

Par contre, si k est suffisamment élevé (voir le graphique 3.1 b), la courbe de niveau z' passant par C coupe l'intérieur du polygone OABCD, et c'est au sommet D = (20, 0) que se situe alors l'optimum de (P'). Le cas limite où le sommet C cesse d'être optimal est atteint lorsque les droites de niveau de z' deviennent parallèles à la droite CD associée à la contrainte (1). Et k vaut alors 2400 puisque


-k / 1200 = pente de z' = pente de la droite CD = -8/4 
ce qui donne k = 2400.

De même, si k est légèrement inférieur à 1000, la droite z' est dans l'angle formé par z et par la droite BC associée à la contrainte 4x1 + 6x2 ≤ 120. En diminuant, k fait de z' une droite de plus en plus horizontale et, à partir d'une certaine valeur limite, C cesse d'être le sommet optimal et voit B le supplanter dans ce rôle. Le cas limite correspond à la valeur k = 800 qui rend z' parallèle à la droite BC.

En résumé, 


k


solution optimale


800, 2400 


C

2400



le segment CD

> 2400



D

800



le segment BC

[ 0, 800 [


B.
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Figure 3.1 - Influence de k sur les courbes de niveau de z'.

�	Considérons une courbe de niveau particulière z' = k x1 + 1200 x2 = c, où k est supposé positif. Et isolons la variable x2 associée à l'axe vertical:


			1200 x2 = -k x1 + c


			x2 = (-k / 1200) x1 + (c / 1200).


	La pente de la droite «z' = c» est égale au coefficient de x1 dans cette dernière équation, soit -k /1200.
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