Exercices à résoudre
1.
Considérons le cas d'une modification du second membre en post-optimisation où la nouvelle solution n'est pas optimale.  L'algorithme dual du simplexe n'étant pas disponible pour optimiser de nouveau, vous faites appel à l'algorithme primal du simplexe.  Comment procéderiez-vous sans reprendre le problème dans son ensemble c'est-à-dire, en partant du tableau optimal du problème avant la modification du vecteur b?

2.
[HILL 90, pp. 195-196]


Considérons le problème suivant:


Max
W =
3x
+ y
+ 4z


sujet à

6x
+ 3y
+5z
≤ 25




3x
+ 4y
+5z
≤ 20




x,
y,
z
≥ 0.

En appliquant la méthode du simplexe, on obtient à la dernière itération le système d'équations



W

+ 2y

+ 1/5 u

+ 3/5 v

= 17




x
- 1/3y

+ 1/3 u

- 1/3 v

= 5/3





y
+ z
- 1/5 u

+ 2/5 v

= 3.

(a)
Déterminer la solution optimale de ce problème.

(b)
Construire le problème dual du problème original.

(c)
Déterminer la solution optimale du problème dual à partir du dernier système d'équations obtenu. Vérifiez que cette solution est exacte en appliquant la méthode graphique et la méthode du simplexe sur le problème dual.

(d)
Le problème est maintenant modifié comme suit:


Max
W =
3x
+ 3y
+ 4z


sujet à

6x
+ 2y
+5z
≤ 25




3x
+ 3y
+5z
≤ 20




x,
y,
z
≥ 0.


Utiliser les résultats de la théorie de la dualité pour déterminer si la solution optimale précédente est encore optimale.

(e)
Suite aux changements apportés en (d), déterminer le nouveau système d'équations propre au tableau final du simplexe sans résoudre de nouveau le nouveau problème original.

(f)
Supposons maintenant que le seul changement apporté au problème original est l'introduction d'une nouvelle variable s dans le modèle:


Max
W =
3x
+ y
+ 4z
+ 2s


sujet à

6x
+ 3y
+5z
+ 3s
≤ 25




3x
+ 4y
+5z
+ 2s
≤ 20




x,
y,
z,
s
≥ 0.


Utiliser les résultats de la théorie de la dualité pour déterminer si la solution optimale précédente avec s = 0 est encore optimale.

(g)
Suite aux changements apportés en (f), déterminer le nouveau système d'équations propre au tableau final du simplexe sans résoudre de nouveau le nouveau problème original.

3.
[F. S. Hillier, G. J. Lieberman, "Introduction to Operations Research". McGraw-Hill, 5ième édition, 1990, pp. 195-196]


Reconsidérons le problème suivant:


Max
W =
3x
+ y
+ 4z


sujet à

6x
+ 3y
+5z
≤ 25




3x
+ 4y
+5z
≤ 20




x,
y,
z
≥ 0.

avec à la dernière itération du simplexe, le système d'équations suivant:



W

+ 2y

+ 1/5 u

+ 3/5 v

= 17




x
- 1/3y

+ 1/3 u

- 1/3 v

= 5/3





y
+ z
- 1/5 u

+ 2/5 v

= 3.

Il s'agit d'apporter de manière indépendante les six changements suivants au problème original, modifier en conséquence le tableau final du simplexe et déterminer la solution optimale du problème en optimisant de nouveau si cela s'avère nécessaire.

(a)
Remplacer le membre de droite de la première contrainte (15 au lieu de 25);

(b)
Remplacer le membre de droite de la deuxième contrainte (5 au lieu de 20);

(c)
Modifier le coefficient de y dans la fonction objectif (4 au lieu de 1);

(d)
Modifier le coefficient de z dans la fonction objectif (3 au lieu de 4);

(e)
Modifier le coefficient de y dans la deuxième contrainte (1 au lieu de 4);

(f)
Modifier le coefficient de x dans la première contrainte (10 au lieu de 6).

4.
[F. S. Hillier, G. J. Lieberman, "Introduction to Operations Research". McGraw-Hill, 5ième édition, 1990, pp. 195-196]


Considérons le problème suivant:


Max
W =
3x
+ y
+ 2z


sujet à

x
- y
+ 2z
≤ 20




2x
+ y
- z
≤ 10




x,
y,
z
≥ 0.

avec à la dernière itération du simplexe, le système d'équations suivant:



W
+ 8x


+ 3u
+ 4v
= 100




3x

+ z
+ u
+ v
= 30




5x
+ y

+ u
+ 2v
= 40.

(a)
Quels sont parmi les 11 paramètres du modèle, ceux dont une perturbation quelconque entraîne nécessairement un changement dans la solution optimale du problème.

(b)
Déterminer l'intervalle de variation de chaque coefficient de la fonction objectif où la solution optimale demeure inchangée.

(c)
Déterminer l'intervalle de variation de chaque membre du côté droit où la base demeure inchangée.

5.
En résolvant par l'algorithme du simplexe le problème suivant:



Min
W = 
-x
- 3y



sujet à

x
+ y
≤ 8


(P)





4x
+ y
≤ 26





- x
+ y
≤ 4





x,
y
≥ 0


on obtient le tableau final:



x
y
t
u
v



1
0
0.5
0
-0.5
2



0
0
-2.5
1
1.5
12



0
1
0.5
0
0.5
6



0
0
2
0
1
20


où t, u et v sont des variables d'écart:


a)
Donner les solutions optimales pour (P) et son dual.

b)
Dans quel intervalle peut-on faire varier le coefficient de coût de la variable x sans que la base cesse d'être optimale?

c)
Même question qu'en b) mais, cette fois-ci, pour le coefficient de coût de la variable t.

d)
Supposons maintenant que le signe d'inégalité (≤) dans la troisième contrainte est inversé. Quelles modifications doit-on apporter au tableau précédent pour que la base reste la même? Trouver la solution optimale du problème ainsi modifié.

6.
En résolvant, par l'algorithme du simplexe, le programme linéaire:


Min
W = 
-3x1
-5x2

sujet à
3x1
+ 2x2
+ x3


= 18




(P)





x2

+ x4

= 6




x1



+ x5
= 4




xj ≥ 0, j = 1, 2, ..., 5

on obtient comme tableau final:




x1
x2
x3
x4
x5






1
0
1/3
-2/3
0
2




0
1
0
1
0
6




0
0
-1/3
2/3
1
2




0
0
1
3
0
36

a)
Donner les solutions optimales pour (P) et son dual.

b)
On suppose qu'une nouvelle variable x6 est ajoutée au problème avec




a.6t = (-3, -1, -1).


De quelle façon peut-on faire varier le coefficient de la variable x6, soit c6, sans que la base




B = [a.1, a.2, a.5]


cesse d'être optimale? Qu'arrive-t-il si c6 = 4?

c)
On suppose cette fois que le vecteur b est changé en





-6




b + 
-1





1


Comment doit varier le paramètre  pour que la solution de base associée à B reste toujours réalisable?

d)
On se propose maintenant de changer simultanément les coefficients de coût c1 et c4 respectivement en (-3 + ß) et (-2ß). Dans quel intervalle ß doit varier sans que la solution cesse d'être optimale?

7.
[ECKE 88, p. 157]

Considérons un problème de programmation linéaire sous forme standard dont le tableau du simplexe optimal est:

	
	x1
	x2
	x3
	x4
	x5
	x6
	x7

	-75
	0
	4
	0
	3
	2
	0
	0

	10
	1
	-1
	0
	-2
	-1
	0
	0

	5
	0
	1
	0
	2
	3
	0
	1

	20
	0
	-2
	1
	-1
	1
	0
	0

	30
	0
	1
	0
	-1
	0
	1
	0


(a)
Déterminer une solution optimale où la contrainte supplémentaire x2 = 3 est ajoutée au modèle original.

(b)
La contrainte supplémentaire x2 = 6 fait-elle en sorte que le problème linéaire n'a plus de solution réalisable?

(c)
Déterminer à l'aide de la seconde contrainte une borne supérieure sur chacune des variables x2, x4, x5 et x7 laquelle sera respectée par l'ensemble des solutions réalisables du problème.

(d)
Déterminer une solution optimale lorsque la contrainte x1 = 12 est ajoutée au modèle original.

(e)
Déterminer une solution optimale lorsque la contrainte x3 = 21 est ajoutée au modèle original.

8.
[NOBE 95, p. 228]

Reconsidérons le problème résolu #3 et envisageons non pas une modification d'un élément de la fonction de coût mais plutôt une modification d'un élément du membre droit b du système de contraintes.

 Vous avez à résoudre le modèle (P'') suivant :


Max
z = 1000 x1 + 1200 x2

sujet à
8x1 + 4x2
≤ k


4x1 + 6x2
≤ 120



x1

 ≤ 34




x2
 ≤ 14



x1

 ≥ 0




x2
 ≥ 0.

Donner l'effet d'une variation du paramètre k sur la région réalisable et l'ensemble-solution optimal.

9.
[NOBE 95, p. 250]
La planification de la production dans une manufacture.

Une manufacture, qui fabrique 3 produits, utilise 3 ressources pour cette production: services techniques, main-d'œuvre et services administratifs. Le tableau suivant donne les ressources nécessaires à la production d'une unité de chacun des produits, ainsi que diverses autres données pertinentes.

	
	Ressources
	utilisées
	(h / unité)
	

	Produit
	Services techniques
	Main-d'œuvre 
	Services administratifs
	Profit ($/unité)

	P1
	1
	10
	2
	10

	P2
	1
	4
	2
	6

	P3
	1
	5
	6
	4

	Temps disponible (h)
	100
	600
	300
	


L'entreprise utilise le modèle linéaire suivant pour planifier la production:


Max
Z = 10 x1 + 6 x2 + 4 x3

sujet à
x1
+ x2
+ x3
≤ 100



10 x1
+ 4 x2 + 5 x3
≤ 600



2 x1
+ 2 x2 + 6 x3
≤ 300



x1,
x2,
x3
≥ 0.

Voici un tableau optimal de ce modèle.

	
	10
	6
	4
	0
	0
	0
	

	Base
	x1
	x2
	x3
	e1
	e2
	e3
	Valeur

	x2
	0
	1
	0,833
	1,667
	-0,167
	0
	66,667

	x1
	1
	0
	0,167
	-0,667
	0,167
	0
	33,333

	e3
	0
	0
	4
	-2
	0
	1
	100

	
	0
	0
	2,667
	3,333
	0,667
	0
	733,333


(a)
Décrire le plan de production optimal correspondant à ce tableau. Existe-t-il un autre plan de production assurant le même profit?

(b)
On décide de produire 10 unités du produit P3. Déterminer le nouveau plan de production et le profit total associé.

(c)
Quel prix maximal l'entreprise serait-elle prête à payer pour obtenir 1 heure supplémentaire de main-d'œuvre ? 1 heure supplémentaire de services administratifs?

(d)
Deux employés des services administratifs prendront bientôt leurs vacances annuelles. Pour la prochaine période de planification, les services administratifs disposeront de 230 heures seulement. Indiquer comment modifier le plan optimal de production pour tenir compte de ce changement.

(e)
On croit que le temps disponible dans les services techniques n'a pas été correctement mesuré. Dans quel intervalle le nombre d'heures disponibles dans ces services doit-il se trouver pour que la solution optimale puisse se calculer directement à partir du tableau final précédent, sans pivot supplémentaire?

(f)
On conteste également la valeur c1 = 10 utilisée présentement comme profit unitaire de P1. Indiquer pour quelles valeurs de c1 la solution proposée par le tableau précédent reste une solution optimale.

(g)
De combien devrait-on augmenter le prix de vente unitaire de P3 pour qu'il devienne rentable d'en produire?

(h)
On songe à créer un service de contrôle de la qualité. Cette décision se traduirait par l'ajout au modèle de la contrainte




0,5 x1 + 0,5 x2 + x3 ≤ 55.


De quelle façon le plan optimal serait-il modifié?

10. [NOBE 95, p. 250]
Le marchand de fruits.

Un camionneur marchand de fruits, qui fait régulièrement la navette entre la Floride et le Québec, est présentement en Floride chez un producteur et planifie ses achats de fruits. S'il prend un plein chargement de tangerines, il peut en transporter 800 caisses. Il considère cependant qu'il lui serait impossible d'en revendre plus de 200 caisses. De plus, son carnet de commandes lui impose de rapporter au moins 200 caisses d'oranges et au moins 100 caisses de pamplemousses. Une caisse de pamplemousses occupe 2 fois plus d'espace qu'une caisse d'oranges, et 1.5 fois l'espace occupé par une caisse de tangerines. Les oranges, les pamplemousses et les tangerines lui rapporteront respectivement 6$, 5$ et 10$ la caisse. Comment doit-il répartir son chargement?

Ce problème, si l'on ne tient pas compte des contraintes d'intégrité, se modélise de la façon suivante:


Max z =
6 xO + 5 xP + 10 xT

sujet à

xO ≥ 200




xP ≥ 100




xT ≤ 200




0.75 xO + 1.5 xP +  xT ≤ 800




xO, xP,  xT ≥ 0.

Voici le tableau optimal de ce modèle linéaire.

	
	6
	5
	10
	0
	0
	0
	0
	

	Base
	xO
	xP
	xT
	e1
	e2
	e3
	e4
	Valeur

	e1
	0
	0
	0
	1
	2
	-1,333
	1,333
	400

	xP
	0
	1
	0
	0
	-1
	0
	0
	100

	xT
	0
	0
	1
	0
	0
	1
	0
	200

	xO
	1
	0
	0
	0
	2
	-1,333
	1,333
	600

	
	0
	0
	0
	0
	7
	2
	8
	6100


(a)
Supposons que le marchand révise à la baisse la demande estimée de tangerines et réduise de 9 caisses la quantité maximale de tangerines qu'il pense pouvoir écouler. Par quoi les remplacera-t-il? Y gagnera-t-il ou y perdra-t-il? Combien?

(b)
Si le carnet de commandes imposait au marchand de rapporter au moins 108 caisses de pamplemousses, comment ferait-il de la place à ces caisses? Y gagnerait-il?

(c)
Si le marchand disposait d'un camion pouvant contenir 1100 caisses de tangerines, comment répartirait-il sa charge? Quel serait alors son profit?

(d)
Quel profit devrait rapporter une caisse de pamplemousses pour que le marchand envisage d'en ramener plus de 100 caisses?

(e)
Supposons qu'au cours de sa remontée de Floride, le marchand apprenne que, vu l'abondance des fruits sur le marché montréalais, ses marges de profit chuteront de 60% par rapport à ses prévisions. Regrettera-t-il de ne pas avoir réparti sa charge autrement?

(f)
De quel pourcentage le profit d'une caisse d'oranges devrait-il chuter pour provoquer une réorganisation de la charge?

(g)
Interpréter, dans ce contexte, le fait de donner à e4 la valeur 1.

(h) Pourquoi n'ajoute-t-on pas, dans la fonction objective, un terme «+ 6 e1»? En effet, la variable d'excédent e1 représente le nombre de caisses d'oranges en sus du minimum de 200, et ces caisses rapporteront un profit de 6$ chacune.

---------------------------------------------

