Post-optimisation,
analyse de sensibilité
et
parametrage

Introduction, la post-optimisation (modification discréte du vecteur b,
modification des coefficients de la fonction économique z, addition d'une
variable, modification des coefficients d'une colonne de A, addition d'une
ou de plusieurs contraintes), analyse de sensibilité (analyse de sensibilité
sur les éléments de b, analyse de sensibilité sur les coefficients de la
fonction €économique), paramétrage (parameétrage du vecteur b, paramétrage
de la fonction objectif z, paramétrage de la matrice des coefficients,
paramétrages multiples.




Introduction

Apres avoir formulé et résolu un probleme PL, quelle est la

consequence sur la solution optimale d’une variation des données
numeériques du probleme ?

*‘* Les données d’un probléme sont souvent des estimations en
pratique et sont donc entachees d’erreur.

*‘* Le gestionnaire aime bien savoir :
- quel est le taux de variation de 1’objectif p/r aux données A, b, c?

- de combien on peut faire varier chaque donnée sans changer la
base optimale ?

*‘* Cela fait I’objet d’étude de ce qu’on appelle la post-optimisation,
I’analyse de sensibilité et le paramétrage.




Post-optimisation

*"Problémes dans lesquels on effectue une modification «discrete» des
données :
matrice A des coefficients,
vecteur constant b ou
le vecteur de cout C.

“’Généralement, on distingue dans cette catégorie six sortes de
modifications :
— b seul change d'une quantité discrete,
— ¢ seul change d'une quantité discrete,
— une variable est ajoutée au systeme,
— une contrainte est ajoutée au systeme,
— une seule colonne de A change d'une g vectorielle discréte,
— une seule ligne de A change d'une g vectorielle discreéte.

Ces modifications peuvent étre combineées.



Analyse de sensibilité

I1 s’agit plut6t d’explorer le «voisinage» d’une sol? optimale 1.e.
déterminer I’intervalle de variation dans lequel une donnée peut changer
sans que la base optimale soit modifiée.

Il est important de savoir si la sol2 obtenue est stable : une 1égere
modification d’une donnée la rend-elle caduque ?

Paramétrage

I’opération consistant a faire varier des données de fagon continue.
Cette opération dans sa forme générale ne peut €tre résolue.

Nous ¢étudierons plut6t les cas suivants:

— b varie lin€airement en fonction d'un parametre 0,

— c varie lin€airement en fonction d'un parametre 0,

— un element a;; de A varie lincairement en fonction de 6,

— plusieurs parametres interviennent linéairement dans b ou c. 4



Remarques genérales

*‘* La valeur x; d’une sol? de base correspondant a une base B est B-'b;
elle ne dépend aucunement du vecteur c.

Une modification du vecteur ¢ ne change pas la valeur de la sol? qui
reste une sol? réalisable; mais celle-c1 peut cesser d'étre optimale 1.e.,
le vecteur des multiplicateurs cesse d'étre une sol? duale-réalisable

«‘» Le critere d’entrée de la méthode du simplexe ne fait intervenir que
les cotts relatifs ¢; — ctBB'la_j, qui ne dépendent pas du vecteur b.

Si 1'on modifie le vecteur b, la sol? x; peut cesser d'étre une sol®
réalisable mais reste «duale-réalisable» (c'est-a-dire que xg peut
devenir une sol? irréalisable satisfaisant au critere d'optimalité);
le vecteur des multiplicateurs reste donc une sol? duale-réalisable.




Post-optimisation

Modification discrete du vecteur b

Soit b + Ab la nouvelle valeur du second membre et Xx'g la nouvelle solution de

base associée a l'ancienne base optimale B:
x'g = B-l@®+Ab)
= xp+B-1Ab.
Deux cas sont a distinguer :
a) si xg + B-1 Ab > 0 alors x'g est la nouvelle solution optimale.

b) si au moins l'une des composantes du vecteur xg + B-1 Ab est négative, la
nouvelle solution de base x'g n'est pas réalisable.

La méthode la plus rapide pour réoptimiser est d'utiliser 1'algorithme dual du
simplexe.



Grace au tableau suivant;
B R b 5 |1 BIR B-1b
g cr 0 o (clgp-ctgB-IR) - ctg B-lb

on voit facilement qu'en modifiant le vecteur b, seul la derniére colonne est
changée:

B-lp +B-lAb

- ctg B-lb- ctg B-1Ab




Exemple :

Considérons le probléeme suivant:

Minz= -3x1

sujeta  2x]
X1
2X1

=)

- 3x3
+Xx2 +x3
+ 2x2 + 3x3
+ 2x2 +x3

x120,x220,x3=0.

11 est facile de vérifier que le tableau optimal pour ce probleme est :

A ) e S D St

1 1S 0 35 20=15 -0 |15
0-— 351 & =15 25 0= 8/5
0 1 0 -1 0 1 4
0 I5 0065 35 01215



Supposons que 1'on considére maintenant le probléme o bt = (2, 5, 6) est changé

pour b+ Ab = (4, 6, 8)t. Quelle est la solution optimale de ce nouveau
probleme ?

La nouvelle solution sera:

B-lAb=|3/5 -1/50 2 1
15 215 0 1| =] 0
e 2 0
d'ot, x'g =xg + B-1 Ab = (6/5, 8/5, 4}t 2 0.

Donc, la nouvelle solution x'g reste optimale pour le nouveau probleme. De

plus,
z=- c'gB-lb-ctg B-1 Ab=-27/5 -3 =-42/5. 2




Exemple :

Reconsidérons le probleme précédent ou, cette fois, le vecteur b =

est changé pour b+ Ab =

o0 OO0 b

Vérifions d'abord si x'g reste réalisable.

B-1Ab=|3/5 -1/5 0
=I5 5015 0
) 1

x'g =xg + B-1 Ab =

1/5
8/5

0
3
2

-3/5
6/5

-3/5
6/5

-2/5
14/5

d'ou,

h Lh




Il faut donc appliquer I’algorithme dual du simplexe :

X] Xp X3 € € €3
I 1se 0 3/ 0/5 00205
0 - 35 1 15 25 0145
Q- 10l a0 e
0 75 =0 65035 0 |36/
T
X1 X9 X3 €1 €2 €3
25 ealas SRS RS e 0
2 1 1 R )
0 it Dbl
D'od x'g = (2,2, 6)tetz =-6.
3 2 0 3 0 0




Post-optimisation
Modification des coefficients de la fonction objective

Soit ¢ + Ac la nouvelle valeur de c.

La valeur de la solution de base associée a B reste inchangée tandis que:
i) le vecteur des cofts relatifs passe de clg - ctg B-1R a
ctp + ActR - (cg + Acg)t B-IR.

i1) la valeur de l’obj'ectif passe de - c'p B-lb 2 - (cg + Acp)t B-1b.

12



1€ cas :

si ctg + A clR - (cg + Acp)t B-1R > 0, la solution xg est encore une
solution de base réalisable optimale.

La nouvelle valeur de l'objectif est -z = -z - Actg B-1p.

Cette valeur n'est donc altérée que si les composantes de ¢ qui constituent
cg le sont.

2leme cqg -

Il existe au moins un indice j € J tel que gij <0 ou

T

c = [clR + Aclg - (cg + Acp)t B-1R]t
= [ctR - ctg B-IR]t + [ActR - Actg B-1R]t
La solution xg n'est plus optimale.

On poursuit les itérations en appliquant 1'algorithme primal du simplexe a
partir du dernier tableau optimal du probléme primitif mis a jour.




Exemple :

Revenons toujours a notre exemple-type:
Minz= -3x] -X2 -3x3
sujeta  2x] +x2 +x3 <£2

X1 +2x2 +3x3 <5
2X1 +2x2 +x3 £6
x120,x220,x320.

avec le tableau optimal suivant pour ce probleme:

SR e s e

1 5 =0 - 35 =15+ 0 [0l
35 L =15 205 0 158k
-1 0 1 4

=) e
sk
)

TR0 = 6/5 =357 0| 27/5
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1€ cas :

Supposons que la fonction objectif z est changée en -4x1 - 2x2 - 2x3.

En recalculant les nouveaux facteurs de coiits relatifs pour les variables hors base,
on obtient:

. t t
c=|]|-2]- | -4 1/5 3/5 -1/5
0 -2 3/5 -1/5 2/5
0 0 1 -1 0
t t
=-2-‘-2-20‘=‘020 > 0
0
0 La sol? xg reste donc optimale.
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On vérifie facilement que le tableau final du probléme modifi¢ est
de la forme :

AR Es Rde st ot el

1 15 () 3/5 -1/5 0 1/5

0 35151
0 1 0 -1 0 1 4
0

-------------
-------------
.....

3
,,,,
--------

’.. .*
Sug, st
"EEmmn [
Ill----.-.----.---------l--l-l-------.-..--.---lll---l
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2leme cqg -

On suppose maintenant que la nouvelle fonction objectif z est de la forme
-5x1 - x2 - 2x3.

Ce qui entraine donc: l_::_' = (6/5, 13/5, -1/5)t.

On doit ainsi former le tableau suivant et appliquer l'algorithme primal du

simplexe:

X] =22 -F X3e. 0] k) 253

1 1/5 0 35 =1/5 0 1/5

0 /5 ) -1/5 2/S8 O 8/5 —

0 1 0 -1 0 1 4

0 6/5 0 13/5 -1/5 0 21/5
T

s X9 A3 e O] 6D iEes

1 12 1 120 0 1

0 32 52 12 1 0 4

0 1 0 -1 0 1 4

0 22510 0 0 3

La solution optimale est: x1 =1,x9 =x3=0,z=-5. -]



Post-optimisation
Addition d’une variable

O L’addition d'une nouvelle variable x_,, s'accompagne évidemment de
l'addition a A d'une n+1%™¢ colonne a_,, et a ¢ d'une composante c__ ;.

© L'ancienne sol® de base réalisable qui ¢était optimale pour le probléme
primitif reste une sol® de base réalisable pour le probleéme modifie,
mais peut ne plus €tre optimale.

1€ cas :

Sic ., -cyBla_, >0, l'ancienne sol® optimale est aussi une sol?
optimale du probléme modifie.

2ieme cgg -

Autrement, on peut encore ameliorer I'ancienne sol® optimale en
introduisant x_, dans la base. L'algorithme primal du simplexe
peut €tre appliqué directement a partir du dernier tableau (optimal)
du probléme primitif complété par une (n + 1)m¢ colonne B-'a_,,.

18



Exemple i (]_9 cas )

Supposons qu'on veut introduire une nouvelle variable, dénotée par x4, dans

notre exemple-type de la facon suivante:
Min z! = -3x1 -X2 -3%3 +2x4
sujeta  2x] +Xx2 +Xx3 -%xX4 <2
X1 +2x2 +3x3 +2x4 <5
2x1 +2x2 +x3 -x4 <6
xij=20,i=1, 2, 3, 4.

avec le tableau optimal suivant pour le probléme original:

B e g s

1 15 0 35 -1/6°" 0 | 15
3l M 145 25 0|85

0
'TC 0 1 0 -1 0 1 4
0

750 0 6535 0 275




o 1T

I1 s'énsuit que: /

cq4=2-(-6/5,-3/5,0)] -1| =2>0.

2l e
frt D e L o
= Pq - an-H | Y B %
Donc, l'ancienne solution reste optimale pour le probléme modifi€ avec toujours

21 i = - 27/5.

On vérifie facilement que le tableau final du probléme modifié est de la forme:

X] X3 X3 e} ey €3 X4 m

~ S
1 15 0 35 1 U 1/5 g
D 35 1 ks O 8/5 =
621 6-d -0 | 4
8 755 0 65 3 0 2 |25



Exemple : | (2iéme cas )

Supposons maintenant qu'aprés avoir ajouté x4 a l'exemple-type, le probléme
modifi€ devient:
Minzl= 3x7 -x2 -3x3 -x4
sujeta  2x1 +x%x2 +x3 -5x4 <2
x1 +2x2 +3x3 +5x4 <5

2X1 +2x2 +%X3 -%X4 <6
1 20,i=1,2,.3 4

On obtient;

cq =-1-(-6/5,-3/5,0)| -5| =-4<0.

On calcule alors:

ag=Blag= |35 -1/5 0]]|-5|=|-4
525 0l s 3
100 il |4




On applique ensuite 1'algorithme primal du simplexe au tableau:

X] X X3 €] € e3 X4
1 1/5 0 3/5 -1/5 0 -4 | 1/5
0 35 -1 145 25 003 |85 —
0 1 0 -1 0 1 4 4
0 775 0 65 35 0 -4 | 27/5
/l\
X1 X9 X3 Bl 62 33 X4
1 1 4/3 1/3 173 0 0| 73
0 IS k3 =115 2/15 0 1 8/15
0 /5 -4/3 -11/15 -8/15 1 0 28/15
0 33/15 4/3 14/15 17/15 0 -0 113/15

La solution optimale du probléme modifié est:

x1=17/3, %) =x3 =0, x4 = 8/15 et zlmjﬂ = -113/15. 22



Post-optimisation
Modification des coefficients d’une colonne de A

On remplace la colonne a, de A par a',.

1€ cas : | la colonne modifiée correspond a une variable hors base

Le raisonnement précédent correspondant a 1'addition d'une variable
est intégralement applicable; 1l s'agit de remplacer I'indice n+1 par k.

2ieme cgs - | la colonne modifiée correspond a une variable de base

La nouvelle matrice B obtenue par substitution de aj a ai dans B peut ne plus
étre une base;

si B' est encore une base, la solution de base correspondante peut ne plus étre
réalisable;

si x'B est réalisable, il peut ne plus €tre optimal.



La condition nécessaire et suffisante pour que B' soit une base est :
'
a'y, #0.

S1 cette condition est réalisée, on sait calculer la nouvelle base inverse

B'-! en appliquant des transformations ¢lémentaires sur :
(B-':Bla')
pour en arriver a : (B-:e)).

La nouvelle sol? de base est X'y = B"'b et les nouvelles valeurs du
vecteur de colt relatif sont alors : ¢'=c'; - ¢\z;B"!R.

24



Parmi les cas possibles, trois sont relativement simples:

a) B est une base, X'B est non négatif et satisfait aux conditions d'optimalité
c 0.

! . . (N t
x g est alors une solution optimale du nouveau probleme; aucun calcul n'est

nécessaire.

b) B est une base, X g est réalisable mais non optimal.

On applique l'algorithme primal avec }L'B comme solution de base réalisable
initiale.

c) B’ est une base, X'B vérifie les conditions d'optimalité g' = 0 mais n'est pas
non négatif.

On applique l'algorithme dual du simplexe.

Si aucun de ces 3 cas ne s'applique, il se peut que l'on doive recommencer la
résolution de ce probléme modifié au tout début.



Exemple :

Min z =
sujet a

Une fois résolu par la methode des 2 phases, on obtient :

A

-3x1  -4x2 -2x3 -4x4 - 2x5 - 5x6
X1 +x2 +x3 +Xx4 + 2X6
+ 2x9 + 2x4 + x5 + 3x6
X1 +4x2 + 2x3 +5x4 + x5 + 9x6
xj20,j=1,2,3,4,5,6.

Xz XS X 4 X 5 X6

= S

0 0 =]1—-=--0 2 |1
1 1 2 0 4 2
2 0 2 1 3 6
2 0 1 0 3 33

26



1€ cas :

On change la colonne ag = (1, 2, 5)'enag=(1, 1, 5)"

Comme il s'agit d'une colonne correspondante a une variable hors base, on n'a
qu'a calculer

B-1 a14 et g'4 =c4 -clp B“lal4.

-1
Ici, B-l = (aj, a3,a5)°l= |1 10 =0
0 01 ]
1 21 0 10

Ce qui donne

Blag= [2 1 -1 1= -2
S 1 3
01 0 5 1

etcqg=-4-(3-2,-2) | 2| =-2<0. ummm) Algorithme primal

3 du simplexe .

[



1 0 0 =20 2 |1

0 1 1 $) 0 4 9 «—
0 2 0 1 1 3 6

0 2 0 -2 0 > 33

e B R At AN 00

232130 0 2/3
V3 ols 0 4/3
53 -1/3 0 1 5/3

L LI ~J

o OO -

83 2/3 0 0 17/ 39

La solution optimale du probléme modifi€ est:

x1=7,%x0=%x3=0,%x4=3,x5=3,xg =0 et zpjn =-39. 2



2Emecas | g, =(1,0,1)} — a', =(1,0,-1)

a, est une colonne de base.

Vérifions que B' obtenue par substitution de a'; a a, reste une base :

Blajs2 1 -1 e
-1 -1 1 0 -2 (3 est différent de 0).
(=) -1 0

Déterminons 1’inverse de B' :

s ey 2/3 1/3 -1/3 |1
-1-11 |2 —=»|1/3 -1/31/3 |0
Q1 =100 0= =10

-




Nous avons alors:

xg=|2/3 1/3 -1/3 10 1= |13
1/3 -1/3 1/3 6 29/3] =2 0.
0= 1620 e 25 6
: R
c =04 -4-5-3,-2,-2) | 23 1/3 -1/3||1 1
1/3 -1/3 1/3||2 2
0= 50 4 5

= (2, 5/3, 13/3) 2 0.

Aucun calcul n'est nécessaire, la solution reste optimale.

30
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Post-optimisation

Addition d’une ou plusieurs contraintes

® Le # de contraintes a une grande influence sur le volume des calculs,
puisqu’il détermine 1’ordre de la base.

@ 1l peut étre intéressant de résoudre un probléme partiel ne comportant

qu'une partie des contraintes lorsqu'on suppose que certaines 1néqts
ne seront pas saturées dans la valeur du programme optimal .

@ 11 se peut aussi que des contraintes aient été oubliées.

18 cas :

La sol? optimale du probleme partiel vérifie les contraintes
supplémentaires.

: 1

La sol® est aussi optimale pour le probleme complet. 31



2leme cqg -

Certaines contraintes supplémentaires ne sont pas satisfaites.

L’optimum doit €tre recalculé pour le probleme compléte.

On aura interét a ajouter immédiatement toutes les contraintes
supplémentaires, qu'elles soient veérifiées ou non, de facon a éviter
une nouvelle sous-optimisation.

On applique alors I'algorithme dual du simplexe apres avoir ¢liminé
les variables de base hors de ces contraintes.

32



Exemple :

Minz= -3x] -X2 -3x3

sujeta  2x] +%x2 +x3 <£2
X1 +2x2 +3x3 <5
2x1 +2x2 +x3 <6
x12 0, x22 0, x3= 0.

ou on ajoute la contrainte supplémentaire : 2x; — X, + x5 < 4.

On forme alors le tableau:

X] Xp X3 X4 X& xg X7

1 1/5 0 3/5 -1/5 0 0 1/5
0 35 1 =1/5° 2/5 0 0 8/5
0 1 0 -1 0 1 0 4
A e le i) 0 0 1 4

0 75 0 6/5 3/5 0 0 2715



Apres élimination des variables de base x, et x; hors de la derniére
contrainte, on obtient le tableau suivant :

X{ X5 X3 X4 X5 X6 X]
1 /5 0 3/5 -1/5 0 0 1/5
0 35 -1/5 2/5 0 0 8/5
0 1 0 -1 0 1 0 4

0 =20 -1 0 0 1 2

0 U5 0 6/5 3/5 0 0 2715

La sol® optimale du probléme partiel (1/5, 0, 8/5, 0, 0, 4) vérifie cette
contrainte supplémentaire : 2(1/5) -0+ 1 (1/5) =2 <4, ce qui permet
de conclure que la sol? optimale du probleme complet reste identique.

34



Exemple :

Minz= -3x] -X2 -3x3

sujeta  2x] +%x2 +x3 <£2
X1 +2x2 +3x3 <5
2x1 +2x2 +x3 <6
x12 0, x22 0, x3= 0.

ou on ajoute la contrainte supplémentaire : 2x; — X, + x5 < 1.

De fagon évidente, la sol? optimale du probléme partiel ne vérifie pas
cette nouvelle contrainte.

Xl 12 X3 K4 XS X6 X7

1= U550 3y =1/5-0 = 0|55

0. #3217 _1y5 25 S0 " 0 [48/5

0=t 0 =0 = i1 d

2l i 0 00 e e

O 95 07655 35 0 0 |25 »




Apres élimination des variables de base x, et x; hors de la derniére
contrainte, on obtient :

X{-: X9 = Xg XA XE Koo X7

1 /5 0 35 -15 0 0 1/5

0 351 =145 215 0 0 8/5

0 1 0 -1 0 1 0 1

0 =2 0 -1 0 0 1 =S
0 7/8 0 615 35 () 0 2715

etc.

Algorithme dual du simplexe

36



Analyse de sensibilité

Les elémentsde b

A partir d’une sol® optimale, de combien peut-on faire varier un élément
de b, disons b, sans que la base cesse d’étre optimale ?

Ce changement est de la forme b + A e, ou ¢, est le vecteur unitaire
dont la i¥me composante vaut 1.

La sol? obtenue demeure réalisable et optimalesi B! (b+Ae,) > 0.

Notons b=B!b et B-1.=B-!e =la i colonne de B/,
il faut alors
by +B1.A>0, k=1,2,...,m,

37



c'est-a-dire,

Aj=Max |-b  Bl>0|<A

A<M |b  Bly<0l=Ag

La plage de variation de b; est alors [b; + Aj, bj + Agl.

La plage de variation correspondante de la fonction objectif est:

[ctg B-1 b+ A; ctg B-le;, ctg B-1 b+ A  clg B-lejl.



Exemple :

Reprenons notre exemple-type et étudions I’analyse de sensibilité
de la sol? optimale par rapport a I’élément b;,.

On a:
xg + AB-leg = 1/5 3/5 -1/50 || A
8/5 |+ -152/5 0 [|0 |>0
4 10 1 e
D'ou,
A + 152 0 = A= 13
ABA . + 852 0 = A=< 8
4-A > 0 = A = 4
Donc,

ﬁi= -1/3
&S = 4. 39



La sol? demeure réalisable et optimale Vb, e[2 — 1/3, 2 + 4] =[5/3, 6].

D’autre part, la valeur minimale de 1’objectif varie dans I’intervalle

[-27/5 — 24/5, -27/5 + 2/5].

VA

1/3(-3 -3 0)3/5] =25

€1

40



Analyse de sensibilité

L_es coefficients de I’objectif

Calcul de I'intervalle de variation de ¢; sans changer la base optimale
et les valeurs des variables de base.

Si ¢; est remplace par ¢, + A, la sol* demeure optimale tant que
CR CBB R>O ouc'=c+Ae,.

X; est une variable hors-base :

t \ A ’ .
A>cy B! a;-¢=-C¢. ou ¢; est la valeur du cott réduit
avant de changer c;.

41



X; est une variable de base :

ctR —(cg + A ej)t B-TR>0 ie. cl-A (e ligne de B-'R) >0
ou cg, est le vecteur de cout réduit avant de changer c..

Pour chaque colonne hors base k,

k : k :

dik 3k

Max| ¢i .ﬂjk"io <A £ Min Cl: gjk‘.‘:-o

ou aik est 'élément en position (j, k) de B-1R.

42




Exemple :

Reprenons notre exemple-type et étudions I’analyse de sensibilité
de la sol? optimale par rapport a I’élément c,.

On sait que : ctR —(cg+ A ej)t B1R>01.e.

0 <(-1, 0, 0)-(-3,-3,0) |1/5 3/5 -1/5] -A (1,0,0)|1/5 3/5 -1/5
3/5 -1/5 2/5 3/5 -1/5 2/5
=] ) 1 -1 0

ou encore, (-1, 0, 0) - (-12/5, -6/5, -3/5) - A (1/5, 3/5, -1/5) = 0.

Donc, -1 + 12/5- 1/5A = 0 = A < 7
0 + 6/5 - 35A =2 0 S AsE o)
O 35S % 15A >0 = A > -3.

&i=—3 etAS=2.

La solution reste optimale pour toute valeur de ¢y comprise entre -3 -3 et -3 + 2,

c'est-a-dire -6 et -1. D'autre part, la valeur optimale de la fonction objectif varie
entre -27/5 -3(1/5) et -27/5 +2(1/5).



Paramétrage

Cela ne sera pas couvert dans ce cours.
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