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Question 1

Résoudre le programme linéaire suivant à l’aide de la méthode révisée du simplexe en conservant uniquement à chaque itération les données du problème, l’inverse de la base courante et les variables de base :
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Étape 0.

xBt = (e1, e2, e3) = (3, 2, 1), où e1, e2 et e3 sont les variables d’écart.

xRt = (x, y, z) = (0, 0, 0), où x, y, z  sont les variables hors base.

Z = cBt xB = 0.

B-1 = B = I.
cR = cR – (B-1R)t cB = cR = (2, -5, -9)t
car cB = 0.

Puisque
Min cj = -9
alors z entre dans la base.
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Calculons la colonne associée à z dans le tableau du simplexe :


az = B-1 az = I
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Par conséquent, Min {2/1, 1/3} = 1/3 ( e3 sort de la base.

Finalement, calculons la nouvelle base inverse.
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Étape 1.

xB = (e1, e2, z) t = B-1b =
1
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xRt = (x, y, e3) = (0, 0, 0), où e3, x et y sont les variables hors base.

Z = cBt xB = -3.
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2
-
1
0
0
1
-1
0
0




-5

0
1
-1/3
1
0
0
0




0

0
0
1/3
0
-2
1
-9
c’est-à-dire, cR =
2




-11



3
Puisque
Min cj = -11
alors y entre dans la base.
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Calculons la colonne associée à y dans le tableau du simplexe :


ay = B-1 ay =
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Par conséquent, e2 sort de la base.

Finalement, calculons la nouvelle base inverse.
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Étape 2.

xB = (e1, y, z) t = B-1b =
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xRt = (x, e2, e3) = (0, 0, 0), où e2, e3 et x  sont les variables hors base.

Z = cBt xB = -25/2 – 18 = - 61/2.
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La variable e3 entre dans la base.

Calculons la colonne associée à e3 dans le tableau du simplexe :
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Puisque cette colonne est ≤ 0, alors le problème n’est pas borné inférieurement.

Question 2

Supposons que x* et y* sont des solutions optimales du couple primal-dual suivant
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i)
Supposons que x1 est une solution optimale du problème suivant
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Démontrer que ctx1 ≥ b1ty*.

Le dual de 
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Soit x1 une solution optimale de (P),

· Démontrons que x1 est une solution finie.

Supposons au contraire que (P) ne soit pas borné ; alors, le dual de (P) ne possède pas de solutions réalisables ; par conséquent, le problème 
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· ne possède pas de solutions réalisables. On a une contradiction car, par hypothèse, y* est une solution réalisable de ce problème.

· Démontrons que ctx1 ≥ b1ty*.

Il existe donc un y1, solution optimale finie du dual de (P) et ctx1 = b1ty1 d’après le théorème fondamental de la dualité.
Mais y* étant réalisable pour le problème
Max
bty
, 
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y ≥ 0

cela entraîne que y* est réalisable pour le dual de (P); d’où, ctx1 = b1ty1 ≥ b1ty*.
ii)
Supposons que x2 est une solution optimale du problème suivant



Min
ctx
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Ax ≥ b + d
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Démontrer que ctx2 ≥ ctx* + dty*.

En posant b1 = b + d, on peut appliquer le résultat obtenu en (i) :


ctx2 ≥ b1ty*

i.e.
ctx2 ≥ (b + d) ty*


i.e.
ctx2 ≥ bty* + dty*
Or, bty* = ctx*,
d’après le théorème fondamental de la dualité.
D’où, ctx2 ≥ ctx* + dty*.
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