Méthode du simplexe

Introduction, définitions et notations préliminaires, théorémes
fondamentaux, algorithme (primal) du simplexe, détermination
de toutes les solutions optimales et des solutions réalisables
"proches" de I'optimum, interprétation géometrique de la méthode
du simplexe, solution de base réalisable 1nitiale, convergence et

implantation de l'algorithme du simplexe, méthode révisée du
simplexe (relation entre deux bases successives, forme révisee
de l'algorithme du simplexe), propriétes des multiplicateurs du
simplexe, variante du simplexe pour probléme avec variables
bornées.




Introduction

@ Siun probléme de programmation linéaire admet au moins une
solution réalisable optimale finie, 1l existe au moins une solution
réalisable optimale de base.

@ Puisque le nombre de solutions réalisables de base est fini, comme le
nombre de bases elles-mémes, et que 1'on sait calculer ces solutions,
le probléme est enticrement résolu du point de vue théorique.

@® En pratique, la méthode qui consisterait a résoudre tous les systémes
donnant une solution de base est a exclure car elle conduit a un
volume considérable de calculs.

® Le nombre total de bases pour un systeme a m équations et n
inconnues croit rapidement. Si toutes les sous-matrices d'ordre m
étaient réguliéres, ce nombre serait égal a [ n J

m



Exemple :

Un probléme comportant 10 €quations et 20 inconnues, le calcul de
toutes les solutions de base pourrait ainsi exiger la résolution d'env.
250,000 systemes de dix €quations a dix inconnues.

@ Plusieurs de ces calculs seraient effectués inutilement car, certains
systemes d'ordre m n'ont aucune solution, et les solutions comportant
des valeurs neégatives des variables sont a rejeter.

@® 1a considération des seules solutions de base ne permet pas de mettre
en ¢vidence l'existence d'une solution optimale infinie.



Introduction a la méthode du simplexe

® La méthode du simplexe est une procédure itérative permettant
d'effectuer une exploration dirigee de 1'ensemble des solutions
réalisables de base.

® L'application de la méthode nécessite la connaissance d'une solution
réalisable de base, au départ.

® La méthode consiste a calculer a chaque itération un programme
(une solution réalisable) «voisin» de celul qui vient d'étre calculé et
«au moins aussi bon» que celui-ci.

@ On peut aussi s'assurer, moyennant certaines precautions, que la
méme base ne puisse jamais apparaitre dans deux itérations distinctes,
ce qui suffit a assurer la convergence du procéde.



Intérét de la méthode du simplexe

Converger vers une solution de base réalisable optimale si elle
existe,

veérifier la compatibilité des équations
ou la redondance du systeme,

savoir si le probléme est possible ou non et, dans I'affirmative,

trouver une solution réalisable de base initiale.

mettre en évidence 1'absence de solution réalisable optimale finie.



Définitions et notations préliminaires

@ Considérons un probléme de programmation linéaire sous sa forme
standard:
Min z=ckX

suyjeta Ax=D>
x>0
ou x, c €RY: b eR™, A est une matrice de dimension m x n (m <n)
de rang m.

@® Lorsque nous considérerons une base B de ce systéme, les m vecteurs
colonnes de A constituant une telle base conserveront 1'indice de
colonne qu'ils avaient originellement dans A, quel que soit I'ordre
dans lequel ils sont placés pour constituer B.

L'ensemble de ces indices rangés dans 'ordre des colonnes de B sera
déSlgIlé par 1= {jla j29 L) Jm}



@ L'indice courant de I sera désigné par s, d'ou

B = (ajl CHE ajm) =(ay),se LIcN,N={1,2, .., n}.

Les (n - m) autres colonnes de A seront désignées par :
a,)] € J=N\L

® Les m variables de base, associées aux colonnes «de base» a
constituent un vecteur colonne a m composantes xz = (X,), s € L.

@ Les «coflitsy associés constituent un vecteur colonne a m composantes
cg = (cy), s € L.

@® L es variables restantes, ou variables hors base, constituent un vecteur
colonne a (n - m) composantes, X = (X)), ] € J; les cotts assocics
constituent le vecteur colonne ¢, = (c;),J € J.



@ Le systéme peut alors s'écrire, aprés réarrangement des colonnes de
A et des lignes de x :

Min z = c'zxg + ¢ Xz
Sujet a Bxg+Rxy = b
Xg = 0
Xg = 0.

® FEtant donné que B-! existe, on peut exprimer x, en fonction de x; et
substituer dans la fonction objective pour obtenir la forme canonique
associ¢e a la base B ¢quivalente au probleme initial :

Min z =cly (B'b-B!Rxp)+ ¢l xp
=cly B1b+ [cg - (BT R)! ]t xp

Sujet a : B1Ax=Ax=x3+B1Rx;=B'b=D)
xg=0, xz=0.



La solution de base associee a B, obtenue en posant x, = 0 peut étre
écrite sous la forme x5 =B!'b=D.

La valeur de la forme linéaire z, pour la solution de base considerée,
est: z=cz3B'D.

L'ensemble des indices de lignes du systeme est I'ensemble I des
indices de lignes de B-! (ou des indices de colonne de B), et non
plus I'ensemble M = {1, 2, ..., m}.

Le vecteur [c; - (B! R)! ¢ci] est le vecteur des couts relatifs des
variables hors base lorsque B est la base.

Nous pouvons décrire le systeme de maniere explicite :
B'R =YY= (y), jel = (yg).seljel
B'b =b = (b), sel

On obtient ainsi:

a, = Byj

Xygag €l
s el



.. Les composantes de y; sont les coetficients exprimant lineairement
a;, ] € Jen fonction des vecteurs de la base.

Le systeme s'écrit alors:

sujeta xg+ XX y;=b

jel
X,=>0,s el
x;>20,]€l.




Theéoremes fondamentaux

: Etant donné une solution de base réalisable associée & une base B,
si,pourunk € J,onac, - clyy, <0ety, <0, il est possible de

: constituer une classe de solutions réalisables dans lesquelles (m + 1)
variables peuvent étre strictement positives, la variable x, peut prendre :
 n'importe quelle valeur non négative, et, par suite, z peut €tre aussi

+ petit que 1'on veut en valeur algébrique.

: Il n'y a donc pas de solution optimale finie.



Preuve :

Puisque y, <0, et partant de la solution réalisable de base x; = B-! b,
il résulte des contraintes xpt Xy = B-lb

jel
que l'on obtient une autre solution réalisable en donnant x, n'importe
quelle valeur positive x,, les autres variables hors base restant nulles.

Le systeme de contraintes peut maintenant €tre réécrit comme suit:

Xg + EX Y = B1b-x, v,.
jel
j#k
La solution réalisable obtenue n'est pas une solution de base.
De plus, z-Ccyb= 2 (¢ - 'z Y;) X devient
jel
- 2 (c;-cpy;) x5t (e - C'g Yi) X
jel
j#k

d'ou, z— -oolorsque x, — ©. o



Theéoremes fondamentaux

" Etant donné une solution de base réalisable associée a une base B, "
«s,pourunk € J,onac, -clyy, <0etsi, pouraumoinsuns €I, =«
"on ay > 0, la solution de base associ¢e a la base B' déduite de B !
. par substitution de a, a a;, L étant défini par "
m hL / yLk — mln [ bs / ysk] :::
" sel "
m ySk > O m
 est une nouvelle solution de base réalisable donnant a z une nouvelle !

t Valeur plus petite ou €gale a I'ancienne. "



Preuve :

Considérons de nouveau la solution obtenue en donnant a x, une
valeur x, > 0, les autres variables hors base restant nulles :
Ay + 2y X = by - Yo X -

jel

j#k
D'apres les hypothéses sur le signe des y,,, 1l existe au moins un
indice s tel que (Xg/), soit inférieur a (Xg)

(noter que nous n'avons plus une solution de base).

Pour que la nouvelle solution demeure realisable, 1.e. reste non nég.,
il faut et 1l suffit que
by -y X, 20,5 €l
c'est-a-dire que
Xx < min [ bs / YSk] .
s el
Yok = 0



Pour que la nouvelle solution n'ait que m variables non nulles au plus,
1l suffit de prendre la valeur exacte

Xk — bL min [ l_)s / YSk] )
= s el
Yik Ysk >0

ce qui entraine que la variable x; devient nulle (variable hors base).

La matrice B' déduite de B par la substitution de a, a a; est composée
des vecteurs a, s € [\ {L} etde a,.

Les opérations précedentes donnent donc une nouvelle solution de
base realisable dans laquelle toutes les variables associées aux
vecteurs n'appartenant pas a B' sont nulles.

La nouvelle valeur de z, disons Z', est obtenue de

z-cyb = 2(c-clgy;)x:
jel
z'-cghb - (- g Y by /Y = 0.

La relation sera stricte si et seulement s1b; # 0 (cas non dégénéré).’*



Changement de base :

Afin de voir le changement de base qu'on obtient en remplacant x,,
variable de sortie, par la variable x,, variable d'entrée, nous €crivons
une forme €quivalente au probleme standard de facon explicite:

Min z

sujeta a;;x; +a;»Xx, +... Fa X, = b,
a1X; T aynX, T . T X, = b,
aleI + an12X2 T .. + aman = bm
CiX; TCX, + +C X, -Z = 0

X; =0, x,>20, ..., X, >0



En posant A=B'A,b=Bbet[c ., Cior -+» €] = [Cr - ( BT R)t ci]"
et z=c'y B! b, on écrit sous une forme équivalente

(en supposant que la solution de base associée a B est réalisable et

B est composée des m premicres colonnes de A) :

Min z
Sujet a:
X4 T A1 Xipep T e 85 X Tt X, = b,
X5 T 1 X T T 2 X Tt X, = b,
Xy, T e X T T Xy Tt X, = by
Xm + @mmﬂ Xm+1+ +gmk Xk ... T anxn = bm
T Cm+l Xm+1 T +9k Xk T T CnXp A — L

X;20,%x,>20,..,%x, 20, ...,x,>20,x_,,20, ...x,=0,..x,=0.



Pour obtenir une nouvelle forme canonique ou la variable x, remplace
la variable x; comme variable de base, on effectue un pivot sur

I'élément a;, (> 0). La nouvelle forme canonique est la suivante:
Min z

Sujet a:
! ' ! — !
Xl +@1LXL+ ...‘|‘@1m+1Xm+1 —|_ ...+ OXk+ cee ‘|‘@1an _bl
! ' ! — !
Xy tay Xpt ot ahn X T F0X T alhx, =b)
! ! ! — '
ta Xt g Xy T FIX TR a X =b'y

+a [ xt.tx ta X T F0x .+ x =D

—mn"n —m

+c\ Xy ot Xt 00X L c' X, —z2=-Z

—n'n

X;20,%x,>20,..,%x, 20, ...,x,>20,x_,,20, ...x,>0,..,x,=0.



Réalisation d’un pivot :

(i) La Lme [igne est divisée par a;, afin d'obtenir un coefficient
de x, €égal a 1 dans cette ligne;
a'yy=apfay, 1<j<n et b’ =b/ay,.
(i1) La Lme [igne multipliée par a,/a;, est soustraite de la i*“m¢ ligne
(1 # L) afin d'obtenir un coefficient de x, égal a 0 dans cette ligne;
%= ;- 2 . a4, 1 <j=<n, b= b;- 2 - by
| Ak Ak
(iii) La Lme Jigne multipliée par ¢,/a;, est soustraite de la derniére
ligne afin de rendre le cout relatif de x, €gal a 0;

ci=¢- Cy - Ay I<j=n
ar k

Z'= -Z- Cy - by
ark

Ainsi, la valeur de I'objectif diminue en changeant de base.



Theéoremes fondamentaux

" Etant donné une solution réalisable de base associée a une base B, .

« une condition nécessaire et suffisante pour que cette solution soit =

w optimale est que, pour tout ] associ€ a une variable hors base, on ait |,
I 2

Corollaire
Etant donné un programme (solution réalisable) de base et les quantités
¢, - c'gy; =0 associees aux variables hors base, une condition
nécessaire et suffisante pour qu'une autre solution réalisable soit
minimale est que

X;>0=¢;-cgy;=0,5€]

Corollaire

Une condition nécessaire et suffisante pour qu'une solution réalisable
optimale de base soit la seule solution réalisable optimale du probléme
est que, pour tout j € J, on ait ¢; - c'gy; > 0.




Algorithme (primal) du simplexe

Initialisation

S1 I'ensemble des points réalisables n'est pas vide, déterminons une
solution de base realisable. (On y reviendra prochainement.)
Soit B une base réalisable,

I I'ensemble des indices des colonnes de A appartenant a B,
et J=N\L
Supposons que le probleme est transforme sous la forme canonique
associée a la base B et posons A=B1Aetb=B"!b.

Etape #1

Déterminons ¢, = Min ¢, =¢; - c'g y;.
jel
Sic, >0 alors la solution de base réalisable actuelle est une solution
optimale du probleme, et 1'algorithme se termine.
S1c¢, <0 alors x, devient la variable d'entrée et
on procede a 1'étape #2.



Etape #2

Sta, <0Vi=Il,2, .., m,
alors le probleme n'est pas born¢ inférieurement et
'algorithme se termine.

sinon calculer Min b = b,
I<i<m Qi Ay -
2, >0

la variable de base ayant son coefficient égal a 1
dans la Lieme Jigne, devient la variable de sortie.
On procede a 1'étape 3.

Etape #3

On effectue un pivot sur 1'élément a;, afin de déterminer une nouvelle
forme canonique avec laquelle on retourne a 1'étape 1.



Critére d’entrée

@ Le critere d'entrée (I'étape 1) n'est pas unique car, toute variable hors
base ayant un cott relatif négatif peut devenir la variable d'entree.

® On peut choisir k de fagon a rendre maximale en valeur absolue la
variation de z : (¢, - '3 ¥) by /vy
On serait conduit a chercher le maximum (en valeur absolue) de cette
expression pour les valeurs de k telles que le cout relatif ¢, <O0.

@ En pratique, on se contente d'un critere plus simple, celui de I'étape 1
de l'algorithme du simplexe, qui semble conduire a 'optimum en un
nombre d'itérations sensiblement €gal a celu1 qui correspondrait
au critere précédent.



Criteére de sortie

A T'étape 2 de l'algorithme, un test plus puissant pourrait étre utilisé
pour déterminer si le probléme est borné inférieurement:

« pour les valeurs de k telles que le cout relatif ¢, <0,
sta, <0Vi=1,2,...,m
alors le probleme n'est pas born¢ inférieurement et
l'algorithme se termine.»



Exemple

Résolvons le probleme suivant:

Min P = 22X -y -3z
2X +3y  +4z < 120
X +2y < 50
X +2z < 50

x>0, y>0, z>0.

Apres I'introduction des variables d'écart, on obtient:

Min P = 22X -y -3z
2x +3y  +4z e,
X +2y +e,

X +27 +€,4

120
50
50



On obtient alors les calculs suivants:

120 2 3 4 1 0
50 1 2 0 1
50 1 0 2 0 1

"
P=-75-%» -1 0 0 0 +3/2
20 0 3 0 1 -2
50 1 2 1 0




=-245/3 -1/2 0 0 +1/3 0 +5/6

Donc, la solution optimale est :
x =110/3; y=20/3; z=20/3; et P_.. = -100.



Exemple

Soit a résoudre le probleme

Minz = -107x, -Xs -2X
3X, +14x, X5 Xy 0= 7
X, +16x, +Y2Xxs -2X, = 5
X4 +3X, = 0

x.>0,i=1,2,3,4,5.

Apres division de la premiere équation par 3, le systéme apparait sous
forme explicite par rapport aux variables de base X, x, et X5,

la solution de base x, = 7/3, x, = 5 et x5 = 0 constituant un
programme initial évident.



On obtient alors les calculs suivants:

7/3 1 0 14/3 13 -1/3
5 1 16 172 -2
0 0 1 3 0 0

\

7/3 1 -14/9 0 /3 -1/3
5 1 -16/3 0 /2 -2
0 0 1/3 1 0 0

On peut conclure qu'il n'y a pas de solution optimale finie. ’7



Détermination de toutes les solutions optimales

® Le probleme a résoudre possede au moins une solution optimale finie.
L'ensemble des sol®s optimales est un polyedre convexe non vide.

® Dcux ¢éventualités sont possibles:
(a) la solution optimale est unique et elle est de base.
(b) la solution optimale n'est pas unique; il existe une infinité de
sols optimales et au moins 2 solutions de base optimales.
On sait aussi que toute solution optimale est une combinaison
linéaire convexe des solutions de base optimales qui sont en
nombre fini.

@ Pour calculer les autres solutions de base optimales:

(1) sic-cyy, =0,k e Jdans un tableau optimal, on obtient un autre
tableau optimal en faisant entrer a, dans la base, le vecteur qui sort
ctant déterminé¢ par le critere de sortie habituel du simplexe; on
remarque que le pivot laisse intact la valeur optimale de 1'objectif
et le vecteur des coits relatifs.



(1) s1 une variable de base x; est nulle dans un tableau optimal, on
peut la remplacer par une autre variable x, pour laquelle y;, # 0.
Dans le nouveau tableau, des colits relatifs peuvent devenir nuls.

Lorsqu'il n'est plus possible d'obtenir de nouvelles solutions en faisant
entrer une variable x, avec un cout relatif nul ou en faisant sortir une
variable x; telle que x; =0, on a I'ensemble des solutions de base
optimales.



Exemple

Dans le tableau optimal précédent,

20/3 0 1 0 173 0 -2/3
110/3 1 0 0 2/3 1 4/3
20/3 0 0 1 /3 -1/2  -1/6

on obtient une 21¥M€ base optimale en faisant entrer ¢;
le critére de sortie détermine y ou z comme variable qui sort.



Variable de sortie: y
X y Z
= -100 0 0

d'ou, la solution optimale x =50,y =0,z=0, ¢, =20,e,=¢,=0.

Variable de sortie: z

d'ou, la sol? optimale est la méme.



Essayez d'obtenir de nouvelles solutions de base optimales en faisant
sortir la variable de base z = 0 dans le premier tableau ou y = 0 dans
le deuxieme tableau. Qui sait?



Détermination des solutions réalisables "proches' de 1'optimum.

@® Pour connaitre les solutions proches de l'optimum, en particulier
lorsque la solution optimale est unique, on calcule les solutions de
base non optimales «adjacentes» a une solution optimale, 1.e. ne
différant de celui-ci que par une variable.

@ On peut aussi determiner la «seconde» solution de base, 1.e. la solution
de base qui donne a z la valeur la plus proche de I'optimum.
Pour cela, 1l suffit de calculer dans chacun des tableaux optimaux,
la variation de z correspondant a I'entrée de x;; la variation minimale
determine 1'indice j du vecteur a faire entrer.



Interprétation géomeétrique de la méthode du simplexe

" L'augmentation de la valeur d'une variable hors base et 1'ajustement ;

« de la valeur des variables de base, quand on passe d'une forme !

" canonique a une autre, correspond geometriquement a se deplacer "

» sur une aréte du polytope {x: Ax=b,x>0}. "

X Une aréte d'un polytope est un segment de droite D,
reliant deux points extrémes de ce dernier, ayant
la propriété que tout point sur ce segment de droite

y jue to ment de drc
ne peut pas s'exprimer comme le point milieu d'un
segment de droite reliant deux points n'appartenant

s bas eux-mémes a D.

Dans ce cas, les deux points extrémes sont dits
adjacents.

[X, y] est une aréte et x et y sont adjacents;
|X, z] n'est pas une aréte.



Recherche d’une solution de base réalisable initiale

@ Lors de I'initialisation de l'algorithme du simplexe, il nous faut
determiner une solution de base réalisable initiale.

@ En général, une telle solution n'est pas directement disponible et
d'ailleurs, on ne sait méme pas que l'ensemble des points realisables
n'est pas vide.

® Une phase initiale (appelee phase I) est necessaire.

@® On introduit des variables artificielles constituant une solution de
base realisable pour un probléme augmenté, et au cours de cette
phase, on cherche a ¢liminer ces variables de 1'ensemble des
variables de base.




® Lorsque cette phase se termine, on est en mesure :
de juger si le probleme est consistant
(1.e. s1 I'ensemble des points réalisables est non vide)
et de déterminer les contraintes redondantes
(1.e. les contraintes qui peuvent s'exprimer comme
une combinaison linéaire des autres).

@ Considérons un probléme PL sous une forme standard explicite:

n
Min 2 C; X;

j=1

n
SujetaXa;x;=b,1=1,2,..,m

1=1

XjZO,jZ 1,2, ..., n.



@® Le probléme utilisé au cours de la phase I s'obtient en introduisant
une variable artificielle x_,. dans chacune des contraintes 1 du
probleme préceédent et en remplacant 1'objectif par la somme des
variables artificielles :

m
Min w = 2 X, .
1=1
n
Sujet a X a; X T X =b,1=1,2,...,m
j=1

XjZO,j=1,2, .., M.

® Une solution de base réalisable, ou les variables artificielles sont les
variables de base, est directement disponible.



@ On ¢crit la forme canonique correspondante sous la forme:

Min w
sujet a
11X
471X

dmn1X
dx,

—|_ a12X2 —|_ coe
—|_ a22X2 —|— cee

T a,,X,

m

T ...
+dx, +..

T alan +Xn+1
+ a211Xn

—|— aman
+ dl’an

oﬁde-Za.- j=1,2, ..,netw,=

1°

1=1



Théoreme

(1) III Si Min w > 0, "

» alors I'ensemble des points réalisables pour le primal est vide. "

(11) iii SiMinw=0 1t

"alors I'ensemble des points réalisables pour le primal est non vide. .

(1) Sil'ensemble des points réalisables pour le primal n'est pas
vide, alors 3 une solution de base réalisable.
Ainsi, 1l suffit de substituer la valeur des variables pour cette
solution dans le probleme augmenté pour obtenir une valeur
de I'objectif w e¢gale a 0.

(11) S'1l existe un point réalisable pour le probleme augmenté,
pour lequel la valeur de I'objectif w est €gal a 0,
alors, x_.. =0, 1=1, 2,

s An+1



Cas non dégénere :
les valeurs que prennent les variables X;, 1=1,2,...,n
constituent un point réalisable de base pour le primal.
Cas dégénere :
une variable artificielle est une variable de base de
valeur nulle; il faut donc la faire sortir de la base au
préalable.

@® Dans le cas ou Min w = 0, on poursuit la résolution du primal avec
le stmplexe en utilisant la solution optimale du probléme augmenté
a la fin de la phase I pour générer une solution de base re¢alisable
initiale pour le primal.

@ La fonction objective 1nitiale n
7= Z C; X;
=1
est reprise; on réduit a 0 les facteurs de cout relatifs des variables de
base en procedant par transformations ¢lémentaires.



@® En poursuivant la résolution du primal, il faut s'assurer que les
variables artificielles ne seront jamais positives en les ¢liminant,
par exemple. De cette fagon, on est stir que w restera nul.

® Lorsque le probléme est dégénéré, certaines variables artificielles
avec une valeur nulle peuvent étre variables de base dans la solution
optimale du probléme augmente a la fin de la phase 1.

® Dans ce cas, 1l faut sortir ces variables artificielles pour générer une
solution de base réalisable 1nitiale pour le primal ne renfermant pas
de variables artificielles.

Procédé :

S1 a;=0 Vi=1,2,...,nalors larme contrainte est redondante,
on peut I'¢liminer du primal.
Autrement, soit a,, # 0, alors on remplace la variable artificielle
par la variable x, grace a un pivot sur a_..



Exemple

Considérons le probleme suivant:

X;20,x,20, x,20, x,20,

X4 +X, X4 X, < 6
2x; 15X, Xy X, 2 6
2x; X, +2x, = 6
2x; 13X, X +4x, = z (Max)

qui s'écrit sous la forme standard:

x;20,%x,20,x;,20,%x,20,e, 20, s,=>0,

X +X, +Xx3 +Xx, Teg = 6
2x;  +5X, -X; tXy -s, = 6
2x, +X, + 2x, = 6
2x;  +3x, -x; T4xy = z (Max)



et le programme auxiliaire est donc en introduisant un nombre minimal
de variables artificielles:

x.>0,1=1,2,3,4; e, =>0,s=>0,a,=0, a;>0,

X, +x, *+Xx3 +Xx, teg = 6
2x;,  F5X, -X; Xy -s, Ta, = 6
2x, *+Xx, + 2X, +a; = 6
2x;, 33X, -x; T 4x = Z

4x, -6x, +x; -3x, +s, = w(Min) - 12

I1 est facile de voir que la base formée des variables e, a, et a; est
réalisable.

Aussi pouvons-nous appliquer la méthode du simplexe qui donne
comme solution optimale:
X;=0,X,=6,x;=0,x,=0etz_, = 18.



PHASE I X X, X3 X4 € S5 a,

w- 12 -4 -6 1 -3 0 1 0

z-0 -2 -3 1 -4 0 0 0

6 1 1 1 1 0 0

6 2 S -1 0 -1 1

6 2 1 0 0 0 0

w - 24/5 8/5 0 -1/ -95 0 -1/5 1
Z_1 8/5 ............ _4 / 5 ...... 0 .......... 2/5 ....... _17 / 50 .......... _3 / 5 ...... //// // .......
24/5 ................. 3/5 ....... () .......... 6/5 ....... 4/511/5 ....... ////// ........
6/5 2/5 1 -1/5  1/5 0 -1/5 /1
24/5 85 0 /5  9/5§ 0 1/5 /i




-w+0 0 0 0 0 0 0 IH1THTTT]

PHASE 11

z - 38/3 209 0 79 0 0 =219 TN
8/3 -1/9 0 10/9 0O 1 | VA R s
2/3 2/9 1 -2/9 0 0 =219 /TN
8/3 89 0 1/9 1 0 1/9 /11
z-18 2 0 3 0 0 0

24 -1 10 0 9 1

6 1 2 0 2 0




Méthode revisée du simplexe

L'examen du deroulement des calculs dans l'algorithme ordinaire du

simplexe conduit a quelques remarques:

(1) L'ensemble des valeurs numeériques constituant le tableau du
simplexe, au lieu d'etre transforme, pourrait €tre enticrement
reconstruit a chaque itération a partir de I'ensemble des donnees
initiales A, b et ¢ et de la connaissance de l'inverse B-! de la base
courante B.

(11) Une partie seulement des ¢léments du tableau est effectivement
utilisée dans les calculs.

Supposons que 1'on connaisse, a la fin d'une itération, l'inverse B-! de
la base courante B, le programme de base courant et le vecteur de
couts relatifs c, - (B-'R)! ¢y = ¢;, correspondant a cette base B.



Les différentes étapes du calcul de I'itération suivante peuvent alors

¢tre realisées comme suit:

- Déterminer le vecteur a, a faire entrer dans la base par application du
critere d'entrée grace a ci.

- Calculer y, =B a,. Siy, <0, iln'y a pas d'optimum fini.
Dans le cas contraire, 1'application du critere de sortie détermine le
vecteur a; a faire sortir.

- Calculer l'inverse de la nouvelle base;

- Calculer les nouvelles valeurs de c';.

- Calculer le nouveau programme x'y = (B')! b.

Bref, 1l suffit pour appliquer 'algorithme du simplexe, de transformer
I''nverse de la base et de calculer, a partir de I'inverse, les seules

quantites necessaires: y, et Cyp.

La méthode du simplexe révisée utilise ce principe.



Meéthode révisée du simplexe

Soit a résoudre par l'algorithme du simplexe révisé le programme
linéaire suivant:

Min Z = -3r -33
r + t =4
28 +u =12
3r + 28 +v =18
T, S, t, u, \% > 0.

Les donnees A, b et ¢ du probleme sont conservées en mémoire.

[teration 0.
B-l=1,
x5 = (t,u,v)=B1lb=(4, 12, 18),
QtR - CtR — ('39 '3)
On choisit s comme variable d'entrée.
On calcule alors la colonne associée a s dans le tableau :
B-la,=(0,2,2).
La variable u quitte la base.




On calcule la nouvelle inverse B! comme suit:

-1
1 0 0 1 0
0 2 0 = 0 1/2
0 2 1 0 -1

xt= (t,s,v)=B1b=(4,6,6).

[teration 1.
nt=c'y B1=(0, -3, 0) B-' =(0, -3/2, 0).
c'x =cx -m'R =c'y -nl(a, a,)
=(-3,0)-(0,-3/2,0) (a, a,) = (-3, 3/2).
On choisit r comme variable d'entrée.
On calcule alors la colonne associ€e a r dans le tableau du
simplexe:

Bla =B"'(1,0,3) = (1,0,3).

La variable v quitte la base.




On calcule la nouvelle inverse B! comme suit:

-1
1 0 1 1 1/3 -1/3
0 2 0 = 0 172 0
0 2 3 0 -1/3  1/3

xx= (t,s,1)=B1b=(2,6,2).

Itération 2.
Tt = 'y B-=(0, -3, -3) B-1=(0, -1/2, -1).
cg =Cr-TR =c% -7i(a,, a,)
=(0,0)-(0,-1/2,-1) (a,, a,) = (1/2, 1).

La solution optimale est alors: r=t=2,s=6,u=v=0
avec Z .. = -24.

Dans ce qui suit, nous allons voir différentes facons de calculer la
nouvelle inverse de la base et le nouveau vecteur de cott relatif afin
de réduire les calculs a chaque 1tération.



Calcul de la nouvelle inverse de la base

® B-! est remise a jour a chaque itération par les formules classiques de
changements de base.

® ] n'est pas question de repartir a z€éro dans le calcul de la nouvelle base
inverse, cela serait beaucoup trop coliteux. Plut6t, nous calculons la

nouvelle base inverse a partir de I'inverse de la base courante.

® Considerons 1'exemple précédent a 1'itération 1 :

Pour obtenir la nouvelle inverse -1
1 0 1
0 2 0
0 2 3
nous appliquons des transformations ¢lémentaires sur I'inverse
de la base courante 1 0 0
0 12 0
0 -1 1




® Puisque x'gz = (1, s, v), 1 est la variable d'entrée et v la variable de sortie,
nous devons effectuer un pivot partiel sur I'¢lément 3 de la colonne :
a.= (1, 0, 3)%. Nous appliquons donc les transformations élémentaires
successives suivantes:

1 0 0
0 12 0
0 -1 1
—(la troisieme ligne est divis€e par trois)
1 0 0
0 172 0
0 -1/3 1/3

—(la troisiéme ligne est soustraite de la 1€ ligne)
1 173 -1/3
0 172 0

0 -1/3 1/3




Relation entre deux bases successives

® De¢notons par B la base actuelle et par B* la base obtenue suite a un
pivot sur a; .

® Rappelons que a, = B! a, et par conséquent

a,=Ba,=a; aj Ta; ayt..ta; a.

® Ceciimplique

Ak = ajay T Ay dy T.ota; an
Ak Ak Ak Ak
ou encore,

a. =a; |-a; |ta. |-a, |t..Ta, |1 |[+..+a. |-




c'est-a-dire

— Rk
a-L—B A, - Do, s s eens -

; t = B*K

“mk

A A A A

ou B* est obtenue de B en remplacant la colonne a; para.

D'autre part, pour tout1=1, 2, ..., m,1# L,

a.;. =a; .0+a, O+..+a, 0+.+ta;. 1+..+a; .0
=B* ¢,
Donc, B =B*[e, €,, ..., K, ..., €. ], K étant la Li¥m¢ colonne.

Ainsi, B¥*!  =Je. e, ..., K, ..., e ] B



Exemple

Reconsidérons le méme exemple que précédemment.
['inverse de la base courante est:

1 0 0
B-! = 0 172 0
0 -1 1

x's = (t, s, V), restla variable d'entrée et v la variable de sortie;
nous devrions effectuer un pivot partiel sur I'élément 3 de la colonne
a.= (1, 0, 3)%. Le vecteur K est donc égale a:

K=(-1/3, 0, 1/3)..
On obtient alors:
1 0 -1/3 1|1 0 0 1 1/3 -1/3
0 1 0 0 12 0|= |0 12 0
0 0 173 || 0 -1 1 0 -1/3 1/3




Forme révisée de I’algorithme du simplexe
Début de la phase 1 :

S R R s 1 Xl e T2 e )| -W

ap e - S| 0= =0 0 0 by

apiaEReon i Ay I R 0 0 | b2

aml Am2 ... dmn| O e =l 0 0 | bm
R ) el 1 0 |20
dicsdg om0 e ) 0 I

Les variables X, X5, ..., X,,;,,, SONt les variables de base au debut de
la phase I et la base associ¢e est la matrice 1dentité, 1.



M¢éme si 1'équation en z n'est pas requise au cours de la phase I, elle
peut €tre introduite dans le tableau afin d'exécuter les pivots également
sur cette ligne.

Ainsi, a la fin de la phase I, les coefficients des variables de base dans
la solution de base initiale sont déja nuls.

A une étape Mo o he L A e
subsequente, ayr . Ak . fp Al o 2nsm| 0 0 bi
le tableau : - . -
devient =
Al Ak Ay eEnsl e dlinemi|at 0 0 b,
Les variables
de base sont : aml ... 2ms ... 2mn |%mn+l ... Zmn+m 0 0 by
XJI, XJ29 ceey ijo Ql o Qk 45 Qn Q_n_‘_l e -QIH'ITI l D _10
di di dn T dnsl . . dn+m = iz 55 = ()




L'inverse de la base associée, B! est la sous-matrice dont les colonnes

colonnes sont a ., & 195 +er @ iy

41n+1 41n+m
B L= [“apnai a] n+m
dmn+1 Admn+m

Supposons que la phase I soit terminée et sachant que ¢ =c-maj,
pour les variables artificielles x_,., le coefficientc .. =0,1=1, 2, ..., m.

par conséquent, on obtient: ¢ .. =0-nte.=-m,1=1,2, .., m,

— t
Donc m=1[-C 15 -Crirs> -++> = Croml"



Par analogie, au cours de la phase I, si on dénote le vecteur des
multiplicateurs par ¢, alorsonaquec=[-d ,,-d 5, ..., - d . ]

Ainsi on peut réecrire la portion du tableau précédent associée aux
variables artificielles, a -z, a -w, et au membre de droite comme suit:

Xn+1 e Xn+m =7 ___“W

ain+] s o Alnem 0 0 by

a] n+1 s a] n+m 0 0 by,

dmn+1 T dmn+m 050 bm
- Ty =Ml 1 0 =Z()
- 01 -0 0 1 — W




Dans la forme révisée de I'algorithme du simplexe, le pivot sur a;, ne
s'effectue que pour les coefficients appartenant aux colonnes dans le
tableau précédent (1.e. pour les coefficients des colonnes correspondant
aux variables artificielles et pour le membre de droite).

On dénote cette operation comme €tant un pivot partiel effectué sur
'élément a, .

On peut se permettre de n'effectuer qu'un pivot partiel parce que les
informations contenues dans les tableaux précedents sont suffisantes
pour compléter une itération du simplexe.



Xn+1 Xn+m =7 -W
aln+1 - an+m - 0 0 |b1- akbr
alk-4] n+1 k-4 n+m
NE RN o s a1 k
a1 k a k
4] n+1 4] n+m 0 0 br,
al k ar k al k
dmn+1 - Amn+m - 0 0 |bm
Amk-4] n+1 amk-2Ln+m b
-dmk LL
af k ar k
al k
-T1- Sk-aln+l “Tm - Sk-2Ln+m 1 0 [~20°
e SR Ck by,
ap k ark
af k
-0'1 - dkapnt] Om- dkaLnsm | O L
di by,

a k

ar k

ik




Exemple

Résolvons de nouveau le probléme suivant par la méthode du simplexe:

Min Z = 3r -3s
r +t — 4
2S +u =
3r + 28 +v =18
I, S, t, u, Vv >
3
Var. de base| r S t u \% Coté droit
-3 -3 0 Z=0
t 1 0 1 0 0 4
u 2 0 1 0 12
\% 3 2 0 0 1 18




Var. de base r S i u v Coté droit

.............................................................................

t | yi 0 (=)
0 150 /2500 6
v 3 0 =] 6
Var. de base r S t u \% Coté droit

----------------------------------------------------------------------------

t Q0 - s =D
S 0 I =t = 172 50156
r 1 R S e S

Donc, la solution optimale estr=t=2,s =6, u=v =0 avec Z,ip = -24.




Exemple

Considérons le probléme suivant:

x1.20, x020, x320, x4=20,

X1 +X9 +X3 X1 = 6
2x1 +5x9  -X3 +x4 =2 6
2X1 +X9 +2x4 = 6

2X1 +3x9  -Xx3 +4x4 = z (Max)

qui s'écrit sous la forme standard:

120, %220, x3=20, x0=20 €20, s =0

X1 +X9 +x3 +X4 +€1 =0
2X1 +5x9 -X3 +X4 -89 = 6
2% +x9 : +2X4 =6

2% +3x9 +4x4 = z (Max)

>
3¢



et le programme auxiliaire est donc en introduisant des variables
artificielles :

x:20,i=1,2,3, 4; e1 =0, sn 20, ay 20, a320,

X1 @ KXy HX3  Hx4 +e1 =

2x1 +5xp -X3 +x4 -8y +ay =0

2X]  +X9 +2x4 +a3 = 6

2x1 +3xp -x3 +4x4 : =z

-4x1 -6X9 +X3 -3x4 + 89 = w(Min)- 12

La base est formée des variables e, a, et a;.



PHASE 1 X1 Xy X3 X4 €1 Sy an as
w-12 -4 -6 1 -3 0 1 0 0
z-0 -2 -3 1 -4 0 0 0 0
6 1 1 1 0 0 0
6 2 5 -1 1 0 -1 1 0
6 2 1 0 2 0 0 0 1
w - 24/5 -8/5 0 -1/5 -9/5 0 =1/5 i o
z - 18/5 -4/5 0 2/5 -17/5 0 S35 |, 0
24/5 3/5 0 6/5 4/5 1 15 Vi, 0
6/5 2/5 1 -1/5 1/5 0 =15 Vi 0
24/5 815 0 1/5 9/5 0 /5 /A 1
-w+0 0 0 0 0 0 0 M,
HASEII =z-38/3 20/9 0 7/9 0 0 -2/9 M,
8/3 -1/9 0 10/9 0 1 1/9 T
2/3 219 1 -2/9 0 0 - 2/9 i
8/3 8/9 0 1/9 1 0 1/9 i,
z-18 2 0 3 0 0 0
24 -1 0 10 0 9 1
6 0 1 2 0 2 0
0 1 0 -1 1 -1 0




