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3.1
Introduction

Nous avons vu au chapitre précédent que si un problème de programmation linéaire admet au moins une solution réalisable optimale finie, il existe au moins une solution réalisable optimale de base qui correspond à un point extrême du domaine réalisable.  Puisque le nombre de solutions réalisables de base est fini, comme le nombre de bases elles-mêmes, et que l'on sait calculer ces solutions, le problème est entièrement résolu du point de vue théorique. 

D'un point de vue pratique, la méthode qui consisterait à résoudre tous les systèmes donnant une solution de base est à exclure car elle conduit à un volume considérable de calculs, même pour des problèmes de taille modeste.  Le nombre total de bases pour un système à m équations et n inconnues (supposé non redondant) croît rapidement  lorsque m et n dépassent quelques unités.  Si toutes les sous-matrices d'ordre m étaient régulières, il serait égal à


Cmn 
=
n! / [m! (n - m)!]

Par exemple, un problème comportant dix équations et vingt inconnues, le calcul de toutes les solutions de base pourrait ainsi exiger la résolution d'environ 250,000 systèmes de dix équations à dix inconnues.

Il faut noter aussi que plusieurs de ces calculs seraient effectués inutilement  car, certains systèmes d'ordre m n'ont aucune solution, et les solutions comportant des valeurs négatives des variables sont à rejeter.  Remarquons  aussi que la considération des seules solutions de base ne permet pas de mettre en évidence l'existence d'une solution optimale infinie.

La méthode du simplexe, due à G.B. Dantzig (l974), est une procédure itérative permettant  d'effectuer une exploration dirigée de l'ensemble des solutions réalisables de base.  L'application de la méthode nécessite la connaissance d'une solution réalisable de base, au départ.  La méthode consiste à calculer à chaque itération un programme (une solution réalisable) de base «voisin» de celui qui vient d'être calculé et «au moins aussi bon» que celui-ci.  Lorsque le problème à résoudre possède une solution optimale finie, l'algorithme termine lorsque la solution de base réalisable courante ne possède aucune solution de base réalisable "voisine" qui améliore la fonction objective; cette solution de base réalisable est alors optimale. On peut aussi s'assurer, moyennant certaines précautions, que la même base ne puisse jamais apparaître dans deux itérations distinctes, ce qui suffit à assurer la convergence du procédé.

L'un des intérêts de la méthode considérée  sous sa forme la plus générale, est de permettre dans le cas le plus fréquent où l'on ne sait rien au départ de la compatibilité des équations ou de la redondance du système, de savoir si le problème est possible ou non et, dans l'affirmative, de trouver une solution réalisable de base initiale.  La méthode met aussi en évidence l'absence de solution réalisable optimale finie.

Dans les sections suivantes, pour décrire précisément la méthode du simplexe, nous allons devoir répondre aux questions suivantes:

i)
Comment déterminer une solution de base réalisable de départ?

ii)
Lorsque nous passons d'une solution de base réalisable à une "meilleure" au cours d'une itération,


dans quelle direction doit-on se déplacer ou encore quelle variable hors base sera choisie pour devenir variable de base?


quelle distance devons-nous parcourir ou encore quelle variable de base quittera la base?


comment définir la nouvelle solution de base réalisable?

iii)
comment déterminer qu'une solution de base réalisable ne possède pas de solutions de base réalisables "voisines" qui améliorent la fonction objective?

3.2
Définitions et notations préliminaires

Considérons un problème de programmation linéaire sous sa forme standard:


Min z
=
ctx







(3.2.1)

Sujet à

Ax = b




x ≥ 0

où x, c ( (n, b ( (m, A est une matrice de dimension m x n (m ≤ n) de rang m.

Lorsque nous considérerons une base B du système (3.2.1) dans la suite de ce document, les m vecteurs-colonnes de A constituant une telle base conserveront l'indice de colonne qu'ils avaient originellement dans A, quel que soit l'ordre dans lequel ils sont placés pour constituer B.  L'ensemble de ces indices rangés dans l'ordre des colonnes de B sera désigné par I = {j1, j2, ..., jm} et l'indice courant de I sera désigné par s, d'où


B
=
(aj1, aj2, ..., ajm) = (as), s ( I, I ( N, N = {1, 2, ..., n}.

Les (n - m) autres colonnes de A seront désignées par aj, j ( J = N \ I.

Les m variables de base, associées aux colonnes «de base» as, constituent un vecteur-colonne à m composantes xB = (xs), s ( I; les «coûts» associés constituent un vecteur-colonne à m composantes cB = (cs), s ( I.  Les variables restantes ou variables hors base, constituent un vecteur-colonne à (n - m) composantes, xR = (xj), j ( J; les coûts associés constituent le vecteur-colonne cR = (cj), j ( J.

Le système (3.2.1) peut alors s'écrire, après réarrangement des colonnes de A et des lignes de x:


Min 
z  =  ctB xB  +  ctR xR

Sujet à

BxB + RxR  =  b




xB ≥ 0





xR ≥ 0.

Étant donné que B-1 existe, on peut exprimer xB en fonction de xR et substituer dans la fonction objective pour obtenir la forme canonique associée à la base B équivalente au problème (3.2.1):

Min 
z  =  ctB (B-1 b - B-1 R xR) +  ctR xR = ctB B-1 b +[cR - (B-1 R)t cB]txR 

Sujet à B-1 Ax = Ax = xB + B-1 R xR = B-1 b = b



(3.2.2)



xB ≥ 0,





xR ≥ 0.

Ce problème est équivalent à (3.2.1) dans le sens qu'ils possèdent la (ou les) même solution optimale.

La solution de base associée à B, obtenue en posant xR = 0 peut être écrite sous la forme 
xB = B-1 b = b.

La valeur de la forme linéaire z, pour la solution de base considérée, est:


z = ctB B-1 b.

L'ensemble des indices de lignes du système (3.2.2) est l'ensemble I des indices de lignes de B-1 (ou des indices de colonne de B), et non plus l'ensemble M = {1, 2, ..., m}.

Le vecteur [cR - (B-1 R)t cB] est le vecteur des coûts relatifs des variables hors-base lorsque B est la base.

Nous pouvons aussi décrire le système (3.2.2) de manière explicite.  Posons d'abord:


B-1 R
=
Y
=
(yj)j (J
=
(ysj)s(, j (J



(3.2.3)

B-1 b
=
b
=
(bs)s(
On peut alors écrire de (3.2.3):


aj
=
Byj
=

( ysj as,
j (J





(3.2.4)






s (I

c'est-à-dire, les composantes de yj sont les coefficients exprimant linéairement aj, j (J en fonction des vecteurs de la base.

Le système (3.2.2) s'écrit alors:

Min
z
-
ctB b 
=
( (cj - ctB yj) xj






j (J

sujet à
 xB 
+
( xj yj
=
b
ou
xs +
( ysj xj 
=
bs, s ( I.




j (J




j (J


xs ≥ 0, s ( I


xj ≥ 0, j ( J.

3.3
Théorèmes fondamentaux

Théorème  3.3.1

Étant donné une solution de base réalisable associée à une base B, si, pour un k ( J, on a ck - ctB yk < 0 et yk ≤ 0, il est possible de constituer une classe de solutions réalisables dans lesquelles (m + 1) variables peuvent être strictement positives, la variable xk peut prendre n'importe quelle valeur non négative, et, par la suite, z peut être aussi petit que l'on veut en valeur algébrique; il n'y a donc pas de solution optimale finie.

Démonstration
Puisque yk ≤ 0, et partant de la solution réalisable de base xB = B-1 b, il en résulte des contraintes 
 suivantes :
xB 
+
( xj yj
=
B-1 b,








j (J

une autre solution réalisable en donnant à xk n'importe quelle valeur positive xk, les autres variables hors base restant nulles.

Le système de contraintes peut maintenant être réécrit comme suit:


xB 
+
( xj yj
=
B-1 b - xk yk.



j (J




j(k
On note que la solution réalisable obtenue n'est pas une solution de base.

De plus, 


z
-
ctB b
=

( (cj - ctB yj ) xj 
devient







j (J


z
-
ctB b
=

( (cj - ctB yj ) xj 
+ (ck - ctB yk) xk






j (J






j(k
d'où,
z (( lorsque xk ((.

(
Théorème 3.3.2

Étant donné une solution de base réalisable associée à une base B, si, pour un k ( J, on a ck - ctB yk < 0 et si, pour au moins un s ( I, on a ysk > 0, la solution de base associée à la base B' déduite de B par substitution de ak à aL , L étant défini par


bL / yLk =
min
[ bs / ysk]




s ( I



ysk > 0

est une nouvelle solution de base réalisable donnant à z une nouvelle valeur plus petite ou égale à l'ancienne.

Démonstration

Comme dans la démonstration du théorème 3.3.1, considérons la solution obtenue en donnant à xk une valeur xk > 0, les autres variables hors base restant nulles:


xs
+
( ysj xj 
=
bs - ysk xk .



j (J




j(k
D'après les hypothèses sur le signe des ysk, il existe au moins un indice s tel que xB's soit inférieur à xBs (noter que nous n'avons plus une solution de base).

Pour que la nouvelle solution demeure réalisable, c'est-à-dire reste non négative, il faut et il suffit que


bs - ysk xk ≥ 0, s ( I

c'est-à-dire que


xk ≤
min
[ bs / ysk] .



s ( I



ysk > 0

Pour que la nouvelle solution n'ait que m variables non nulles au plus, il suffit de prendre la valeur exacte


xk
=
bL

=
min [ bs / ysk] ,







s ( I



yLk


ysk > 0

ce qui entraîne que la variable xL devient nulle (variable hors base).

La matrice B' déduite de B par la substitution de ak à aL est composée des vecteurs

as, s ( I \ {L} et de ak.  D'après la relation (3.2.4) et puisque yLk (0, B' est une base (voir annexe A).

Les opérations précédentes donnent donc une nouvelle solution de base réalisable dans laquelle toutes les variables associées aux vecteurs n'appartenant pas à B' sont nulles.

La nouvelle valeur de z, disons z', est obtenue de


z
-
 ctB b
=
( (cj - ctB yj ) xj :





j (J


z'
-
 ctB b
=
(ck - ctB yk) bL / yLk ≤ 0.

La relation sera stricte  si et seulement si bL ( 0 (cas non dégénéré).

(
Afin de mieux voir le changement de base que nous obtenons en remplaçant xL, variable de sortie, par la variable xk, variable d'entrée, nous écrivons une forme équivalente au problème standard de façon explicite:

Min z

sujet à
a11x1
+ a12x2
+ ...
+ a1nxn
=
b1


a21x1
+ a22x2
+ ...
+ a2nxn
=
b2


:
:
:


:


:
:
:


:


am1x1 + am2x2 + ...
+ amnxn
=
bm


c1x1
+ c2x2
+ ...
+ cnxn - z
=
0


x1 ≥ 0, x2 ≥ 0,..., xn ≥0

En posant A = B-1 A, b = B-1 b et [cm+1, cm+2, ..., cn] = [cR - ( B-1 R)t cB]t
et z = ctB B-1 b, on écrit sous une forme équivalente (en supposant  que la solution de base associée à B est réalisable et B est composée des m premières colonnes de A):

Min z

Sujet à:

x1
+ a1m+1 xm+1 
+ ...+
a1k xk 
+ ... +
a1nxn 
=
b1


x2

+ a2m+1 xm+1 
+ ... + 
a2k xk 
+ ... +
a2nxn 
=
b2


.

:

:


:



:


.

:

:


:



:

(3.3.1)
xL
+ aLm+1 xm+1 
+ ... +
aLk xk 
+ ... +
aLnxn 
=
bL


.



.



xm
+ amm+1 xm+1
+ ... +
amk xk
+ ... +
amnxn 
=
bm


+ cm+1 xm+1
+ ... +
ck xk 
+ ... +
cnxn
- z
=
-z

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, ..., xL ≥ 0,  ..., xm ≥ 0, xm+1 ≥ 0,  ..., xk ≥ 0, ..., xn ≥ 0.

Pour obtenir une nouvelle forme canonique où la variable xk remplace la variable xL comme variable de base, on effectue un pivot sur l'élément aLk (> 0).  La nouvelle forme canonique est la suivante:

Min z

Sujet à:

x1
+ a'1L xL + ...+ a'1m+1 xm+1 + ...+
0xk + ... +
a'1nxn 
=
b'1


x2

+ a'2L xL+ ...+ a'2m+1 xm+1 + ... + 
0xk + ... +
a'2nxn 
=
b'2


.
:

:


:


:

:


.
:

:


:


:

:



+ a'LL xL+ ...+ a'Lm+1 xm+1 + ... +
1xk + ... +
a'Lnxn 
=
b'L



.




.



+ a'mL xL+ ...+xm+ a'mm+1 xm+1+ ... +
0xk+ ... +
a'mnxn 
=
b'm


+ c'LxL
+ ...+ 
c'm+1 xm+1
+ ... +
0xk + ... +
c'nxn 
- z
=
-z'

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, ..., xL ≥ 0,  ..., xm ≥ 0, xm+1 ≥ 0,  ...,      xk ≥ 0, ..., xn ≥ 0.

Le pivot s'effectue comme suit:

(i)
La Lième ligne de (3.3.1)  est divisée par aLk afin d'obtenir un coefficient de xk égal à 1 dans cette ligne;



a'Lj = aLj / aLk, 
1 ≤ j ≤n



b'L = bL / aLk.

(ii)
La Lième ligne de (3.3.1) multipliée par aik/aLk est soustraite de la iième ligne de (3.3.1) (i ( L) afin d'obtenir un coefficient de xk égal à 0 dans cette ligne;



a'ij =  aij -
aik .  aLj, 

1 ≤ j ≤n,





aLk


b'i =  bi -
aik .  bL.





aLk
(iii)
La Lième ligne de (3.3.1) multipliée par ck / aLk est  soustraite de la dernière ligne de (3.3.1) afin de rendre le coût relatif de xk égal à  0;



c'j =  cj -
ck .  aLj,
1 ≤ j ≤n





aLk


-z' =  -z -
ck .  bL.





aLk

Ainsi,  la valeur de l'objectif diminue en changeant de base.

Théorème 3.3.3.

Étant donné une solution réalisable de base associée à une base B, une condition nécessaire (dans le cas non-dégénérée) et suffisante pour que cette solution soit optimale est que, pour tout j associé à une variable hors base, on ait cj - ctB yj ≥ 0.

Démonstration:

Il résulte des théorèmes 3.3.1 et 3.3.2  que la condition est nécessaire.  Montrons qu'elle est suffisante.  La relation
z - ctB b =
( (cj - ctB yj) xj


j (J

est valable pour toute solution xs +
( ysj xj = bs, s (I




j (J

et elle renferme comme seules variables, les xj et z; par conséquent, le minimum de z sous les conditions xj ≥ 0, j (J, nécessaires pour que la solution soit un programme (une solution réalisable), est atteint pour xj = 0, j (J, puisque tous les coefficients (cj - ctB yj) sont positifs ou nuls par hypothèse.

La solution réalisable de base xB = B-1b considérée est donc bien minimale, et la valeur minimale de z est  ctB B-1 b.


(
Corollaire 3.3.3.1

Étant donné un programme (solution réalisable) de base et les quantités cj ‑ ctB yj  ≥ 0 associées aux variables hors base, une condition  nécessaire et suffisante pour qu'une autre solution réalisable soit minimale est que


xj > 0 ( cj - ctB yj = 0, j (J


(
Corollaire 3.3.3.2

Une condition nécessaire et suffisante pour qu'une solution réalisable optimale de base soit la seule solution réalisable optimale du problème est que, pour tout j (J, on ait  cj ‑ ctB yj > 0.


(
3.4
Algorithme (primal) du simplexe

L'algorithme du simplexe peut maintenant être énoncé.

Initialisation

Si l'ensemble des points réalisables n'est pas vide, déterminons une solution de base réalisable.  (On reviendra sur cette question dans une prochaine section).

Soit B une base réalisable, I l'ensemble des indices des colonnes de A appartenant à la  base B, et J = N \ I.

Supposons que le problème est transformé sous la forme canonique associée à la base B et posons A = B-1 A et b = B-1 b.

Étape 1
Déterminons ck =
Min cj = cj ‑ ctB yj.



j (J

Si ck ≥ 0
alors la solution de base réalisable actuelle est une solution optimale du problème, et l'algorithme se termine.

Si ck < 0
alors xk devient la variable d'entrée et on procède à l'étape 2.

Étape 2

Si aik ≤ 0 ( i =1, 2, ..., m,
alors le problème n'est pas borné inférieurement  et l'algorithme  se termine.

Autrement, on détermine:
Min
bi
:
aik > 0
=
bL

1 ≤ i ≤ m




.


aik

aLk
Alors la variable de base ayant son coefficient égal à 1 dans la Lième ligne, devient la variable de sortie.  On procède à l'étape 3.

Étape 3

On effectue un pivot sur l'élément aLk afin de déterminer une nouvelle forme canonique avec laquelle on retourne à l'étape 1.

Plusieurs remarques peuvent être faites:

(i)
Il est à noter que le critère d'entrée utilisé à l'étape 1 n'est pas unique car, comme on l'a vue au cours du développement précédent, toute variable hors-base ayant un coût relatif négatif peut devenir la variable d'entrée.


Il serait intéressant de choisir k de façon à rendre maximale en valeur absolue la variation de z.  Cette variation  de z étant égale à:   (ck - ctB yk) bL / yLk.  On serait conduit à chercher le maximum (en valeur absolue) de cette expression pour les valeurs de k telles que le coût relatif ck < 0.


En pratique, on se contente d'un critère plus simple, celui de l'étape 1 de l'algorithme du simplexe, qui semble conduire à l'optimum en un nombre d'itérations sensiblement égal à celui qui correspondrait au critère précédent.

(ii)
À l'étape 2 de l'algorithme, un test plus puissant pourrait être utilisé pour déterminer si le problème est borné  inférieurement:


«pour les valeurs de k telles que le coût relatif ck < 0, si aik ≤ 0 ( i = 1, 2, ..., m alors le problème n'est pas borné  inférieurement et l'algorithme se termine.»

(iii)
Nous montrerons ultérieurement que, moyennant certaines précautions élémentaires, l'algorithme que nous venons d'exposer converge, c'est-à-dire que l'on est sûr de se trouver après un nombre fini d'itérations dans les conditions du théorème 3.3.3 ou dans celles du théorème 3.3.1.

Pour terminer cette section, considérons quelques exemples concrets où l'algorithme du simplexe est appliqué.

Vous noterez dans ce qui suit que nous avons préféré utiliser pour des raisons d'économie à la place de la forme algébrique un tableau synthèse renfermant uniquement les données essentielles au problème. Ce tableau synthèse est désigné sous le vocable de tableau du simplexe.

Le tableau du simplexe est mis à jour à chaque itération; il contient les informations suivantes: les coefficients des variables dans la fonction objective et dans les contraintes, le vecteur constant du côté droit des contraintes, la variable de base associée à chaque contrainte et sa valeur.

Exemple 3.4.1

Résolvons le problème suivant:


Min P
=
-2x
-y
-3z




2x
+3y
+4z
≤
120




x
+2y

≤
50




x

+2z
≤
50




x ≥ 0, 
y ≥ 0,
 z ≥ 0.

Après l'introduction des variables d'écart, on obtient:


Min P
=
-2x
-y
-3z




2x
+3y
+4z
+e1


=
120




x
+2y


+e2

=
50




x

+2z


+e3
=
50

On obtient alors les calculs suivants:





(
Variables de base
x
y
z
e1
e2
e3
Côté droit



-2
-1
-3
0
0
0
P = 0

......................................................................................................................


e1
2
3
4
1
0
0
120


e2
1
2
0
0
1
0
50


e3
1
0
2
0
0
1
50




(
Variables de base
x
y
z
e1
e2
e3
Côté droit



-1/2
-1
0
0
0
3/2
P = -75

......................................................................................................................


e1
0
3
0
1
0
-2
20


e2
1
2
0
0
1
0
50


z
1/2
0
1
0
0
1/2
25



(
Variables de base
x
y
z
e1
e2
e3
Côté droit



-1/2
0
0
1/3
0
5/6
P = -245/3

.....................................................................................…………………….


y
0
1
0
1/3
0
-2/3
20/3


e2
1
0
0
-2/3
1
4/3
110/3


z
1/2
0
1
0
0
1/2
25

Variables de base
x
y
z
e1
e2
e3
Côté droit



0
0
0
0
1/2 
3/2
P = -100

.......................................................................................


y
0
1
0
1/3
0
-2/3
20/3


x
1
0
0
-2/3
1
4/3
110/3


z
0
0
1
1/3
-1/2
-1/6
20/3

Donc, la solution optimale est x = 110/3; y = 20/3; z = 20/3; et Pmin = -100.

Exemple 3.4.2.

Soit à résoudre le problème

Min z
=



-107x4
-x5
-2x6




3x1


+14x4
+x5
-x6
=
7




x2 

+16x4
+1/2x5
-2x6 
=
5





x3 
+3x4 


=
0



xi ≥ 0, i = 1, 2, 3, 4, 5, 6.

Après division de la première équation par 3, le système apparaît sous forme explicite par rapport aux variables de base x1, x2 et x3, la solution de base x1 = 7/3, x2 = 5 et x3 = 0 constituant un programme initial évident.

On obtient alors les calculs suivants:






    (


x1
x2
x3
x4
x5
x6




z = 0
0
0
0
-107
-1
-2

..................................................................................………………….


7/3
1
0
0
14/3
1/3
-1/3



5
0
1
0
16
1/2
-2


0
0
0
1
3
0
0









(

 0
0
0
107/3
0
-1
-2
..................................................................................………………….


7/3
1
0
-14/9
0
1/3
-1/3


5
0
1
-16/3
0
1/2
-2


0
0
0
1/3
1
0
0

On peut conclure qu'il n'y a pas de solution optimale finie.

Exemple 3.4.3
Résoudre 
Max z
=
3x1 
+x2 
+3x3


Sujet à 

2x1 
+x2 
+x3
≤
2




x1 
+2x2 
+3x3
≤
5




2x1 
+2x2 
+x3
≤
6, avec les xi  ≥ 0 ( i.

La solution optimale est (1/5, 0, 8/5, 0, 0, 4) avec zmax = 27/5.

Avez-vous des doutes?  Pourquoi ne pas le vérifier?

3.5
Détermination de toutes les solutions optimales et des solutions réalisables "proches" de l'optimum.

En pratique, il peut être intéressant de savoir que l'optimum n'est pas unique et de connaître alors toutes les solutions optimales.  On pourrait alors effectuer un choix, en tenant compte éventuellement de facteurs qu'il n'a pas été possible d'introduire dans les contraintes du problème.

Plaçons-nous donc dans le cas, correspondant aux problèmes concrets correctement posés, où le problème à résoudre possède au moins une solution optimale finie.  L'ensemble des solutions optimales est alors un polyèdre  convexe non vide.

Deux éventualités sont possibles:

(a)
la solution optimale est unique et elle est de base.

(b)
la solution optimale n'est pas unique; il existe alors une infinité de solutions optimales et au moins 2 solutions de base optimales.  On sait aussi que toute solution optimale est une combinaison linéaire convexe des solutions de base optimales qui sont en nombre fini.

De ce qui précède, il suffit de connaître les solutions de base optimales pour pouvoir engendrer toutes les autres solutions optimales.  Les corollaires  3.3.3.1 et 3.3.3.2 donnent les moyens de reconnaître dans le tableau optimal du simplexe, que la solution optimale n'est pas unique.  Cela permet aussi de calculer les autres solutions de base optimales:  

(i)
si ck - ctB yk = 0, k ( J dans un tableau optimal, on obtient un autre tableau optimal en faisant entrer ak dans la base, le vecteur qui sort étant déterminé par le critère de sortie habituel du simplexe; on remarque que le pivotage laisse intact la valeur optimale de l'objectif et le vecteur des coûts relatifs.

(ii)
si une variable de base xL est nulle dans un tableau optimal, on peut la remplacer par une autre variable xk pour laquelle yLk ( 0.  Dans le nouveau tableau, certains coûts relatifs peuvent devenir nuls.  On est alors ramené au cas précédent.

Lorsqu'il n'est plus possible d'obtenir de nouvelles solutions en faisant entrer une variable xk avec un coût relatif nul ou en faisant sortir une variable xL telle que xL = 0, on a l'ensemble des solutions de base optimales.

Exemple 3.5.1

Dans le tableau optimal de l'exemple 3.4.1, on obtient une seconde base optimale en faisant entrer e1; le critère de sortie détermine y ou z comme variable qui sort; d'où le tableau:

Variable de sortie:  y



x
y
z
e1
e2
e3




P =  -100
0
0
0
0
1/2
3/2

..................................................................................………………….


20
0
3
0
1
0
-2



50
1
2
0
0
1
0


0
0
-1
1
0
-1/2
1/2

d'où, la solution optimale x = 50, y = 0, z = 0, e1 = 20, e2 = e3 = 0.

Variable de sortie:  z



x
y
z
e1
e2
e3




P =  -100
0
0
0
0
1/2
3/2

..................................................................................………………….


0
0
1
-1
0
1/2
-1/2


50
1
0
2
0
0
1


20
0
0
3
1
-3/2
-1/2

d'où, la solution optimale est la même:  x = 50, y = 0, z = 0, e1 = 20, e2 = e3 = 0.

Essayez d'obtenir de nouvelles solutions de base optimales en faisant sortir la variable de base z = 0 dans le premier tableau ou y = 0 dans le deuxième tableau.  Qui sait?


(
Il peut être intéressant également de connaître les solutions proches de l'optimum, en particulier lorsque la solution optimale est unique.  Pour cela, on calcule les solutions de base non optimales «adjacentes» à une solution optimale, lesquelles ne diffèrent de celle-ci  que par une variable.

On peut aussi déterminer la «seconde» solution de base, c'est-à-dire la solution de base qui donne à z la valeur la plus proche de l'optimum.  Pour cela, il suffit de calculer dans chacun des tableaux optimaux, la variation de z correspondant à l'entrée de xj; la variation minimale détermine l'indice j du vecteur à faire entrer.

3.6
Interprétation géométrique de la méthode du simplexe

On démontre dans cette section que la méthode du simplexe correspond à se déplacer d'un point extrême du polytope {x: Ax = b, x ≥ 0} à un autre jusqu'à ce qu'on se rende compte que la solution de base réalisable actuelle est une solution optimale ou jusqu'à ce qu'on se rende compte que le problème n'est pas borné inférieurement.

Les définitions suivantes seront utilisées.  Une arête d'un polytope est un segment de droite D, reliant deux points extrêmes de ce dernier, ayant la propriété que tout point sur ce segment de droite ne peut pas s'exprimer comme le point milieu d'un segment de droite reliant deux points n'appartenant pas eux-mêmes à D.  Dans ce cas, les deux points extrêmes sont dits adjacents.

Exemple:
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D [x, y] est une arête et x et y sont  adjacents; D[x, z] n'est pas une arête.

Théorème 3.6.1

L'augmentation de la valeur d'une variable hors-base et l'ajustement de la valeur des variables de base, quand on passe d'une forme canonique à une autre, correspond géométriquement à se déplacer sur une arête du polytope {x: Ax = b, x ≥ 0}.

Démonstration
Dénotons par u = [b1, b2, ..., bm, 0, 0, ...,0]t une solution de base réalisable.  Supposons v = [0, b'2, ..., b'm+1, 0, 0, ...,0]t est la solution de base réalisable qu'on obtient lorsque xm+1 est la variable d'entrée et que x1 est la variable de sortie correspondante.

D'une part, on remarque que tout point x ( D [u, v] a ses composantes xj = 0, j = m + 2, m + 3, ..., n.

D'autre part, démontrons que tout point x ( {x: Ax = b, x ≥ 0} ayant ses composantes xj = 0, j = m + 2, m + 3, ..., n doit appartenir à D[u, v].  En effet, si x( {x: Ax = b, x ≥ 0} a ses composantes  xj = 0, j = m + 2, m + 3, ..., n alors de (3.3.1):


xi = bi - aim+1 xm+1, i = 1, 2, ..., m.
(3.6.1)
Lorsque x = v, alors


vi = b'i = bi - aim+1 b'm+1, i = 1, 2, ..., m.

Multiplions cette expression par xm+1 / b'm+1 pour obtenir


xm+1 b'i 
=
xm+1 bi - aim+1 xm+1,
 i = 1, 2, ..., m.


b'm+1


b'm+1
Substituons la valeur de aim+1 xm+1 dans (3.6.1):


xi =

1-
xm+1
bi
+ xm+1 
b'i, i = 1, 2, ..., m.





b'm+1

b'm+1
Or, pour que x soit un point réalisable, il faut que:


0 ≤ xm+1 ≤
Min
bi 
:
 aim+1 > 0
=
b1 
=
b'm+1


1≤i≤m









aim+1


a1m+1
Par conséquent,
0 ≤
xm+1
≤ 1.



b'm+1
Ainsi, en définissant  =
xm+1, on obtient:


b'm+1


xi = (1 - ) bi +b'i, 
i = 1, 2, ..., m.


xm+1 = (1 - ) 0 +b'm+1.


Donc, x ( D[u, v].



(

Exemple 3.6.1


Considérons le problème suivant:



Max x + y + z



sujet à
x ≤ 4,

y ≤ 4




x + y ≤ 6,
-x + 2z ≤ 4




x, y, z ≥ 0.


Nous avons représenté graphiquement le domaine réalisable de ce problème. Nous avons aussi tracé le chemin parcouru lors de l'application de la méthode du simplexe.
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3.7
Solution de base réalisable initiale

Lors de l'initialisation de l'algorithme du simplexe, il nous faut déterminer une solution de base réalisable initiale.  Lorsque le système de contraintes est de la forme Ax ≤ b, b ≥ 0, une solution de base réalisable initiale évidente est celle où l'ensemble des variables d'écart joue  le rôle de variables de base. Or, en général, une telle solution n'est pas directement disponible et d'ailleurs, on ne sait même pas que l'ensemble des points réalisables n'est pas vide.  C'est pourquoi l'utilisation d'une phase initiale (appelée phase I) est nécessaire.
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Au début de cette phase, on introduit des variables artificielles constituant une solution de base réalisable pour le nouveau problème (problème augmenté), et au cours de cette phase, on cherche à éliminer ces variables de l'ensemble des variables de base.  Lorsque cette phase se termine, on est en mesure de juger si le problème  est consistant (i.e. si l'ensemble des points réalisables est non vide) et on est également en mesure de déterminer les contraintes redondantes (i.e. les contraintes qui peuvent s'exprimer comme une combinaison linéaire des autres).  Il est à remarquer que si de telles contraintes sont  présentes alors le rang de la matrice n'est plus égal à m (où m est le nombre de contraintes).

Considérons un problème de programmation linéaire sous une forme standard explicite:



n



Min
( cj xj



j = 1




n


Sujet à

( aij xj = bi, i = 1, 2, ..., m 
(3.7.1)


j = 1




xj ≥ 0, j = 1, 2, ..., n.

Le problème utilisé au cours de la phase I s'obtient en introduisant une variable artificielle xn+i dans chacune des contraintes i du problème (3.7.1) et en remplaçant l'objectif par 



m



Min
( xn+i :


i = 1


m



Min w =
( xn+i 


i = 1


n



Sujet à
( aij xj + xn+i = bi, i = 1, 2, ..., m 
(3.7.2)


j = 1



xj ≥ 0, j = 1, 2, ..., n + m.

Une solution de base réalisable, où les variables artificielles sont les variables de base, est directement disponible.  On écrit la forme canonique correspondante  sous la forme:

Min
w

Sujet à


a11x1
+ a12x2
+ ...
+ a1nxn
+xn+1





=
b1

a21x1
+ a22x2
+ ...
+ a2nxn

+xn+2




=
b2


.
.
.


.





.

(3.7.3)

.
.
.



.




.


.
.
.




.



.

am1x1+ am2x2
+ ...
+ amnxn





+xn+m
=
bm

d1x1
+ d2x2
+ ...
+ dnxn






-w
=
-w0



m


m

où dj = 
-
( aij, j = 1, 2, ..., n et w0 
=
( bi.



i=1


i=1

Le problème est alors résolu avec l'algorithme du simplexe.  Puisque xn+i ≥ 0, i = 1,  2, ..., m, alors la valeur optimale de w pour le problème (3.7.3) est nécessairement non négative.

Théorème 3.7.1

(i)
Si Min w > 0, alors l'ensemble des points réalisables pour le problème (3.7.1) est vide.

(ii)
Si Min w = 0 alors, l'ensemble des points réalisables pour le problème (3.7.1) n'est pas vide.

Démonstration

(i)
Si l'ensemble des points réalisables pour le problème (3.7.1) n'est pas vide, alors il existe une solution de base réalisable.  Ainsi, il suffit de substituer la valeur des variables pour cette solution dans (3.7.3), pour obtenir une valeur de l'objectif w égale à 0.

(ii)
S'il existe un point réalisable pour le problème (3.7.3), pour lequel la valeur de l'objectif w est égal à 0, alors, xn+i = 0, i = 1, 2,  ..., m.  Dans le cas non dégénéré, les valeurs que prennent les variables xj, j = 1, 2, ..., n constituent un point réalisable de base pour le problème (3.7.1).  Dans le cas dégénéré, une variable artificielle est une variable de base de valeur nulle; il faut donc la faire sortir de la base au préalable.



(
Dans le cas où Min w = 0, on poursuit la résolution du problème (3.7.1) avec l'algorithme du simplexe en utilisant la solution optimale de (3.7.3) à la fin de la phase I pour générer une solution de base réalisable initiale pour (3.7.1).  La fonction objective initiale 



n


z =
( cj xj



j = 1
est reprise; on réduit à 0 les facteurs de coût relatifs des variables de base en procédant par transformations élémentaires.

En poursuivant la résolution du problème (3.7.1), il faut s'assurer que les variables artificielles ne deviendront jamais positives en les éliminant, par exemple.  De cette façon, on est sûr que w restera nul.

Or, dans le cas où le problème est dégénéré, certaines variables artificielles avec une valeur nulle peuvent être variables de base dans la solution optimale de (3.7.3) à la fin de la phase I.  Dans ce cas, il faut sortir ces variables artificielles pour générer une solution de base réalisable initiale pour (3.7.1) ne renfermant pas de variables artificielles.

On procède comme suit.  Si la variable de base ayant un coefficient égal à 1 dans la rième contrainte est une variable artificielle, alors on recherche dans l'équation r de la forme canonique une variable originale ayant un coefficient non nul.  Si ars ( 0, alors on remplace la variable artificielle par la variable xs grâce à un pivot sur ars.  Si arj = 0 pour j = 1, 2, ..., n alors ceci indique que la rième contrainte est redondante et que, par conséquent, on peut l'éliminer du problème (3.7.1).

Exemple 3.7.1

Considérons le problème suivant:


x1 ≥ 0,
x2 ≥ 0,
x3 ≥ 0,
x4 ≥ 0,


x1 
+x2
+x3
+x4
≤ 
6


2x1 
+5x2
-x3
+x4
≥
6


2x1 
+x2

+2x4
= 
6


2x1 
+3x2
-x3
+4x4
= 
z (Max)

qui s'écrit sous la forme standard:


x1 ≥ 0,
x2 ≥ 0,
x3 ≥ 0,
x4 ≥ 0,
e1 ≥ 0,
s2 ≥ 0,


x1 
+x2
+x3
+x4

+e1 

= 
6


2x1 
+5x2
-x3
+x4



- s2
=
6


2x1 
+x2

+2x4




= 
6


2x1 
+3x2
-x3
+4x4




= 
z (Max)

et le programme auxiliaire est donc en introduisant un nombre minimal  de variables artificielles:


xi ≥ 0, i = 1, 2, 3, 4;


e1 ≥ 0,

s2 ≥ 0,
a2 ≥ 0,
a3≥0,


x1 
+x2
+x3
+x4

+e1




=
6


2x1 
+5x2
-x3
+x4



- s2
+a2

=
6


2x1 
+x2
 
+2x4





+a3
=
6


2x1 
+3x2
-x3
+4x4






=
z 


-4x1 
-6x2
+x3
-3x4



+ s2


=
w(Min) - 12 

Il est facile de voir que la base formée des variables e1, a2 et a3 est réalisable.  Aussi pouvons-nous appliquer la méthode  du simplexe qui donne comme solution optimale :

x1 = 0, x2 = 6, x3 = 0, x4 = 0 et zmax = 18.

On trouvera sur la page suivante les calculs qui ont amené cette solution optimale.

PHASE I
x1 
x2
x3
x4
e1
s2
a2
a3

- w + 12
4
6
-1
3
0
-1
0
0


..........................................................................................................................................


z - 0
-2
-3
1
-4
0
0
0
0


..........................................................................................................................................


6
1
1
1
1
1
0
0
0



6
2
5
-1
1
0
-1
1
0


6
2
1
0
2
0
0
0
1

-w + 24/5
8/5
0
1/5
9/5
0
1/5
///////////////
0


......................................................................................................………………………

z - 18/5
-4/5
0
2/5
-17/5
0
-3/5
///////////////
0


......................................................................................................………………………


24/5
3/5
0
6/5
4/5
1
1/5
///////////////
0



6/5
2/5
1
-1/5
1/5
0
-1/5
///////////////
0



24/5
8/5
0
1/5
9/5
0
1/5
///////////////
1


x1 
x2
x3
x4
e1
s2
a2
a3

- w + 0
0
0
0
0
0
0

///////////////

......................................................................................................………………………

PHASE II
z - 38/3
20/9
0
7/9
0
0
-2/9

///////////////

......................................................................................................………………………


8/3
-1/9
0
10/9
0
1
1/9

///////////////


2/3
2/9
1
- 2/9
0
0
- 2/9

///////////////


8/3
8/9
0
1/9
1
0
1/9

///////////////

z - 18
2
0
3
0
0
0

............................................................................…………………


24
-1
0
10
0
9
1


6
0
1
2
0
2
0


0
1
0
-1
1
-1
0

Dans le calcul d'une solution de base réalisable initiale, il était nécessaire qu'aucune variable artificielle n'apparaisse dans le résultat final avec une valeur strictement positive.  Pour atteindre ce but, nous avons proposé la méthode dite des deux phases.  Deux autres méthodes peuvent être utilisées:

(a)  la méthode des pénalités où l'objectif initial est remplacé par le suivant:



m


n


M
(xn+i 
+

(cj xj



i=1


j=1

où M est une constante positive aussi grande que l'on veut;

(b)  la méthode intermédiaire  où l'objectif initial est remplacé  cette fois par:


m



n


(xn+i 
+

(cj xj


i=1



j=1

où  est une constante positive, aussi petite que l'on veut en principe.

Ces deux méthodes conduisent en principe à la même séquence d'itérations.  Une description de celles-ci est faite dans M. Simonnard (1972).

La méthode des deux phases présente de nombreux avantages dont celui de n'exiger aucune hypothèse préalable sur le rang du système.  Mais elle se traduit par une augmentation importante du volume des calculs, et il serait maladroit de l'utiliser dans les cas où une solution  réalisable de base est connue ou peut être obtenue facilement.

Montrons que, lorsque les contraintes initiales sont toutes des inéquations, on peut former un système équivalent dans lequel l'addition d'une seule variable artificielle est nécessaire pour obtenir une solution réalisable de base initiale (si une partie du système  original est composée d'équations, le résultat énoncé s'applique évidemment au sous-système composé des seules inéquations).

Soit le système

n

(aij xj  ≤ bi, i ( N,
j=1

avec:
bi ≥ 0,  i (N1 ( N


bi < 0,  i (N1 = N - N1 ( ( 

Après addition de variables d'écart, ce système s'écrit:

n

(aij xj  + ei = bi, i ( N,
j=1

Soit,
bk =
min bi.



i ( N1
On peut remplacer le système  précédent par le système équivalent suivant, obtenu en multipliant l'équation k par -1 et en l'ajoutant aux équations i ( i ( N1):

n

(aij xj  + ei = bi, i ( N1

j=1

n

( (aij - akj) xj  - ek + ei = bi - bk,
 i ( N1 - {k},
j=1

n

( (- akj) xj  - ek = - bk.
j=1

Il suffit alors d'ajouter une variable artificielle xa à la dernière équation ci-dessus pour obtenir la solution de base réalisable initiale :

ei = bi, i ( N1
ei = bi - bk, i ( N1 - {k}

xa = - bk.

Cette approche peut être utilisée aussi dans le cas où l'on sait obtenir facilement une solution de base laquelle, toutefois, n'est pas réalisable.

3.8
Convergence de l'algorithme du simplexe

Le nombre de programmes de base d'un problème de programmation linéaire est fini; l'algorithme du simplexe est une procédure itérative permettant d'effectuer une exploration  de cet ensemble fini de solutions réalisables de base, de telle manière qu'à chaque itération, la nouvelle solution calculée soit au moins aussi bonne que la précédente.

Si chaque solution était meilleure que la précédente, on pourrait affirmer que toute base apparaît au plus une fois dans la séquence d'itérations et, par suite, que la base optimale (ou des conditions montrant qu'il n'y a pas de solutions optimales finies) est  atteinte en un nombre fini d'itérations.  En réalité, il n'en est pas ainsi car une solution de base réalisable est fréquemment dégénérée.

On dit qu'il y a dégénérescence lorsqu'une ou plusieurs variables de base ont la valeur zéro.  La condition nécessaire et suffisante pour qu'au moins une variable de base devienne nulle, au cours d'une itération, est qu'elle entre dans la base en remplacement d'une variable déjà nulle ou que le minimum calculé par le critère de sortie du simplexe ne soit pas unique.  Lorsqu'il y a dégénérescence, la forme linéaire peut prendre la même valeur pendant deux itérations successives.  Si un tel cas se produit pendant plusieurs itérations successives, il est possible de retrouver une base déjà obtenue précédemment et, à partir de là, de cycler indéfiniment sur une même séquence de bases.

Pour démontrer la convergence, nous allons donc distinguer les deux cas suivants:  celui où le problème de programmation linéaire est dégénéré et celui où il ne l'est pas.

Considérons un problème de programmation linéaire sous sa forme standard:


Min z = ctx


sujet à 

Ax = b




x ≥ 0.

Théorème 3.8.1

Sous l'hypothèse que ce problème est non dégénéré, l'algorithme du simplexe doit être complété en un nombre fini d'itérations.

Démonstration
En supposant que la matrice A est de rang m (où m est le nombre de contraintes), chaque solution de base doit comporter m variables de base positives (hypothèse de non dégénérescence).  Or, il y a un nombre fini de façons de choisir m variables parmi n pour former des solutions de base différentes, ce nombre étant égal à


n


m 
.

D'autre part, en se référant à la section 3.3, la valeur de z devient z' suite à un pivot sur l'élément aLk.  La relation  existant entre ces deux valeurs s'exprime comme suit:


z'
=
z
+
(ck / aLk )  bL.

Or, ck < 0 et  aLk > 0 par définition dans l'algorithme du simplexe et bL > 0 par l'hypothèse de non-dégénérescence.  Donc, z' < z et la valeur de l'objectif décroît d'une itération à l'autre.  Par conséquent, une même solution de base ne peut se répéter au cours de l'application de l'algorithme du simplexe.  Ainsi le nombre de ces dernières étant fini, il s'ensuit que l'algorithme du simplexe doit être complété en un nombre fini d'itérations.


(
Considérons maintenant le cas dégénéré.  Jusqu'en 1977, il n'existait pas d'autre preuve que celle reposant sur le principe des perturbations engendrant une méthode lexicographique.  Une telle preuve se trouve dans le livre de Simonnard (l972) aux pages 67 à 69.

En 1977 est paru un article de Bland (l977) donnant une preuve très courte et très ingénieuse de la convergence de l'algorithme du simplexe où sont faites certaines hypothèses non restrictives sur les critères d'entrée et de sortie.

Le critère d'entrée adopté dans la présente version de l'algorithme du simplexe est le suivant:  la variable d'entrée xk est celle ayant le plus petit indice parmi les variables hors-base ayant un coût relatif négatif i.e.


k
=
Min
{j : cj < 0}.




1≤j≤n

Le critère de sortie est le suivant:  la variable de sortie xjL est  celle ayant le plus petit indice parmi les variables candidates à sortir de la base i.e.

jL
=
Min
jr : ark > 0,
br 
=
min
bi  : aik > 0








1≤i≤m






 ark


 aik

Bland (l977) fait la preuve du théorème suivant.

Théorème 3.8.2

L'algorithme du simplexe avec les critères d'entrée et de sortie ci-dessus doit être complété en un nombre fini d'itérations.


(
Des exemples théoriques de dégénérescence et de cyclage existent.

Exemple 3.8.1 [E. Beale (l955)]

Min z =

-3/4x4
+ 20 x5
- 1/2 x6
+ 6 x7

sujet à
x1
+1/4x4
-8x5
-x6
+9x7
=
0


x2
+1/2x4
-12x5
-1/2x6
+3x7
=
0


x3


+x6

=
1

xi ≥ 0, i = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7.
Nous donnons sans explications la suite des tableaux; le dernier est identique au premier.

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	x1
	x2
	x3
	x4
	x5
	x6
	x7
	b

	
	z
	0
	0
	0
	-3/4
	20
	-1/2
	6
	

	
	x1
	1
	0
	0
	1/4
	-8
	-1
	9
	0

	
	x2
	0
	1
	0
	1/2
	-12
	-1/2
	3
	0

	
	x3
	0
	0
	1
	0
	0
	1
	0
	1


	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	x1
	x2
	x3
	x4
	x5
	x6
	x7
	b

	
	z
	3
	0
	0
	0
	-4
	-7/2
	33
	

	
	x4
	4
	0
	0
	1
	-32
	-4
	36
	0

	
	x2
	-2
	1
	0
	0
	4
	3/2
	-15
	0

	
	x3
	0
	0
	1
	0
	0
	1
	0
	1


	
	z
	1
	1
	0
	0
	0
	-2
	18
	

	
	x4
	-12
	8
	0
	1
	0
	8
	-84
	0

	
	x5
	-1/2
	1/4
	0
	0
	1
	3/8
	-15/4
	0

	
	x3
	0
	0
	1
	0
	0
	1
	0
	1


	
	z
	-2
	3
	0
	1/4
	0
	0
	-3
	

	
	x6
	-3/2
	1
	0
	1/8
	0
	1
	-21/2
	0

	
	x5
	1/16
	-1/8
	0
	-3/64
	1
	0
	3/16
	0

	
	x3
	3/2
	-1
	1
	-1/8
	0
	0
	21/2
	1


	
	z
	-1
	1
	0
	-1/2
	16
	0
	0
	

	
	x6
	2
	-6
	0
	-5/2
	56
	1
	0
	0

	
	x7
	1/3
	-2/3
	0
	-1/4
	16/3
	0
	1
	0

	
	x3
	-2
	6
	1
	5/2
	-56
	0
	0
	1


	
	z
	0
	-2
	0
	-7/4
	44
	1/2
	0
	

	
	x1
	1
	-3
	0
	-5/4
	28
	1/2
	0
	0

	
	x7
	0
	1/3
	0
	1/6
	-4
	-1/6
	1
	0

	
	x3
	0
	0
	1
	0
	0
	1
	0
	1


	
	z
	0
	0
	0
	-3/4
	20
	-1/2
	6
	

	
	x1
	1
	0
	0
	1/4
	-8
	-1
	9
	0

	
	x2
	0
	1
	0
	1/2
	-12
	-1/2
	3
	0

	
	x3
	0
	0
	1
	0
	0
	1
	0
	1


Dans la suite des tableaux précédents, lorsque le critère d'entrée du simplexe donnait deux possibilités pour la variable à faire sortir de la base, on a toujours choisi la première variable  en partant du haut du tableau.  Qu'adviendrait-il si l'on utilisait les critères d'entrée et de sortie précédents?

3.9
Implantation de l'algorithme du simplexe


Plusieurs logiciels ont été développés permettant de résoudre des problèmes de programmation linéaire à l'aide de la méthode du simplexe. Ces logiciels sont disponibles sur différentes plates-formes et plusieurs d'entre eux sont du domaine public.


Les logiciels de programmation linéaire ont été conçus pour résoudre des problèmes de grande taille. Par exemple, un problème avec plusieurs milliers de variables et de contraintes peut être résolu grâce au simplexe. Nous verrons ultérieurement que de tels problèmes de grande taille possèdent souvent une matrice des contraintes avec une structure particulière; en exploitant judicieusement cette structure particulière, on est souvent amené à proposer des adaptations de la méthode du simplexe dont il est possible d'améliorer la performance de manière substantielle. Certaines classes de problèmes (problèmes de flots dans les réseaux par exemple) donnent lieu ainsi à des algorithmes spécialisés très efficaces.


Plusieurs facteurs influencent la vitesse avec laquelle le simplexe fournira une solution de base optimale à un problème de programmation linéaire. Le facteur le plus important est certes le nombre m de contraintes. En fait, il semblerait que le temps de calcul est à peu près proportionnel à m3. Par contre, le nombre de variables n'est pas un facteur qui influence grandement les temps de calculs; ainsi, il semble qu'en doublant le nombre de variables, on ne doublera même pas les temps de calculs. Un troisième facteur qui a une certaine influence est la densité de la matrice A des contraintes c'est-à-dire, la proportion des coefficients non nuls de A; les temps de calculs à chaque itération du simplexe sont influencés par ce facteur.


Puisque le nombre de calculs est relativement important, lors de l'implantation de l'algorithme, on s'assure de calculer et ranger uniquement les données pertinentes à une itération donnée. Dans cet esprit, nous allons introduire la méthode révisée du simplexe.

3.10 Méthode révisée du simplexe

On sait qu'à chaque itération de l'algorithme du simplexe, tout un nouveau tableau complet doit être recalculé et enregistré. Or, l'examen du déroulement des calculs dans l'algorithme ordinaire du simplexe conduit à quelques remarques:

(i)
L'ensemble des valeurs numériques constituant le tableau du simplexe, au lieu d'être transformé, pourrait être entièrement reconstruit à chaque itération à partir de l'ensemble des données initiales A, b et c, de la solution de base courante et de la connaissance de l'inverse B-1 de la base courante B.

(ii)
Une partie seulement des éléments du tableau est effectivement utilisée dans les calculs. Par conséquent, une bonne stratégie serait de ne calculer que la partie des éléments du tableau du simplexe qui sont effectivement utilisés à chaque itération, ce qui permettrait d'économiser de l'espace mémoire et éventuellement de réduire les calculs.


Supposons que l'on connaisse, à la fin  d'une itération, l'inverse B-1 de la base courante B et le programme de base courant.  Les différentes étapes du calcul de l'itération suivante peuvent alors être réalisées comme suit:


1.
 Nous allons d'abord calculer le vecteur de coûts relatifs cR ‑ (B‑1R)t cB  ( cR, correspondant à cette base B. En pratique, on pose π = B-1tcB qui sera désigné par la suite sous le vocable du vecteur des multiplicateurs du simplexe. Après avoir calculé π, il s'agit d'évaluer cR  ( cR ‑ πtR.



Si cR ≥ 0, la solution de base réalisable xB est optimale; autrement, on passe à l'étape suivante.


2.
On détermine l'indice de la variable d'entrée en choisissant la composante la plus négative du vecteur de coût relatif cR. Soit xk la variable à faire entrer dans la base et soit ak la colonne de la matrice A associée à xk.



Il s'agit maintenant de calculer la colonne associée à la variable d'entrée dans le tableau du simplexe: yk = B-1 ak.  Si yk ≤0, il n'y a pas d'optimum fini.  Dans le cas contraire, on passe à l'étape suivante.


3.
Nous appliquons maintenant le critère de sortie du simplexe pour déterminer la variable xL à faire sortir de la base. Il s'agit de trouver le minimum parmi les rapports suivants: xBi  / yik où yik > 0.


4.
Nous devons alors calculer l'inverse de la nouvelle base; nous verrons dans la section suivante une façon simple d'effectuer ce calcul à partir de la base courante.



Nous calculons alors le nouveau programme x'B = (B')-1 b où B' est la nouvelle base courante.



On retourne à l'étape 1.

Bref, il suffit pour appliquer l'algorithme du simplexe, de transformer l'inverse de la base et de calculer, à partir de l'inverse, les seules quantités nécessaires: yk et cR.  La méthode du simplexe révisée utilise ce principe.

Exemple 3.10.1

Soit à résoudre par l'algorithme du simplexe révisé le programme linéaire suivant:


Min Z =

-3r
-3s





r

+ t


= 4






2s

+ u

= 12





3r
+ 2s


+ v
= 18





r,
s,
t,
u,
v 
≥ 0.

Les données A, b et c du problème sont conservées en mémoire.

Itération 0.


B-1 = I,


xtB (  (t, u, v) = B-1 b = (4, 12, 18),


ctR  = ctR  = (-3, -3).


On choisit s comme variable d'entrée.


On calcule alors la colonne associée à s dans le tableau du simplexe:


B-1 as = (0, 2, 2)t. 
La variable u quitte la base.


On calcule la nouvelle inverse B-1 comme suit:


-1




1
0
0

1
0
0




0
2
0
=
0
1/2
0




0
2
1

0
-1
1


xtB (  (t, s, v) = B-1 b = (4, 6, 6).

Itération 1.


πt = ctB B-1= (0, -3, 0) B-1 = (0, -3/2, 0).


ctR  = ctR ‑ πtR  = ctR ‑ πt(ar, au) = (-3, 0) - (0, -3/2, 0) (ar, au) = (-3, 3/2).


On choisit r comme variable d'entrée.


On calcule alors la colonne associée à r dans le tableau du simplexe:




B-1 ar = B-1 (1, 0, 3)t 
=  (1, 0, 3)t .


La variable v quitte la base.


On calcule la nouvelle inverse B-1 comme suit:


-1




1
0
1

1
1/3
-1/3




0
2
0
=
0
1/2
0




0
2
3

0
-1/3
1/3


xtB (  (t, s, r) = B-1 b = (2, 6, 2).

Itération 2.


πt = ctB B-1= (0, -3, -3) B-1 = (0, -1/2, -1).


ctR  = ctR ‑ πtR  = ctR ‑ πt(au, av) = (0, 0) - (0, -1/2, -1) (au, av) = (1/2, 1).

La solution optimale est alors: r = t = 2, s = 6, u = v = 0 avec Zmin = -24.


(
Dans les sections suivantes, nous allons voir différentes façons de calculer la nouvelle inverse de la base et le nouveau vecteur de coût relatif afin de réduire les calculs à chaque itération.

3.10.1 Relation entre deux bases successives


Dans la description ci-dessus de l'algorithme du simplexe révisé, la matrice inverse de la base courante  B-1 est mise à jour à chaque itération par les formules classiques de changements de base. Il n'est pas question de repartir à zéro dans le calcul de la nouvelle base inverse, cela serait beaucoup trop coûteux. Plutôt, nous calculons la nouvelle base inverse à partir de l'inverse de la base courante.


Considérons l'exemple 3.10.1 précédent à l'itération 1. Pour obtenir la nouvelle inverse


-1




1
0
1





0
2
0





0
2
3



nous appliquons des transformations élémentaires sur l'inverse de la base courante




1
0
0




0
1/2
0




0
-1
1


comme suit: puisque xtB (  (t, s, v), r est la variable d'entrée et v la variable de sortie, nous devons effectuer un pivot partiel sur l'élément 3 de la colonne ar = (1, 0, 3)t. Nous appliquons donc les transformations élémentaires successives suivantes:




1
0
0




0
1/2
0




0
-1
1






((la troisième ligne est divisée par trois)




1
0
0




0
1/2
0




0
-1/3
1/3






( (la troisième ligne est soustraite de la première ligne)




1
1/3
-1/3




0
1/2
0




0
-1/3
1/3

Une autre variante de l'algorithme du simplexe révisé fait appel plutôt à la forme dite produit de l'inverse; en effet, étant donné que la base courante ne diffère de celle de l'étape précédente que par une seule colonne, son inverse se calcule facilement.

Dénotons par B la base actuelle et par B* la base obtenue suite à un pivot sur aLk.

Rappelons que a.k = B-1 a.k et par conséquent


a.k = Ba.k = a.j1 a1k + a.j2 a2k + ... + a.jm amk.

Ceci implique


a.k
=

a.j1a1k   + a.j2
a2k   + ... + a.jm
amk.



aLk



aLk
aLk

aLk

ou encore,

a.jL = a.j1 
- a1k
+ a.j2 
- a2k 
+ ... + a.k
1
+ ... + a.jm 
- amk
,


------

------

------

------



aLk

aLk

aLk

aLk

c'est-à-dire

a.jL = B*
-a1k,
- a2k,
 ...,
1
, ...,
- amk t ( B*K


aLk
aLk


aLk

aLk

où B* est obtenue de B en remplaçant la colonne a.jLpar a.k.

D'autre part, pour i = 1, 2, ..., m, 
i ( L,


a.ji 
=
a.jl .0 + a.j2 .0 + ... + a.k .0 + ... + a.ji. 1 + ... + a.jm . 0



=
B* ei
Donc,
B
=
B* [e1, e2, ..., K, ..., em], 
K étant la Lième colonne.

Ainsi,
B*-1
=
[e1, e2, ..., K, ..., em]B-1.

Reconsidérons le même exemple que précédemment.

L'inverse de la base courante est:




1
0
0

B-1

=
0
1/2
0




0
-1
1

xtB (  (t, s, v), r est la variable d'entrée et v la variable de sortie; nous devrions effectuer un pivot partiel sur l'élément 3 de la colonne ar = (1, 0, 3)t. Le vecteur K est donc égale à:


K = (-1/3, 0, 1/3)t.

On obtient alors:




1
0
-1/3
1
0
0

1
1/3
-1/3




0
1
0
0
1/2
0
=
0
1/2
0
.




0
0
1/3
0
-1
1

0
-1/3
1/3

Dans la prochaine section, nous verrons comment les principes sous-jacents à la méthode révisée du simplexe peuvent s'appliquer à un tableau réduit du simplexe.

3.10.2 Variante de la forme révisée de la méthode du simplexe: tableau du simplexe partiel

Considérons le problème

Min
z
=
ctx

Sujet à
Ax
=
b


x
≥
0.

Au début de la phase I, ce problème est représenté sous la forme canonique illustrée dans le tableau suivant:

	x1
	x2
	...
	xn
	xn+1
	xn+2
	...
	xn+m
	-z
	-w
	

	a11
	a12
	...
	a1n
	1
	0
	...
	0
	0
	0
	b1

	a21
	a22
	...
	a2n
	0
	1
	...
	0
	0
	0
	b2

	.

.

.
	.

.

.
	
	.

.

.
	.

.

.
	.

.

.
	
	.

.

.
	.

.

.
	.

.

.
	.

.

.

	am1
	am2
	...
	amn
	0
	0
	...
	1
	0
	0
	bm

	c1
	c2
	...
	cm
	0
	0
	...
	0
	1
	0
	- z0

	d1
	d2
	...
	dm
	0
	0
	...
	0
	0
	1
	- w0


Tableau 3.10.2.1

Il est à noter, que même si l'équation en z n'est pas requise au cours de la phase I, elle peut être introduite dans le tableau afin d'exécuter les pivots également sur cette ligne.  Ainsi, à la fin de la phase I, les coefficients des variables de base dans la solution de base initiale sont déjà nuls.

Les variables xn+1, xn+2, ..., xn+m sont les variables de base au début de la phase I et la base associée est la matrice identité, I.

À une étape subséquente, le tableau devient:

	x1
	...
	xk
	...
	xn
	xn+1
	...
	xn+m
	-z
	-w
	

	a11
	...
	a1k
	...
	a1n
	a1n+1
	...
	a1n+m
	0
	0
	b1

	.

.

.
	
	.

.

.
	
	.

.

.
	.

.

.
	
	.

.

.
	.

.

.
	.

.

.
	.

.

.

	aL1
	...
	aLk
	...
	aLn
	aLn+1
	...
	aLn+m
	0
	0
	bL

	.

.

.
	
	.

.

.
	
	.

.

.
	.

.

.
	
	.

.

.
	.

.

.
	.

.

.
	.

.

.

	aml
	...
	ams
	...
	amn
	amn+1
	...
	amn+m
	0
	0
	bm

	c1
	...
	ck
	...
	cn
	cn+1
	...
	cn+m
	1
	0
	- z0

	d1
	...
	dk
	...
	dn
	dn+1
	...
	dn+m
	0
	1
	- w0


Tableau 3.10.2.2

où les variables de base sont xj1, xj2, ..., xjm.  Il est évident que l'inverse de la base associée, B-1 est la sous-matrice dont les colonnes sont a.n+1, a.n+2, ..., a.n+m; i.e.

	
	a1n+1
	...
	a1n+m

	
	.

.

.
	
	.

.

.

	B-1 =
	aLn+1
	...
	aLn+m

	
	.

.

.
	
	.

.

.

	
	amn+1
	...
	amn+m


Supposons que la phase I soit terminée et que nous soyons à résoudre le problème avec la méthode du simplexe.  Ainsi, se référant à la notation introduite au début de cette section, la relation suivante existe:


cj = cj - πT a.j.

où π = B-1tcB




(3.10.2.1)
Or pour les variables artificielles xn+i, le coefficient cn+i = 0, i = 1, 2, ..., m.  Par conséquent, si on substitue dans (3.10.2.1), on obtient:


cn+i = 0 - πT ei = - πi, 
i = 1, 2, ..., m,

Donc 
π = [- cn+1, -cn+2, ..., - cn+m]t.

Par analogie, au cours de la phase I, si on dénote le vecteur des multiplicateurs par (, alors on  a que ( = [- dn+1, - dn+2, ..., - dn+m]t.

Ainsi on peut réécrire la portion du tableau 3.10.2.2 associée aux variables artificielles, à -z, à -w, et au membre de droite comme suit:

	xn+1
	...
	xn+m
	-z
	-w
	

	a1n+1
	...
	a1n+m
	0
	0
	b1

	.

.

.
	
	.

.

.
	.

.

.
	.

.

.
	.

.

.

	aLn+1
	...
	aLn+m
	0
	0
	bL

	.

.

.
	
	.

.

.
	.

.

.
	.

.

.
	.

.

.

	amn+1
	...
	amn+m
	0
	0
	bm

	- π1
	...
	- πm
	1
	0
	- z0

	- (1
	...
	- (m
	0
	1
	- w0


Tableau 3.10.2.3
Dans la forme révisée de l'algorithme du simplexe, le pivot sur aLk ne s'effectue que pour les coefficients appartenant aux colonnes dans le Tableau 3.10.2.3 (i.e. pour les coefficients des colonnes correspondant aux variables artificielles et pour le membre de droite).  On dénote cette opération comme étant un pivot partiel effectué sur l'élément aLk.   Ainsi le Tableau 3.10.2.3 est transformé comme suit sous l'effet d'un tel pivot partiel.

	xn+1
	...
	xn+m
	-z
	-w
	

	a1n+1 -
alk.aLn+1


aLk
	...
	a1n+m -
alk.aLn+m


aLk
	0
	0
	b1 -
alk bL




aLk

	.

.

.
	
	
	
	
	

	
aLn+1


aLk
	...
	
aLn+m


aLk
	0
	0
	
bL




aLk

	.

.

.
	
	.

.

.
	.

.

.
	.

.

.
	.

.

.

	amn+1 -
amk.aLn+1


aLk
	...
	amn+m -
amk.aLn+m


aLk
	0
	0
	bm -
amk bL




aLk

	-π1 -
ck.aLn+1


aLk
	...
	-πm -
ck.aLn+m


aLk
	1
	0
	- z0 -
ck bL




aLk

	-(1 -
dk.aLn+1


aLk
	...
	-(m -
dk.aLn+m


aLk
	0
	1
	- w0 -
dk bL




aLk


Tableau 3.10.2.4

On peut se permettre de n'effectuer qu'un pivot partiel parce que les informations contenues dans les tableaux précédents sont suffisantes pour  compléter une itération du simplexe.

Exemple 3.10.2.1

Résolvons de nouveau le problème suivant par la méthode du simplexe:


Min Z =

-3r
-3s





r

+ t


= 4






2s

+ u

= 12





3r
+ 2s


+ v
= 18





r,
s,
t,
u,
v 
≥ 0.




(
Variables de base
r
s
t
u
v
Côté droit



-3
-3
0
0
0
Z = 0

........................................................................................................


t
1
0
1
0
0
4


u
0
2
0
1
0
12


v
3
2
0
0
1
18



(
Variables de base
r
s
t
u
v
Côté droit



-3
0
0
3/2
0
Z = -18

............................................................................………………….


t
1
0
1
0
0
4


s
0
1
0
1/2
0
6


v
3
0
0
-1
1
6



(
Variables de base
r
s
t
u
v
Côté droit



0
0
0
1/2
1
Z = -24

............................................................................………………….


t
0
0
1
1/3
-1/3
2


s
0
1
0
1/2
0
6


r
1
0
0
-1/3
1/3
2

Donc, la solution optimale est r = t = 2, s = 6, u = v = 0 avec Zmin = -24.

Dans chaque tableau du simplexe, on retrouve en italique les coefficients de B-1 et de -π. Par conséquent, il n'est pas nécessaire de calculer le tableau au complet.

Il n'est pas évident que la forme révisée de l'algorithme du simplexe requiert moins d'opérations que la forme originale.  En fait, cela dépend de la proportion d'éléments de A qui sont différents de 0.

3.11
Propriétés  des multiplicateurs du simplexe

Nous allons introduire le concept des multiplicateurs du simplexe
.

Écrivons le problème de programmation linéaire sous la forme suivante:

Min z
=
c1x1
+
c2x2 
+ ... +
cnxn

sujet à

a.1x1
+
a.2x2 
+ ... +
a.nxn
=
b


(3.11.1)



x1 ≥ 0, 
x2 ≥ 0,   ..., 
xn ≥ 0

où a.j est la jième colonne de la matrice A.

Supposons que la matrice de base B = [a.j1, a.j2, ..., a.jm].

La forme canonique associée à B s'obtient en multipliant les contraintes de (3.11.1) par B‑1:


B‑1 a.1x1 + B‑1 a.2x2 + ... + B‑1 a.nxn
=
B‑1b.


(3.11.2)
Dénotons B‑1 a.j = a.j, j = 1, 2, ..., n, la représentation de a.j en terme de la base B et B‑1b = b, la représentation de b en terme de la base B:


a.1x1 + a.2x2 +  ... + a.nxn
=
b.




(3.11.3)
Or puisque B‑1B = I, alors B‑1 a.ji = a.ji = ei, le vecteur unitaire ayant sa iième composante égale à 1.

Les coûts relatifs des variables hors-base s'obtiennent en rendant les coefficients des variables de base xj1, xj2, ..., xjm égaux à 0.

Dénotons  = [cj1, cj2, ..., cjm]t et multiplions (3.11.3) par :


 t a.1x1 + t a.2x2 + ... + t a.nxn = t b




(3.11.4)
Soustrayons ce résultat de l'objectif de (3.11.1):


n


( (cj - t a.j ) xj
=
z -  t b




(3.11.5)

j=1

Or puisque a.ji = ei, alors t a.ji = cji, et ainsi le coefficient de xji dans (3.11.5) est égal à 0,  i = 1, 2, ..., m.

Dénotons pour
j
=
1, 2, ..., n,



cj
=
cj
-
t a.j



cj
=
cj
-
t B-1 a.j



cj
=
cj
-
(B-1t)t a.j 



cj
=
cj
-
πT a.j

où π = B-1t


(3.11.6)
Ainsi, puisque cji = 0, i  = 1, 2, ..., m, alors


πt a.ji = cji, i =  1, 2, ..., m.

Le vecteur π est le vecteur des multiplicateurs associés à la base B.  πi représente le multiplicateur qu'il faut associer à la iième ligne de la matrice A de sorte que le coefficient de chacune des variables de base s'annule dans l'équation résultant de la différence entre l'objectif de (3.11.1) et la combinaison linéaire correspondante de lignes de la matrice A.

L'illustration suivante, qui s'inspire d'une illustration de G.B. Dantzig (l963), aide à comprendre le rôle important joué par les multiplicateurs du simplexe.  Considérons le problème de programmation linéaire suivant sous sa forme standard:


n

Min
( cj xj


j=1


n

Sujet à
( aij xj = bi, 
i = 1 , 2, ..., m            

j=1


xj ≥ 0,


j  = 1, 2, ..., n.            

Supposons que ce problème soit associé à une entreprise disposant de n alternatives de productions (ou activités) utilisant k matières premières en quantité b1, b2, ..., bk, pour fabriquer m - k produits en quantité - bk+1, -bk+2, ..., -bm.  Ainsi, suivant cette convention, si l'activité j requiert aij unités de matière première i, alors aij > 0, et si l'activité j fabrique aij unités de produit i, alors aij < 0.  Le coefficient cj représente le coût unitaire d'opérer l'activité j. Posons xj:  le nombre de fois que l'activité j est mise en branle.

Le problème des responsables de l'entreprise est donc de fabriquer les quantités de produits requises en utilisant les matières premières disponibles de façon à minimiser le coût total d'opération.

Les multiplicateurs du simplexe πi peuvent être considérés comme des "pseudo-prix" (shadow prices) des matières premières et des produits définis de telle sorte que les employés doivent travailler consciencieusement pour maximiser leur gain;  ainsi,

-
lorsque i ≤ k, πi représente le prix que l'entreprise charge aux employés pour l'utilisation d'une unité de la matière première i;

-
lorsque i > k, πi représente le prix que l'entreprise paie aux employés pour la fabrication d'une unité de produit i.

On fait l'hypothèse que l'entreprise est honnête et qu'elle définit ses "pseudo-prix" de telle sorte que si la jième activité est utilisée, alors


cj = πa1j + π2 a2j + ... + πm amj.

Supposons que les responsables connaissent m activités à l'aide desquelles les quantités de produits demandées peuvent être fabriquées avec les quantités de matières premières disponibles; de plus, supposons que ces m activités sont les m premières.

Ainsi,
a11 x1 
+ a12 x2 
+ ... 
+ a1m xm 
=
b1


a21 x1 
+ a22 x2 
+ ... 
+ a2m xm 
=
b2


.
.
.
.


.
.
.
.


.
.
.
.


am1 x1 
+ am2 x2 
+ ... 
+ amm xm 
=
bm

Le coût total d'opération correspondant est c1 x1 + c2 x2 + ... + cm xm.  Les "pseudo-prix" correspondants sont déterminés en trouvant une solution pour le système suivant:


π1 a11 
+ π2 a21
+ ... 
+ πm aml
=
c1


π1 a12
+ π2 a22
+ ... 
+ πm am2
=
c2


.
.
.
.


.
.
.
.


.
.
.
.


π1 alm
+ π2 a2m
+ ... 
+ πm amm
=
cm

Assumons qu'il existe une activité d'indice s > m telle que


π1 a1s 
+ π2 a2s
+ ... 
+ πm ams
>
cs;
c'est-à-dire qu'étant donné les valeurs actuelles des pseudo-prix, si l'activité s est utilisée par les employés, alors ceux-ci reçoivent plus que cette dernière ne vaut.  D'autre part, les employés savent bien que les responsables de l'entreprise n'ont aucun intérêt à les laisser utiliser cette activité.  Mais les employés tirent quand même avantage de la situation.  Pour le réaliser, il suffit de noter que la colonne a.s peut être exprimée comme une combinaison  linéaire des colonnes associées aux activités de base a.1, a.2, ..., a.m comme suit:

a.s = B-1 a.s ou encore a.s = Ba.s

a.s = als a.1 +  a2s a.2 + ... + ams a.m
où a.s = [als, a2s, ..., ams]t est l'expression de la colonne a.s en terme de la base B = [a.1,  a.2, ...,  a.m].  

Par conséquent,


a.sxs = a.1 als xs + a.2 a2s xs + ... + a.m ams xs
et les employés peuvent simuler l'utilisation de l'activité s au niveau xs avec ajs xs unités de l'activité j, j = 1 , 2, ..., m.  Ainsi, par cette simulation, les employés retirent davantage qu'ils ne méritent pour leur travail.  Donc l'entreprise ne minimise sûrement pas ses coûts de fabrication en payant plus qu'il ne le faut pour une activité qui peut être simulée avec les activités désignées.  Les responsables verront donc à utiliser l'activité s et à ajuster les "pseudo-prix".

Déterminer le niveau maximum d'utilisation de l'activité s, que permettent les autres activités déjà désignées, correspond à exécuter un pivot pour remplacer une activité de base désignée par l'activité s.  Ainsi ces changements de base se poursuivent jusqu'à ce que soit  déterminée une base de m activités telle que les "pseudo-prix" correspondants soient tels que



πta.j ≤ cj, 
j = 1, 2, ..., n.

En d'autres termes, pour minimiser le coût total d'opération, les responsables de l'entreprise doivent déterminer un ensemble de m activités pour lesquelles les "pseudo-prix" correspondants ne permettent pas aux employés de simuler à leur avantage une autre activité avec les activités désignées.

3.12
Variables bornées supérieurement

Nous rencontrons en pratique plusieurs classes de problèmes dont les variables sont bornées supérieurement, c'est-à-dire des problèmes dans lesquels certaines variables réelles sont astreintes à demeurer inférieures à des bornes positives. Dans ce qui suit, pour simplifier la présentation, nous supposerons que toutes les variables possèdent des bornes supérieures; les résultats peuvent être aisément transposables à un problème dans lequel une partie seulement des variables sont bornées.

Considérons le problème avec variables bornées suivant:


Min

ctz 


Sujet à

A z = h




Lj ≤ zj ≤ Qj, j = 1, 2, ..., n

où z et c ((n, h ((m, et A est une matrice de dimension m x n.  Par un simple changement de variables, les bornes inférieures sont ramenées à 0.  Ainsi en posant xj = zj - Lj, uj = Qj - Lj pour j = 1, 2, ...,n et en prenant b = h - AL où L = [L1, L2, ..., Ln]t, le problème devient :


Min

ctx + ctL       


Sujet à

A x = b






(3.12.1)



0≤ xj ≤ uj,
 j = 1, 2, ..., n.

Remarquons que la constante ctL dans l'objectif du problème (3.12.1) peut être éliminée sans changer la solution optimale.  Ainsi, on peut se restreindre à considérer le problème (3.12.2) sans aucune perte de généralité





n



Min z
=
( cj xj





j=1





n



Sujet à

( aij xj = bi, 
i = 1, 2, ..., m



(3.12.2)




j=1





0≤ xj ≤ uj, 
j = 1, 2, ..., n.

Une façon de résoudre le problème (3.12.2) est d'introduire des variables d'écart pour le ramener sous une forme standard (3.12.3) et ensuite d'utiliser l'algorithme du simplexe pour le résoudre.





n



Min z
=
( cj xj





j=1





n



Sujet à

( aij xj = bi, 

i = 1, 2, ..., m


(3.12.3)




j=1





xj + yj = uj,

j = 1, 2, ..., n





xj ≥ 0, y ≥ 0, j = 1, 2, ..., n.

Or, cette approche a l'inconvénient d'augmenter le nombre de variables et le nombre de contraintes.  Il est préférable d'utiliser une autre approche qui ne change pas la dimension du problème à résoudre.

Revenant à la formulation du problème (3.12.2), supposons que B est une base de la matrice des contraintes A.  Dénotons par IB l'ensemble des indices des colonnes de A qui forment la matrice B et par JB = {1, 2, ...,  n} - IB.  Sous l'hypothèse de non dégénérescence, une u‑solution de base réalisable pour (3.12.2) associée à B se définit comme suit:


0 < xji = bi - 
( aij xj    < uji

si ji (IB



j (JB


xj = 0 ou uj


si j (JB.

Par analogie avec ce qui précède, les variables dont les indices appartiennent à IB sont les variables de  base et celles dont les indices appartiennent à JB sont les variables hors-base.  Il suffit de déterminer un algorithme analogue à celui du simplexe qui va passer d'une u‑solution de base réalisable à une autre en diminuant la valeur de l'objectif.

Le critère d'entrée est modifié pour tenir compte des variables hors-base ayant une valeur égale à leur borne supérieure.  Ainsi pour un indice j (JB, si xj = 0 et cj < 0, il est avantageux d'augmenter la valeur de xj, alors que si xj = uj et cj > 0, il est avantageux d'en diminuer la valeur.

Le critère de sortie est modifié de façon correspondante.  Ainsi, si la valeur de la variable xj doit être augmentée, alors son augmentation peut être limitée par la première des trois situations suivantes qui se présente:

i)
xj atteint la valeur  uj;

ii)
une variable de base xji décroît à 0 (et dans ce cas aij > 0);

iii)
une variable de base xji atteint la valeur uji (et dans ce cas aij < 0).

De même si la valeur  de la variable xj doit être diminuée, alors sa diminution est limitée par la première des trois situations suivantes qui se présente:

i)
xj décroît à 0;

ii)
une variable de base xji décroît à 0 (et dans ce cas aij < 0);

iii)
une variable de base xji atteint la valeur uji (et dans ce cas aij > 0).

Remarquons que seule l'augmentation d'une variable hors-base peut ne pas être limitée dans lequel cas le problème n'est pas borné inférieurement.

Théorème 3.12.1

Une solution de base (i.e. n-m variables ont chacune la valeur 0 ou uj et les m autres sont des variables de base associées à m vecteurs-colonnes indépendants de A), associée à une base B, est minimal si, après élimination des m variables de base de la forme linéaire à minimiser, les coefficients cj des variables hors base dans cette forme vérifient les relations


cj ≥ 0
si xj = 0,


cj ≤ 0
si xj = uj.

La variante du simplexe pour résoudre le problème (3.12.2) peut se résumer comme suit:

Initialisation:  Si l'ensemble {x : Ax = b, 0 ≤ xj ≤ uj, j = 1, 2, ...,n} n'est pas vide, déterminons une première u‑solution de base réalisable.  Notons qu'il est facile d'adapter  la phase I du simplexe à cette variante pour accomplir cette tâche.

Étape 1.  Critère d'entrée.
Déterminons
cs1 =
Min
{cj : xj = 0}
et
cs2 =
Min
{-cj : xj = uj}.




j (JB




j (JB

Soit cs = Min {cs1, cs2}.  Si cs ≥ 0, alors  la u-solution de base réalisable  actuelle est une solution optimale du problème, et l'algorithme se termine.  Si cs < 0, alors xs devient la variable d'entrée et on procède à l'étape 2.1 si cs = cs1 et à l'étape  2.2 si cs < cs1.

Étape 2.1. Critère de sortie
Déterminons

( =
Min
us,
Min
di 
:
ais > 0
,
Min
uji - di 
:
ais < 0






1≤i≤m
ais



1≤i≤m
- ais





où
di
=
bi - 
(
aij xj




j (JB
(xj étant la valeur de la jième variable au début de l'itération) et où on définit le minimum pris sur un ensemble vide égal à (.

Si ( = (, alors le problème n'est pas borné inférieurement et l'algorithme se termine.

Si ( = us alors l'ensemble des variables de base demeure le même (i.e. IB demeure inchangé).  La valeur  de xs passe de 0 à us, les variables de base xji prennent les valeurs di - ais us pour tout ji (IB, et les valeurs des autres variables demeurent inchangées.  On répète l'étape 1.

Autrement si

(
=
dr 

=
Min
di 
:
ais > 0
 
ou si






1≤i≤m










ars



ais


(
=
ujr - dr 

=
Min
uji - di








1≤i≤m



: ais < 0

, on procède à l'étape 3.



- ars



- ais


Étape  2.2. Critère de sortie
Déterminons

-(
=

Min
us,
Min
di


, Min        
uji - di








1≤i≤m


:
ais < 0
1≤i≤m

:
ais > 0










- ais



ais
Si -( = us, alors l'ensemble des variables de base demeure le même (i.e. IB demeure inchangé).  La valeur de xs passe de us à 0, les variables de base xji prennent les valeurs  di + ais us, pour tout ji (IB, et les valeurs des autres variables demeurent inchangées.  On répète l'étape 1.

Autrement si

-(
=
dr 
=
Min

di 












:
ais < 0

ou si



- ars

1≤i≤m
- ais
-(
=
ujr - dr

Min
uji -di 










=


:
ais > 0
, alors on procède à l'étape 3.



ars


1≤i≤m
ais
Étape 3.
La  valeur de la variable xs est augmentée de (, les variables de base xji prennent les valeurs di - ais ( pour tout ji ( IB et les valeurs des autres variables demeurent inchangées.

On effectue un pivot sur l'élément ars et avec la nouvelle u-solution de base réalisable, on répète l'étape 1.

(
Exemple 3.12.1

Considérons le problème suivant:


Min
2x1
+ x2
+ 3x3
- 2x4
+ 10 x5

sujet à
x1

+ x3
- x4
+ 2 x5
= 5




x2
+ 2x3
+ 2x4
+ x5

= 9



0 ≤ x1 ≤ 7,
0 ≤ x2 ≤ 10,
0 ≤ x3 ≤ 1,
0 ≤ x4 ≤ 5,
0 ≤ x5 ≤ 3.

Le tableau des données est:

x1
x2
x3
x4
x5
1
0
1
-1
2
5

0
1
2
2
1
9

2
1
3
-2
10


Le tableau du simplexe initial s'écrit donc comme suit (où les variables hors base sont nulles: x3 = x4 = x5 = 0 d'où le signe moins dans le tableau suivant):

x1
x2
x3
x4
x5
1
0
1
-1
2
5

0
1
2
2
1
9

0
0
-1
-2
5
19



-
-
-





(

À l'itération 0, la variable x4 devient la variable d'entrée.

Déterminons

( =
Min
u4,
Min
di 
:
ai4 > 0
,
Min
uji - di 
:
ai4 < 0






1≤i≤m
ai4



1≤i≤m
- ai4





où
di
=
bi - 
(
aij xj
=
bi, c'est-à-dire





j(JB


( =
Min
{5,
9/2,
(7 - 5) / 1} 
= 2.

On va donc à l'étape 3 où la  valeur de la variable de sortie x1 est augmentée de ( = 2 et est égale à sa borne supérieure 7 d'où le signe plus dans le tableau suivant. Pour tenir compte de ce fait, la variable x1 est alors remplacée par son complément: le coefficient associé à x1 devient -1 et le premier élément de b est mis à jour: 5 - 7 = -2.

x1
x2
x3
x4
x5
-1
0
1
-1
2
-2

0
1
2
2
1
9

0
0
-1
-2
5
19

+

-

-

On effectue un pivot sur l'élément a14:

x1
x2
x3
x4
x5
1
0
-1
1
-2
2

-2
1
4
0
5
5

2
0
-3
0
1
15

+

-

-




(


avec la nouvelle u-solution de base réalisable, on répète l'étape 1. À l'itération 1, la variable x3 serait la variable d'entrée. Déterminons

( =
Min
u3,
Min
di 
:
ai3 > 0
,
Min
uji - di 
:
ai3 < 0






1≤i≤m
ai3



1≤i≤m
- ai3





où
di
=
bi - 
(
aij xj
=
2  ,
 c'est-à-dire





j(JB


5 


( =
Min
{1,
5 / 4,
(5 - 2) / 1} 
= 1.

Si ( = u3  = 1 alors l'ensemble des variables de base demeure le même (i.e. IB demeure inchangé).  La valeur  de x3 passe de 0 à 1, les variables de base x4 et x2 prennent les valeurs d1 - a13 u3 = 3 et d2 - a23 u3 = 1, et les valeurs des autres variables demeurent inchangées. Aucune opération de pivotage est nécessaire. Le nouveau tableau devient :

1
0
1
1
-2
3

-2
1
-4
0
5
1

2
0
3
0
1
12

+

+

-


On retourne à l'étape 1. La solution optimale est:
x1 = 7, x2 = 1, x3 = 1, x4 = 3, x5 = 0.

(
----------------------------------------------------------

� Le concept des multiplicateurs du simplexe correspond à celui des multiplicateurs de Lagrange et, de façon plus générale, aux multiplicateurs de Kuhn et Tucker en programmation non-linéaire. Ces multiplicateurs apparaissent dans les conditions d'optimalité en programmation non-linéaire.
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