Exercices résolus
1.
Résoudre par l'algorithme du simplexe le programme suivant:

Min T =
x 
+ y 
+ z
sous les conditions
x


-u

-2w
= 5




y

+2u
-3v
+w
= 3





z
+2u
-5v
+6w
= 5



x, y, z, u, v, w ≥ 0.
On obtient alors les calculs suivants:







(


x
y
z
u
v
w



z = 0
0
0
0
-3
8
-5
..................................................................................………………….

5
1
0
0
-1
0
-2


3
0
1
0
2
-3
1

5
0
0
1
2
-5
6






(

 z = 53/6
0
0
5/6
-4/3
23/6
0

..................................................................................………………….

20/3
1
0
1/3
-1/3
-5/3
0

13/6
0
1
-1/6
5/3
-13/6
0

5/6
0
0
1/6
1/3
-5/6
1

 z = 7.1
0
4/5
7/10
0
21/10
0

..................................................................................………………….

71/10
1
1/5
3/10
0
-21/10
0


13/10
0
3/5
-1/10
1
-13/10
0


2/5
0
-1/5
1/5
0
-2/5
1
La solution optimale est: y = z = v = 0, x= 7.1, u = 1.3 et w = 0.4. L'objectif à l'optimum vaut 7.1.
(
2.

Utiliser la méthode des 2 phases pour résoudre le problème suivant (utiliser le nombre minimum de variables artificielles nécessaires):
Max z =
2x1
+ x2 
+ x3


4x1
+ 6x2 
+ 3x3 
≤
8


x1
- 9x2 
+ x3 
≤
-3


- 2x1
- 3x2 
+ 5x3 
≤
-4


x1, x2, x3 ≥ 0.
Il s'agit de résoudre le problème suivant:
Min z =
-2x1
- x2 
- x3


4x1
+ 6x2
+3x3 
+e1


= 8


-x1
+9x2 
- x3 

-s2

= 3


 2x1
+ 3x2 - 5x3 


-s3
= 4


x1, x2, x3, e1, s2, s3 ≥ 0.
ou, après transformation élémentaire,
Min z =
-2x1
- x2 
- x3


4x1
+ 6x2
+3x3 
+e1


= 8


3x1
-6x2 
 -4x3 

+s2
-s3
= 1


 2x1
+ 3x2   - 5x3 


-s3
= 4


x1, x2, x3, e1, s2, s3 ≥ 0.
Puisque e1 et s2 peuvent jouer le rôle de variables de base initialement, nous avons besoin d'ajouter une seule variable artificielle a:

x1
x2 
x3
e1
s2
s3
a
-z
-W

4
6
3
1
0
0
0
0
0
8

3
-6
-4
0
1
-1
0
0
0
1

2
3
-5
0
0
-1
1
0
0
4

-2
-1
-1
0
0
0
0
1
0
0

-2
-3
5
0
0
1
0
0
1
-4


(
x1
x2 
x3
e1
s2
s3
a
-z
-W

0
0
13
1
0
2
-2
0
0
0

7
0
-14
0
1
-3
2
0
0
9

2/3
1
-5/3
0
0
-1/3
1/3
0
0
4/3

-4/3
0
-8/3
0
0
-1/3
1/3
1
0
4/3

0
0
0
0
0
0
1
0
1
0
La phase I prend fin; nous avons le tableau suivant comme point de départ:

x1
x2 
x3
e1
s2
s3
-z

0
0
13
1
0
2
0
0

7
0
-14
0
1
-3
0
9

2/3
1
-5/3
0
0
-1/3
0
4/3

-4/3
0
-8/3
0
0
-1/3
1
4/3



(
x1
x2 
x3
e1
s2
s3
-z

0
0
1
1/13
0
2/13
0
0

7
0
0
14/13
1
-11/13 0
9

2/3
1
0
5/39
0
-1/13
0
4/3

-4/3
0
0
8/39
0
1/13
1
4/3

(
x1
x2 
x3
e1
s2
s3

-z

0
0
1
1/13
0
2/13

0
0

1
0
0
2/13
1/7
-11/91 

0
9/7

0
1
0
1/39
-2/21
1/273

0
10/21

0
0
0
16/39
4/21
-23/273 
1
64/21






(

x1
x2 
x3
e1
s2
s3
-z

0
0
13/2
1/2
0
1
0
0

1
0
11/14
3/14
1/7
0
0
9/7

0
1
-1/42
1/42
-2/21
0
0
10/21

0
0
23/42
19/42
4/21
0
1
64/21
La solution optimale est: x1 = 9/7, x2 = 10/21, x3 = 0.

(
3.
a)
Trouver une solution non négative au système d'équations Ax = b

x1 
+ 2x2 
+ 3x3
+ 4x4 
=
10

x1 
- 4x2 
+ 2x3
- x4 
=
-4

- 3x1 
+ 2x2 
- 2x3
+ 3x4 
=
4

x1 
+ x2 
+ x3
- 2x4 
=
-1
Est-elle unique?
On peut vérifier que A-1 existe et est égale à


1/14
-13/28 -19/28
-27/42


1/21
-1/7
1/21
5/21


5/42
11/28
31/84
25/42


5/42
-3/28
-11/84 -17/42
par conséquent, A-1b est une solution de base et elle est unique. Puisque A-1b = ( 1/2, 1, 1/2, 3/2)t ≥ 0 alors cette solution de base est réalisable et elle est unique.
Nous pouvons aussi appliquer la phase I du simplexe. Il s'agit de résoudre le problème suivant:

Min
W =





a1 
+ a2 
+ a3
+ a4


x1 
+ 2x2 
+ 3x3
+ 4x4 
+a1



= 10


- x1 
+ 4x2 
- 2x3
+ x4 

+a2


= 4


- 3x1 
+ 2x2 
- 2x3
+ 3x4 


+a3

= 4


- x1 
- x2 
- x3
+ 2x4 



+a4
= 1


x1,
x2,
x3,
x4,
a1 ,
 a2 ,
 a3,
 a4
≥ 0.

x1
x2
x3
x4
a1
 a2
 a3
 a4
-W


1
2
3
4
1
0
0
0
0
10

-1
4
-2
1
0
1
0
0
0
4

-3
+2
-2
+3
0
0
1
0
0
4

-1
-1
-1
+2
0
0
0
1
0
1

+4
-7
2
-10
0
0
0
0
1
-19




(

x1
x2
x3
x4
a1
 a2
 a3
 a4
-W


3
4
5
0
1
0
0
-2
0
8

-1/2
9/2
-3/2
0
0
1
0
-1/2
0
7/2

-3/2
+7/2
-1/2
0
0
0
1
-3/2
0
5/2

-1/2
-1/2
-1/2
1
0
0
0
1/2
0
1/2

-1
-12
-3
0
0
0
0
5
1
-14


(

x1
x2
x3
x4
a1
 a2
 a3
 a4
-W


33/7
0
39/7
0
1
0
-8/7
-2/7
0
36/7

10/7
0
-6/7
0
0
1
-9/7
10/7
0
2/7

-3/7
1
-1/7
0
0
0
2/7
-3/7
0
5/7

-5/7
0
-4/7
1
0
0
1/7
2/7
0
6/7

-43/7
0
-33/7
0
0
0
24/7
-1/7
1
-38/7

(

x1
x2
x3
x4
a1
 a2
 a3
 a4
-W


0
0
42/5
0
1
-33/10 31/10
-5
0
21/5

1
0
-3/5
0
0
7/10
-9/10
1
0
1/5

0
1
-2/5
0
0
3/10
-1/10
0
0
4/5

0
0
-1
1
0
1/2
-1/2
1
0
1

0
0
-42/5
0
0
43/10
-21/10 6
1
-21/5



(

x1
x2
x3
x4
a1 
 a2 
 a3
 a4
-W


0
0
1
0
5/42
-11/28 31/84
-25/42 0
1/2

1
0
0
0
1/14
13/28
-19/28 9/14
0
1/2

0
1
0
0
1/21
1/7
1/21
-5/21
0
1

0
0
0
1
5/42
3/28
-11/84 17/42
0
3/2

0
0
0
0
1
1
1
1
1
0
Il existe donc une et une seule solution de base réalisable; il s'agit de x1 = 1/2, x2 = 1, x3 = 1/2, x4 = 3/2.
De plus, du tableau optimal, on en déduit la valeur de l'inverse de la base courante, noté B-1:


5/42
-11/28 31/84
-25/42


1/14
13/28
-19/28 9/14


1/21
1/7
1/21
-5/21


5/42
3/28
-11/84 17/42
ce qui donne B-1(10, 4, 4, 1)t = (x3, x1, x2, x4)t = (1/2, 1/2, 1, 3/2)t .
b)
Trouver une solution non négative au système d'équations

-x
+y 
≥
2


y
≤
1
Est-elle unique?
Appliquons la phase I du simplexe. On obtient:

x
y
s1
e2
a
-W

-1
1
-1
0
1
0
2

0
1
0
1
0
0
1

1
-1
1
0
0
1
-2


(

x
y
s1
e2
a
-W

-1
0
-1
-1
1
0
1

0
1
0
1
0
0
1

1
0
1
1
0
1
-1
Puisque W > 0 à l'optimum, il n'y a pas de solution non négative à ce système d'équations.
c)
Trouver une solution non négative au système d'équations

-x
+y 
≥
2


y
≤
2
Est-elle unique?
Appliquons la phase I du simplexe. On obtient:

x
y
s1
e2
a
-W

-1
1
-1
0
1
0
2

0
1
0
1
0
0
2

1
-1
1
0
0
1
-2


(

x
y
s1
e2
a
-W

-1
1
-1
0
1
0
2

1
0
1
1
-1
0
0

0
0
0
0
1
1
0
Il existe une solution non négative à ce problème: x = 0, y = 2.
En omettant la variable artificielle a, nous voyons facilement dans le tableau suivant que nous ne pouvons pas faire sortir y de la base:

x
y
s1
e2

-1
1
-1
0
2

1
0
1
1
0

De plus, si x entre dans la base, elle vaudrait 0. Par conséquent, cette solution est unique.
d)
Trouver une solution non négative au système d'équations

-x
+y 
≥
2


y
≤
3
Est-elle unique?
Appliquons la phase I du simplexe. On obtient:

x
y
s1
e2
a
-W

-1
1
-1
0
1
0
2

0
1
0
1
0
0
3

1
-1
1
0
0
1
-2


(

x
y
s1
e2
a
-W

-1
1
-1
0
1
0
2

1
0
1
1
-1
0
1

0
0
0
0
1
1
0
Il existe une solution non négative à ce problème: x = 0, y = 2.
En omettant la variable artificielle a, on effectue un pivot pour faire entrer x dans la base:

x
y
s1
e2

-1
1
-1
0
2

1
0
1
1
1

x
y
s1
e2

0
1
0
1
3

1
0
1
1
1
Nous obtenons alors une autre solution non négative à ce problème : x = 1, y = 3.

(
4.
Résolvons les problèmes suivants par la méthode du simplexe :
i)
Min
z = -x

sujet à
x

+ 2z
-w
= 2



2y
+ 4z
+3w
= 1


x, y, z, w ≥ 0.
Nous allons choisir comme variables de base x et y. Après avoir divisé la deuxième équation par 2 et après avoir ramené à 0 les composantes du vecteur de coût relatif associées aux variables de base, nous avons comme tableau initial du simplexe:





(


x
y
z
w





z = -2
0
0
2
-1

.............................................................……………...

2
1
0
2
-1



0.5
0
1
2
1.5

La variable w entre dans la base et y en sort. En effectuant le pivot sur l'élément 1.5, on obtient le nouveau tableau suivant:


x
y
z
w





z = -2 1/3
0
2/3
10/3
0

.............................................................……………...

2 1/3
1
2/3
10/3
0



1/3
0
2/3
4/3
1

Puisque le vecteur de coût relatif est ≥ 0, alors la solution optimale de ce problème est x = 2 1/3, w = 1/3, y = z = 0. La valeur de la fonction objective à l'optimum est égale à -2 1/3.
ii)
Min
-x

sujet à
x

+ 2z
-w
= 2



2y
+ 4z
-3w
= 1


x, y, z, w ≥ 0.
Nous avons le tableau initial suivant:

(

x
y
z
w


z = -2
0
0
2
-1

.............................................................…………….

2
1
0
2
-1

0.5
0
1
2
-1.5
Puisque tous les coefficients de la colonne associée à la variable w sont ≤ 0, alors le problème n'est pas borné inférieurement.

 (
5.
L'objectif de la méthode révisée du simplexe est de réduire le nombre de calculs à chaque itération du simplexe. Indiquez de quelle façon nous nous y prenons.
La méthode révisée du simplexe est la méthode du simplexe où on évite de calculer au complet le tableau du simplexe mais uniquement les éléments essentiels permettant d'appliquer les critères d'entrée et de sortie du simplexe.
En effet, pour appliquer l'algorithme du simplexe à chaque itération, nous avons besoin uniquement de connaître en plus des données du problème (A, b,c) l'inverse de la base courante, les multiplicateurs du simplexe et les valeurs des variables de base.
Le critère d'entrée exige seulement la connaissance de c et des multiplicateurs du simplexe pour calculer le vecteur de coût relatif et déterminer la variable xk qui va entrer dans la base.
Le critère de sortie exige seulement la connaissance de la matrice A des contraintes, des valeurs des variables de base et de l'inverse de la base courante pour calculer B-1a.k et déterminer la variable de sortie. Le pivot effectué à chaque itération est toujours possible grâce au calcul de

B-1a.k précédent.
L'économie de la méthode révisée du simplexe provient du fait que, à chaque itération, seul les colonnes B-1a.k  et B-1b sont mises à jour avec les colonnes associées aux variables de base de la solution de base réalisable initiale.
6. [LUEN 1973]

Démontrer qu'une solution de base réalisable dégénérée peut être optimale sans que les coûts relatifs des variables hors-base soient tous non négatifs.

Supposons que le problème est borné et qu'il existe une solution de base réalisable, soit alors (x1, x2, ..., xn) une solution de base réalisable,

soit B la base dont la solution de base est (x1, x2, ..., xn) et étant donné la forme canonique associée à la base B, considérons le vecteur de coûts relatifs des variables hors-base; supposons que le coût relatif de la variable hors-base xs soit négatif; mais, alors, si la valeur de la variable xs augmente, la valeur de l'objectif diminue. En fait, 

Min
bi
:
ais > 0
=
br

1 ≤ i ≤ m







ais

ars

représente la plus grande valeur que peut prendre la variable xs. Remarquons qu'il existe au moins un indice i tel que ais > 0 car, autrement, le problème ne serait pas borné inférieurement.

Observons de plus que la nouvelle valeur de l'objectif z satisfait la relation






z' = z +
 (cs .  br) / ars

mais, alors, pour que (x1, x2, ..., xn) soit optimale (c'est-à-dire z' = z ), on doit avoir:







 cs .  br / ars = 0.

Or, cs < 0 par hypothèse, ars > 0, ce qui implique que br = 0. En d'autres mots, (x1, x2, ..., xn) est optimale si on a xjr = br = 0 où xjr est une variable de base. (x1, x2, ..., xn) est donc dégénérée.
7. [CUNN 1976]

Considérons un problème de programmation linéaire où la variable xj n'est pas contrainte à être non négative.  On peut utiliser une contrainte où la variable xj a un coefficient différent de 0 pour exprimer cette variable en fonction des autres variables et substituer dans l'objectif et dans les autres contraintes.  Démontrer qu'il suffit alors de résoudre le problème réduit obtenu en éliminant cette contrainte et d'évaluer par la suite la variable xj pour résoudre le problème original.

Soit le problème original (PO) où la variable xj n'est pas contrainte à être non négative, soit le problème réduit (PR) où on a utilisé une contrainte où la variable xj a un coefficient différent de 0 pour exprimer cette variable en fonction des autres variables et substituer dans l'objectif et dans les autres contraintes. On a aussi éliminé cette contrainte du problème réduit.

Il s'agit de montrer en premier lieu que (PO) et (PR) sont équivalents au sens des solutions réalisables, c'est-à-dire que toute solution réalisable de (PO) détermine une solution réalisable de (PR) et que toute solution réalisable de (PR) détermine une solution réalisable de (PO).
Soit (PO), un problème de programmation linéaire:

Min z = 
ctx




Ax = b




xi ≥ 0 pour tout i ≠ j.

1er cas:

Supposons que l'ensemble des points réalisables de (PO) n'est pas vide; et, soit (x1, x2, ..., xn) une solution réalisable de (PO), alors, déterminons une solution réalisable pour (PR).

Soit k, une contrainte où la variable xj a un coefficient différent de zéro; on a:


ak1x1 + ak2x2 + ... + akj xj + ... + akn xn = bk
où akj ≠ 0

et
xj
=
bk / akj
- (ak1 / akj)x1 
- (ak2 / akj)x2  - ...  - (akj-1 / akj) xj-1





- (akj+1 / akj) xj+1
- ... 


- (akn / akj) xn

car (x1, x2, ..., xn) est une solution réalisable de (PO) et satisfait donc à toutes les contraintes de (PO).

Remplaçons dans (PO) la valeur de xj par l'expression ci-haut, il est évident que (x1, x2, ...,  xj-1,  xj+1, ...,   xn) est une solution réalisable du système de contraintes y compris celles de non-négativité (où la kième contrainte a été omise). Donc, (x1, x2, ...,  xj-1,  xj+1, ...,   xn) est une solution réalisable de (PR).



(
la solution réalisable pour (PR) est donc déterminée.

2ième cas:

Supposons que l'ensemble des points réalisables de (PR) n'est pas vide; et, soit, (x1, x2, ...,  xj-1,  xj+1, ...,   xn) une solution réalisable pour (PR); déterminons alors une solution réalisable pour (PO).

Soit k, une contrainte de (PO) où la variable xj a un coefficient différent de zéro, posons


xj
=
bk / akj
- (ak1 / akj)x1 
- (ak2 / akj)x2  - ...  - (akj-1 / akj) xj-1





- (akj+1 / akj) xj+1
- ... 


- (akn / akj) xn

où akj ≠ 0.

Ainsi, (x1, x2, ...,  xj, ...,   xn) satisfait le système de contraintes de (PO).



(
la solution réalisable pour (PO) est donc déterminée.

Il s'agit enfin de montrer que la solution optimale de (PR) nous fournit la solution optimale de (PO).

Dans le problème (PO), zmin = c1x1 + c2x2 + ... + cjxj + ... + cn xn.

Dans le problème (PR), zmin = c1x1 + c2x2 + ... + cj-1xj-1 + cj+1xj+1 + ... + cn xn

+ cj
[bk / akj
- (ak1 / akj)x1 
- (ak2 / akj)x2  - ...  - (akj-1 / akj) xj-1





- (akj+1 / akj) xj+1
- ... 


- (akn / akj) xn].

Puisque

xj
=
bk / akj
- (ak1 / akj)x1 
- (ak2 / akj)x2  - ...  - (akj-1 / akj) xj-1





- (akj+1 / akj) xj+1
- ... 


- (akn / akj) xn

alors les fonctions objectives sont égales.

Puisque (PO) et (PR) sont équivalents au sens des solutions réalisables, que la solution optimale de (PR) est-elle même une solution réalisable, que les fonctions objectives sont égales alors la solution optimale de (PR) nous fournit la solution optimale de (PO).
8. Considérons le problème de programmation linéaire suivant:

n
Min z =
( cj xj

j=1

n
Sujet à
( aij xj ≥ bi, 
i = 1, 2, ..., m - 1





(P)

j=1


xj ≥ 0, 
j = 1, 2, ..., n.
Supposons que ce problème possède un ensemble de points réalisables non vide et qu'il est borné inférieurement,  soit x0 une solution optimale de ce problème.
À ce problème on ajoute une nouvelle contrainte

n

( amj xj ≥ bm.

j=1
i)
Démontrer que si


n


( amj x0j ≥ bm,


j=1
alors x0 est une solution  optimale pour le problème augmenté de la nouvelle contrainte.
Puisque le problème augmenté correspond au problème (P) auquel on a rajouté la mième contrainte, toutes les solutions réalisables du problème augmenté sont aussi réalisables pour (P).  De plus, toutes les solutions réalisables de (P) qui satisfont la mième contrainte sont aussi réalisables pour le problème augmenté. En particulier, x0 est une solution réalisable pour le problème augmenté. Mais, x0 est-elle optimale pour le problème augmenté?
Puisque x0 appartient à chacun des deux ensembles réalisables et du problème (P) et du problème augmenté, puisque x0 est une solution optimale pour (P), puisque les fonctions objectives des deux problèmes sont identiques et puisque l'ensemble des solutions réalisables du problème augmenté est inclus dans celui du problème (P), alors x0 est une solution optimale pour le problème augmenté. 
ii)
Démontrer que si
n



( amj x0j < bm



j=1

et si le problème augmenté possède un ensemble de points réalisables non vide, alors il existe une solution optimale x' de ce problème augmenté telle que



n



( amj x'j = bm



j=1
-----------------------------------
Résolvons le problème augmenté. Puisque le problème augmenté possède un ensemble de points réalisables non-vide, soit x' une solution optimale du problème augmenté.
Deux cas peuvent se produire:

n

1)

( amj x'j = bm


j=1
La démonstration est terminée.

n

2)

( amj x'j > bm


j=1
Notons d'abord que x0 et x' sont des solutions réalisables pour (P).
De plus, posons x'' = x0+ (1 - ) x' où ( ]0,1[, alors x'' est une solution réalisable de (P) ( ]0,1[ car l'ensemble des solutions réalisables de (P) est convexe.
Nous pouvons voir aussi qu'il existe une valeur de  disons'') ( ]0,1[ telle que

n



( amj x''j = bm.


j=1
Il nous reste à montrer que x'' = ''x0+ (1 - '') x' est optimale pour le problème augmenté. Nous avons:
 
n




 n



 n


( cj (''x0j+ (1 - '') x'j)
= ''
( cj x0j
+ (1 - '')
( cj x'j


j=1




j=1



j=1






= ''
z0
+ (1 - '')
z'
où z0 est la valeur de la fonction objective associée à x0 et z' celle associée à x'.
Mais, z' ≥ z0
car x0 est optimale pour le problème (P). Ceci entraîne que

''z0  + (1 - '')  z'
≤
''z'
+ (1 - '') z'
 = 
z'.
Sachant que x' est une solution optimale du problème augmenté, nous avons:

''z0  + (1 - '')  z'
≥ 
z'.
D'où,
''z0  + (1 - '')  z'
= 
z', c'est-à-dire que x'' est optimale pour le problème augmenté.
9. Le problème de programmation linéaire suivant:
Min
4x1 
+ 8x2 
+ 3x3

Sujet à
x1 
+ x2


≥
2





(P)


+ 2x2
+ x3

≥
5

xj ≥ 0, j = 1, 2, 3
peut être transformé sous la forme suivante à laquelle on peut appliquer directement l'algorithme du simplexe:
Min
4x1 
+ 8x2 
+ 3x3


+ Wx6
+ Wx7
Sujet à
x1 
+ x2

-x4

+ x6



=
2   (P'')


2 x2
+ x3 

-x5

+ x7 

=
5

xj ≥ 0, j = 1, 2, ..., 7
où W > 0 est un  scalaire arbitrairement grand.
i)
Quel est le rôle des variables x4 et x5?
Elles jouent le rôle de variables de "surplus" afin de ramener le problème (P) sous forme standard:
Min
4x1 
+ 8x2 
+ 3x3
Sujet à
x1 
+ x2

-x4

=
2




(P')


2 x2
+ x3 

-x5
=
5

xj ≥ 0, j = 1, 2, ..., 5
ii)
Quel est le rôle des variables x6 et x7?
Elles jouent le rôle de variables artificielles. Ce sont initialement les variables de base du problème augmenté (P''). Remarquons toutefois que pour résoudre le problème (P'), il n'est pas nécessaire d'utiliser la méthode des pénalités car il existe déjà une solution de base réalisable initiale à (P'): x1 = 2, x2 = 0, x3 = 5, x4 = x5 = 0.
iii)
Pourquoi doit-on introduire x6 et x7 après avoir introduit x4 et x5?
Après avoir introduit x4 et x5, on a le système (P'). Or, pour appliquer l'algorithme du simplexe, il nous faut une solution de base réalisable initiale. C'est pour cette raison que nous devrions introduire les variables artificielles x6 et x7 de façon à obtenir le problème augmenté (P''). Nous résolvons à partir du simplexe le problème augmenté avec comme solution de base réalisable initiale de (P''): x1 = x2 = x3 = x4 = x5 = 0, x6 = 2, x7 = 5 et, de cette façon, nous résolvons le problème original.
Toutefois, d'après la remarque en ii), cela ne serait pas nécessaire dans ce cas.
iv)
Quel est le rôle de W?  Démontrer que si la valeur de W > 0 est suffisamment grande alors la suite des itérations pour résoudre cette forme est identique à celle d'une Phase I suivi d'une résolution  du problème original.
D'abord, puisque W est une constante choisie arbitrairement grande, s'il existe une solution de base réalisable pour le problème initial (P'), la solution optimale du problème augmenté (P'') ne contiendra aucune variable artificielle non nulle. En effet, s'il existe une solution de base réalisable pour le problème initial (P'), elle est aussi solution de base réalisable de (P'') en posant toutes les variables artificielles égales à zéro de sorte que toute solution optimale de (P'') doit avoir ses variables artificielles nulles à cause de W.
Réciproquement, toute solution de base réalisable du problème augmenté (P'') ne contenant aucune variable artificielle strictement positive est aussi une solution de base réalisable pour le problème initial (P').
En choisissant W suffisamment grande, cela permet de sortir de la base les variables artificielles et d'obtenir une base réalisable pour le problème original (P'). Ainsi, en poursuivant la résolution de (P''), la méthode du simplexe nous donne finalement une solution optimale au problème (P'). Si les conditions d'optimalité sont satisfaites et qu'il reste quand même des variables artificielles non nulles, on conclut que le problème initial est incompatible i.e. qu'il ne possède pas de solutions réalisables.
En résolvant (P''), on voit que la suite des itérations pour résoudre la forme (P'') est identique à celle d'une Phase I suivie d'une résolution de (P').
Méthode des 2 phases:
On considère le problème auxiliaire:
Min Z =
y1 
+ y2
Sujet à
x1 
+ x2

-x4

+ y1


=
2


2 x2
+ x3 

-x5

+ y2
=
5

xj ≥ 0, j = 1, 2, ..., 5;
 y1,  y2 ≥ 0.
x1
x2
x3
x4
x5
y1
y2


1
1
0
-1
0
1
0
2
0
2
1
0
-1
0
1
5
0
0
0
0
0
1
1
x1
x2
x3
x4
x5
y1
y2


1
1
0
-1
0
1
0
2
0
2
1
0
-1
0
1
5
-1
-3
-1
1
1
0
0
7

(
x1
x2
x3
x4
x5
y1
y2


1
1
0
-1
0
1
0
2
-2
0
1
2
-1
-2
1
1
2
0
-1
-2
1
3
0
1
x1
x2
x3
x4
x5
y1
y2


0
1
1/2
0
-1/2
0
1/2
5/2
-1
0
1/2
1
-1/2
-1
1/2
1/2
0
0
0
0
0
1
1
0
Nous sommes à la fin de la phase I avec Z = 0.
x1
x2
x3
x4
x5


0
1
1/2
0
-1/2
5/2
-1
0
1/2
1
-1/2
1/2
4
8
3
0
0

x1
x2
x3
x4
x5


0
1
1/2
0
-1/2
5/2
-1
0
1/2
1
-1/2
1/2
4
0
-1
0
4
20
x1
x2
x3
x4
x5


1
1
0
-1
0
2
-2
0
1
2
-1
1
2
0
0
2
3
19
La solution optimale est x1 = 0, x2 = 2, x3 = 1, x4 = x5 = 0 avec Z = 19.
Méthode des pénalités:
Min
4x1 
+ 8x2 
+ 3x3


+ Wx6
+ Wx7
Sujet à
x1 
+ x2

-x4

+ x6



=
2   (P'')


2 x2
+ x3 

-x5

+ x7 

=
5

xj ≥ 0, j = 1, 2, ..., 7
où W > 0 est un  scalaire arbitrairement grand.
x1
x2
x3
x4
x5
x6
x7


1
1
0
-1
0
1
0
2
0
2
1
0
-1
0
1
5
4
8
3
0
0
w
w
7w
x1
x2
x3
x4
x5
x6
x7


1
1
0
-1
0
1
0
2
0
2
1
0
-1
0
1
5
4-w
8-3w
3-w
w
w
0
0
7w

(
x1
x2
x3
x4
x5
x6
x7


1
1
0
-1
0
1
0
2
-2
0
1
2
-1
-2
1
1
-4+2w 0
3-w
8-2w
w
-8+3w 0
16+w



(
x1
x2
x3
x4
x5
x6
x7


0
1
1/2
0
-1/2
0
1/2
5/2
-1
0
1/2
1
-1/2
-1
1/2
1/2
4
0
-1
0
4
w
w-4
20
x1
x2
x3
x4
x5


0
1
1/2
0
-1/2
5/2
-1
0
1/2
1
-1/2
1/2
4
0
-1
0
4
20


(
x1
x2
x3
x4
x5


1
1
0
-1
0
2
-2
0
1
2
-1
1
2
0
0
2
3
19
10.
Soit un problème de programmation linéaire sous sa forme standard avec une borne supérieure connue s sur la somme des variables, soit une solution de base réalisable de ce problème à une itération intermédiaire du simplexe pour laquelle la valeur de l'objectif est égal à z0. Dénotons par

m =
Min
{cj | j est l'indice d'une variable hors base}


1≤j≤n
Dénotons également par z la valeur optimale (recherchée) de l'objectif. Démontrer que

z0 - z ≤ (
si - m ≤ (/s.
Pour ce faire, nous constatons que:

z = 
z0 +
∑ cjxj 

≥ z0 
+ m
∑ xj 

≥ z0 
+ m s 



j(var. hors base

j(var. hors base
(puisque m < 0).
D'où, z0 - z ≤ -ms ≤ (.
----------------------------------------------------------
