Exercices à résoudre
1.
En considérant  le problème du voyageur de commerce où on représente les lieux à visiter par les sommets d'un graphe dont les arcs  (i, j)  désignent les voies de liaison  reliant les lieux à visiter, appelons U l'ensemble des arcs (i, j) du graphe.
Nous avons vu que les seules contraintes de (6.3.1) ne suffisent pas, si l'on veut être assuré d'avoir un seul circuit  continu et non pas plusieurs sous-circuits disjoints.
Nous allons imposer les contraintes supplémentaires:


ui - uj + n xij ≤ n - 1,

(i, j) ( U
i, j (
où ui et uj sont des variables ≥ 0 quelconques.
Montrer  que ces contraintes ont une solution en ui, uj, xij si et seulement si, il n'existe pas de sous-circuits.
2.
Soit un graphe biparti non orienté G = (X, Y, U) où 


X = {1, 2, ..., p}


Y = {p + 1, p + 2,  ..., n} sont deux ensembles de sommets et


U = {b1, b2, ..., bq} ( X x Y est un ensemble d'arêtes.

On définit la matrice d'incidence aux arêtes A = (aij),
i = 1, 2, ..., n;
j = 1, 2, ..., q
par
aij =
1 si le sommet i est une extrémité de bj 



0 sinon.
De plus, on appelle couplage du graphe G = (X, Y, U) un ensemble d'arêtes W tel que deux arêtes quelconques de W ne soient pas adjacentes.  On appelle couplage maximum tout couplage V tel que card(V) ≥ card(W) pour tout couplage W.
Si on pose


xi =
1 si l'arête bi est dans le couplage maximum



0 sinon
a)
formuler le problème de recherche du couplage maximum dans le graphe G comme un programme linéaire entier.
b)
Est-il possible de supposer simplement que x ≥ 0 dans le programme linéaire entier ci-dessus (sans tenir compte des contraintes d'intégrité)?  Pourquoi?
3.
Il arrive souvent qu'on doive défrayer un coût fixe lorsqu'on choisit une activité j au lieu d'une autre.  Dans ce cas, on a généralement que le coût de cette activité est au moins proportionnel au niveau de l'activité choisie.  Par exemple, dans la construction d'une autoroute, si on a n tronçons à construire où la longueur en milles xj du tronçon j est limitée par un système de contraintes linéaires.  Si on construit le tronçon j d'une longueur de xj milles, il y a un coût fixe kj dû par exemple à des frais d'expropriation, ..., et un coût variable cj par mille construit ce qui implique que kj + cj xj est le coût du tronçon si xj > 0.  Mais, il se peut qu'on puisse raccorder l'autoroute à une autre route déjà existante et alors on ne construit pas le tronçon j (par exemple, pour l'Autoroute des Cantons de l'Est, on s'est raccordé au tronçon Omerville-Sherbrooke qui existait déjà) d'où xj = 0 et le coût de construction de ce tronçon est évidemment nul.  En d'autres termes, le coût total fj(xj) pour le tronçon j sera:
fj(xj) = 
kj + cj xj
si xj > 0,

0


si xj = 0
Soit le modèle non linéaire représentant cette situation:

n

≥

( aij xj

≤
bi,

i = 1, 2, ..., m




(1)

j=1

xj ≥ 0, 
j = 1, 2, ..., n







(2)
(P)
f1(x1)
+
f2(x2)
+ ... + fn(xn) 
=
Z (min)


(3)

où




kj + cj xj 

si xj > 0


 fj(xj) 





j = 1, 2, ..., n




0


si xj = 0
On suppose que kj ≥ 0, j = 1, 2, ..., n et qu'ils ne sont pas tous nuls.  Soit M un nombre suffisamment grand pour qu'il excède toute valeur réalisable de xj, j = 1, 2, ..., n dans le programme non linéaire (P).  Soit aussi le programme linéaire mixte:

n

≥

( aij xj

≤
bi,

i = 1, 2, ..., m



(1)

j=1

xj ≥ 0, 
j = 1, 2, ..., n






(2)
(PM)
0 ≤ yi ≤ 1, 

entiers, 
j = 1, 2, ..., n




(4)

xj ≤ Myj,


j = 1, 2, ..., n





(5)

n

( (kjyj + cj xj)
=
Z'(min)

j=1
où les contraintes (1) et (2) et les variables kj et cj sont celles de (P) et où M est tel que défini.
a)
Dans (PM), a-t-on toujours que yj = 0 ou 1 pour tout j?
b)
Pour quelles valeurs de yj a-t-on kjyj + cj xj = fj (xj) ?
c)
Dans (PM), que peut-on dire de yj si xj > 0 ? si  xj = 0 ?
d)
Montrer que si kj > 0 et xj = 0, on aura nécessairement yj = 0 dans la solution optimale de (PM).
e)
À l'aide de ce qui précède, en déduire que les problèmes (P) et (PM) sont équivalents au sens des solutions optimales, c'est-à-dire que la solution optimale de (P) permet de connaître la solution optimale de (PM), que la solution optimale de (PM) permet de connaître la solution optimale de (P).  De plus, montrer que les valeurs optimales des fonctions objectives de (P) et de (PM) coïncident.
4.
Soit le modèle


n


( aij xj
≤
bi,

i = 1, 2, ..., m


j=1
(P)

0 ≤ x1 ≤ M,

xj ≥ 0, 

j = 1, 2, ..., n


c(x1) + c2 x2 + c3 x3 + cn xn = Z(max)
où c(x1) est une fonction continue linéaire par morceaux, c'est-à-dire

d0 
+d1x1





0 = X1 ≤ x1 ≤ X2

d0 
+d1X2
+d2(x1 - X2)



X2 ≤ x1 ≤ X3

d0 
+d1X2
+d2(X3 - X2)
+d3(x1 - X3)

X3 ≤ x1 ≤ X4
c(x1) =
.

   .

   .

.


.

.

   .

   .


.

.

d0 
+d1X2
+d2(X3 - X2)
+   ......


   ...... + dp-2 (Xp-1 - Xp-2) + dp-1 (x1 - Xp-1)








Xp-1 ≤ x1 ≤ Xp = M
Voyons comment obtenir un programme linéaire mixte équivalent à (P).  On introduit les p poids wk qui sont tels que

w1 + w2 + ... + wp-1 + wp = 1





(1)

wk ≥ 0, 
k = 1, 2, ..., p






(2)
De plus, sachant que tout nombre v compris entre deux nombres v0 et v1 peut toujours s'écrire sous la forme v = v0x + v1y où x, y ≥ 0 et x + y = 1 (ou encore v = v1 - (v1 -v0) x) et posant comme représentation pour x1:


x1 ( X1w1 + X2w2 + ... + Xpwp
a)
Montrer que wk + wk+1 = 1, w1 = w2 = ... = wk-1 = wk+2 = ... = wp = 0 implique que



xk ≤ x1 ≤ xk+1

On introduit alors les (p-1) variables bivalentes zk qui sont telles que



zk = 0 ou 1, k = 1, 2, ..., p-1





(3)



z1 + z2 + ... + zp-1 = 1





(4)

De plus, on introduit le système d'inégalités:


w1 
- z1 






≤ 0


w2 
- z1 
- z2 





≤ 0


w3

- z2 
- z3 




≤ 0


.


.
.



.

(5)


.



.
.


.


wp-1 




- zp-2 
- zp-1

≤ 0


wp 





- zp-1

≤ 0
b)
Montrer qu'alors le système (5) implique qu'il y a au plus deux poids adjacents non nuls wk, wk+1, k ({1, 2, ..., p-1}.
c)
 En déduire alors qu'on a nécessairement que

"pour au plus un k ({1, 2, ..., p-1}, wk + wk+1 = 1"
d)
Montrer alors que sous la représentation


x1 ( X1w1 + X2w2 + ... + Xpwp

on a que



Xk ≤ x1 ≤ Xk+1 ( wk + wk+1 = 1,






wj = 0 pour tout j (k, k + 1.
e)
Toujours sous la même représentation de x1 et tenant compte de ce qui a été fait à date, montrer que



c(X1)w1
+ c (X2)w2
+  ... + c (Xp)wp =  c(x1).

Soit maintenant le programme linéaire mixte



p


n


ai1
( Xk wk
+
( aij xj
 
≤ bi,
i = 1, 2, ..., m



k=1


j=2


xj ≥ 0, 







j = 2, 3, ..., n


w1 + w2 + ... + wp = 1


wk ≥ 0, 






k = 1, 2, ..., p


zk = 0 ou 1, 






k = 1, 2, ..., p-1


z1 + z2 + ... + zp-1 = 1


w1 
- z1





≤ 0


w2 
- z1 
- z2




≤ 0


w3 

- z2 
- z3



≤ 0


.


.
.


≤ 0


.


.
.
.

≤ 0


wp-1 




- zp-2
- zp-1 
≤ 0


wp





- zp-1 
≤ 0


c(X1)w1 + ...  + c(Xp)wp + c2x2 +  c3x3 + ... +  cnxn = Z(max)
f)
Montrer que (P) et (PM) sont équivalents au sens des solutions réalisables, c'est-à-dire que toute solution réalisable de (P) détermine une solution réalisable de (PM), que toute solution réalisable de (PM) détermine une solution réalisable de (P).  En déduire que la solution optimale de (PM) nous fournit la solution optimale de (P) (comment?)
5.
Soit le programme non linéaire entier mixte

6x1
- 3x2
+ 2x3
+3x4 
≤
10,
x1 = 0 ou 1, x4 = 0 ou 1,
(P)
4x1
+ x2
+ 2x3
+ 9x4
≤
12,
x2 =1, 3 ou 5,  x3 ≥ 0,

4x21
+ 2x2
+ x3 
+ 6x4
=
Z(max)
a)
Montrer que (P) est équivalent au programme linéaire mixte

6x1
- 3x2
+ 2x3
+3x4 
≤
10,
x1 = 0 ou 1, x4 = 0 ou 1,
(PA)
4x1
+ x2
+ 2x3
+ 9x4  ≤
12,
x2 = 1, 3 ou 5,  x3 ≥ 0,

4x1
+ 2x2
+ x3 
+ 6x4 
=
Z(max)
b)
Résoudre (PE).  Qu'en concluez-vous pour (P)?
6.
Supposons que M est un nombre assez grand pour ne pas éliminer de solutions réalisables d'un système de contraintes où se trouve la contrainte:
"Au moins K ≤ N contraintes sont vérifiées parmi les N contraintes:
f1(x1, x2, ..., xn)
≤
d1 
f2(x1, x2, ..., xn)
≤
d2 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
fN(x1, x2, ..., xn)
≤
dN"
Montrer qu'il est alors équivalent d'écrire:

f1(x1, x2, ..., xn)
≤
d1 + My1

f2(x1, x2, ..., xn)
≤
d2 + My2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

fN(x1, x2, ..., xn)
≤
dN + MyN

0 ≤ yi ≤ 1, 




i = 1, 2, ..., N entiers

y1 + y2 + ... + yN ≤ N - K
7.
On a souvent besoin de trouver un M assez grand tel qu'il ne puisse pas éliminer de solutions réalisables lorsqu'on l'utilise avec un système de contraintes.  Soit le programme linéaire borné:


n


( aij xj
≤
bi,
i = 1, 2, ..., m

j=1

(P)

0 ≤ xj ≤ dj,


j = 1, 2, ..., n             


n


( cj xj
=
z(max)


j=1
a)
On demande d'écrire un algorithme pour trouver sous le système de contraintes de (P), la valeur minimale de ce M.
Soit le programme linéaire entier:

4x1
+ 2x2
+ 6x3
+x4 
≤
18
x1 = 0 ou 1, x3 = 0 ou 1,

6x1
- x2
+ 8x3
+ 2x4
=
30
x2, x4 ≥ 0, entiers,
(PE)
3x1
+ 2x2
- x3 
+ x4 
≤
10

ou

- 3x1
- 2x2
+ x3
- x4 
≤
-10

x1
+ 3x2
+ 2x3
- x4
=
Z(max)
b)
Trouver la valeur minimale de M qui permette d'affirmer que (PE) est équivalent au programme linéaire entier

4x1
+ 2x2
+ 6x3
+x4 
≤
18
x1, x3, x5 = 0 ou 1,

6x1
- x2
+ 8x3
+ 2x4
=
30
x2, x4 ≥ 0, entiers,
(PA)
3x1
+ 2x2
- x3 
+ x4 
≤
10 + Mx5

-3x1
- 2x2
+ x3
- x4 
≤
-10 + M - Mx5

x1
+ 3x2
+ 2x3
- x4
=
Z(max)
c)
Résoudre (PA).  Quelle est la solution optimale de (PE)?
8. Voir [HILL 90, pp. 489-498; ECKE 88, pp. 253-258]
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