Exercices résolus

Question # 1.


i)
Déterminer toutes les solutions de base réalisables pour le système suivant :


x + 2y + 3z + 4u = 7


2x + y + z + 2u = 3.

ii)
Déduire la solution optimale du programme linéaire:

Min W = x - 2y + z

sous les conditions


x + 2y + 3z + 4u = 7


2x + y + z + 2u = 3.


x, y, z, u ≥ 0.
-------------------------------------------------
i)
Nous avons 6 façons différentes de choisir une base du système.


1
2
( l'inverse est 
-1/3
2/3


2
1



2/3
-1/3

(-1/3, 11/3, 0, 0) est une solution de base mais n'est pas réalisable.


1
3
( l'inverse est 
-1/5
3/5


2
1



2/5
-1/5

(2/5, 0, 11/5, 0) est une solution de base réalisable.


1
4
( l'inverse est 
-1/3
2/3


2
2



1/3
-1/6

(-1/3, 0, 0, 11/6) est une solution de base mais non réalisable.


2
3
( l'inverse est 
-1
3


1
1



1
-2

(0, 2, 1, 0) est une solution de base réalisable.


2
4
( l'inverse n'existe pas; aucune solution de base n'existe.


1
2


3
4
( l'inverse est 
1
-2


1
2



-1/2
3/2

(0, 0, 1, 1) est une solution de base réalisable.
ii)
D'après le théorème fondamental de la programmation linéaire, l'une des solutions de base réalisables est aussi optimale; il suffit donc de comparer les valeurs de W correspondant à chacune d'entre elles.

(2/5, 0, 11/5, 0)
(
w = 13/5

(0, 2, 1, 0)

(
w = -3

(0, 0, 1, 1)

(
w = 1

La solution optimale est (0, 2, 1, 0)

et
wmin = -3.



(

Question # 2.


Soient X et Y deux sous-ensembles convexes de (n.  Démontrer que les ensembles suivants sont convexes:

i)
X + Y = {z((n: z = x + y,  x ( X, y (Y

ii)
X * Y = {z((2n: z = [xt , yt]t, x ( X, y (Y

iii)
X ( Y = {z((n: z ( X et z (Y

iv)
(X = {z((n: z = ( x, x ( X où (((

v)
X  = {z((n: z est un point d'accumulation  de X(fermeture de X)
Note:
Soit S un ensemble, soit y un point non nécessairement dans S, y est un point d'accumulation de S si dans le voisinage de y, il y a au moins un point x appartenant à S et différent de y.
i)
Il s'agit de montrer que "X et Y sont convexes ( X + Y l'est aussi".
Montrons que (z1, z2 ( X + Y, 0 ≤ ( ≤ 1 ( (z1+ (1-()z2 ( X + Y.
Par définition, (x1, x2 ( X, (y1, y2 ( Y tels que z1 = x1 + y1 et z2 = x2 + y2.
D'où, (z1+ (1-()z2
=
( (x1 + y1) + (1-()(x2 + y2)



=
(x1+ (1-()x2 + (y1+ (1-()y2



=
x + y 
où x ( X, y ( Y
puisque X et Y sont convexes



(
X + Y

par définition.
(
X et Y sont convexes ( X + Y l'est aussi.
-------------------------------------------------
ii)
Il s'agit de montrer que "X et Y sont convexes ( X * Y l'est aussi".
Montrons que (z1, z2 ( X * Y, 0 ≤ ( ≤ 1 ( (z1+ (1-()z2 ( X * Y.
Par définition, (x1, x2 ( X, (y1, y2 ( Y tels que z1 = [x1t , y1t]t et z2 = [x2t , y2t]t.
D'où, (z1+ (1-()z2
=
( [x1t , y1t]t + (1-()[x2t , y2t]t



=
[( (x1t , y1t)]t + [(1-()(x2t , y2t)]t
car ( est un scalaire



=
[((x1)t , ((y1)t]t + [((1-()x2)t , ((1-()y2)t]t



=
[((x1)t + ((1-()x2)t, ((y1)t + ((1-()y2)t]t



=
[((x1 + (1-()x2)t, ((y1 + (1-()y2)t]t



=
[xt , yt]t où  x=(x1+ (1-()x2( X, y=(y1+ (1-()y2 ( Y






puisque X et Y sont convexes



(
X * Y

par définition.
(
X et Y sont convexes ( X * Y l'est aussi.
-------------------------------------------------
iii)
Il s'agit de montrer que "X et Y sont convexes ( X ( Y l'est aussi".
Montrons que (z1, z2 ( X ( Y, 0 ≤ ( ≤ 1 ( (z1+ (1-()z2 ( X ( Y.
Soient z1, z2 ( X ( Y, 0 ≤ ( ≤ 1 
( z1, z2 ( X et z1, z2 ( Y





( (z1+ (1-()z2( X, (z1+ (1-()z2( Y








puisque X et Y sont convexes





( (z1+ (1-()z2( X ( Y.
(
X et Y sont convexes ( X ( Y l'est aussi.
-------------------------------------------------
iv)
Il s'agit de montrer que "X est convexe ( (X est convexe".
Montrons que (y1, y2 ( (X, ( 0 ≤ ( ≤ 1 ( (y1+ (1-()y2 ( (X.
Soient y1, y2 ( (X, mais, alors, par définition, (x1, x2 ( X tels que y1 = (x1 et y2 = (x2.
D'où, ( 0 ≤ ( ≤ 1, 
(y1+ (1-()y2
=
((x1+ (1-()(x2






=
( [(x1+ (1-()x2]






=
(x où x = (x1+ (1-()x2( X









puisque X est convexe






( 
(X
par définition.
(
X est convexe ( (X est convexe.
-------------------------------------------------
v)
Il s'agit de montrer que "X est convexe ( X est convexe".
Montrons que (y1, y2 ( X, (0 ≤ ( ≤ 1 ( (y1+ (1-()y2 ( X.
Soient y1, y2 ( X, mais, alors, par définition, y1 et y2 sont des points d'accumulation de X.
Cela signifie que:
-
( une suite {x'n} telle que
lim x'n= y1, 
où x'n( X et les x'n sont tous différents;





n((
-
( une suite {x"n} telle que
lim x"n= y2, 
où x"n( X et les x"n sont tous différents.





n((
D'où, (0 ≤ ( ≤ 1,
(y1+ (1-()y2
=
(
lim x'n
+
(1-()
lim x"n




n((


n((

=
lim
(x'n + (1-() x"n




n((
Or, (x'n + (1-() x"n( X car X est convexe; de plus, les (x'n + (1-() x"n sont tous différents car les x'n sont tous différents et les x"n aussi.
Donc, ( une suite {(x'n + (1-() x"n} telle que

lim (x'n + (1-() x"n = (y1+ (1-()y2,

n((



où
(x'n + (1-() x"n( X et les (x'n + (1-() x"n sont tous différents.
Par conséquent, (y1+ (1-()y2 est un point d'accumulation de X ou encore, (y1+ (1-()y2 ( X.
(
X est convexe ( X est convexe.

(
Question # 3.


Soit X ((2 l'ensemble des points réalisables pour le système suivant:


x
+ 3y
≤ 4


x
+ y
≤ 2


2x

≤ 3


x

≥ 0



y
≥ 0
a)
Représenter X graphiquement,
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b)
X est-il un polytope?  Pourquoi?
Oui, car X s'exprime comme l'intersection d'un nombre fini de demi-espaces fermés de (2, soient

H+[(1,3),4],
H+[(1,1),2],
H+[(2,0),3],
H-[(1,0),0],
H-[(0,1),0].
On peut voir aussi que X est un ensemble fermé convexe d'après le graphique.
c)
X est-il un polyèdre?  Pourquoi?
Un polyèdre X est un polytope borné. Or, nous savons que X est un polytope d'après b). Et d'après le graphique, on voit facilement que l'ensemble est borné.
d)
Quels sont les points extrêmes de X?
(0,0), (3/2, 0), (3/2, 1/2), (1,1) et (0,4/3).
e)
Quelles sont les solutions de base réalisables du système obtenu en introduisant des variables d'écart correspondant aux points extrêmes de X?
En introduisant les variables d'écart, nous obtenons le système suivant:


x
+ 3y
+e1


= 4


x
+ y

+e2

= 2


2x



+e3
= 3


x,
y,
e1,
e2,
e3
≥ 0.
Points extrêmes de X



Solutions de base réalisables
(0,0)

<--------------->


(0, 0, 4, 2, 3)
(3/2,0)

<--------------->


(3/2, 0, 5/2, 1/2, 0)
(3/2, 1/2)

<--------------->

(3/2, 1/2, 1, 0, 0)
(1, 1)


<--------------->

(1, 1, 0, 0, 1)
(0,4/3)


<--------------->

(0, 4/3, 0, 2/3, 3)

(
Question # 4.

[Gérald Baillargeon, "Introduction à la programmation linéaire". Les Éditions SMG, 1977, p. 37]

Une diététicienne doit préparer un mélange de deux aliments A1 et A2.  Chaque unité de l'aliment A1 contient 12 grammes de protéines et 20 grammes d'hydrates de carbone et coûte 0,16$.  Chaque unité de l'aliment A2 contient 20 grammes de protéines et 25 grammes d'hydrates de carbone et coûte 0,22$.  Le mélange doit contenir au moins 600 grammes de protéines et 800 grammes d'hydrates de carbone.  Déterminer, par la méthode graphique, le mélange optimum.  Quel est le coût de ce mélange?
----------------------------------------

Soient


x1

:
nombre d'unités de l'aliment A1,


x2

:
nombre d'unités de l'aliment A2,

12x1
+ 20x2
:
la quantité de protéines dans le mélange




≥
600


20x1
+ 25x2
:
la quantité d'hydrates de carbone dans le mélange




≥
800


0.16x1 + 0.22x2
:
le coût du mélange,

le problème à résoudre est alors sous la forme:

Min
0.16x1 
+ 0.22x2
sujet à
12x1

+ 20x2

≥
600

20x1

+ 25x2

≥
800

x1 ≥ 0

x2 ≥ 0.
Le domaine réalisable est illustré à la figure suivante.
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k=10.4

k=8.8

k=6.88

(10,24)

Famille de courbes 

0.16x1 + 0.22x2 = k


La solution optimale est alors (10,24) et la valeur minimale de l'objectif est 6.88$.
Question # 5.

Résoudre par la méthode graphique le programme linéaire suivant à deux variables:
Min 
z =
-3x
-2y
sous les contraintes

2x +
4y
≤ 22

-x +
4y
≤ 10

2x -
y
≤ 7

x -
3y
≤ 1

x, 
y ≥ 0.
-------------------------------------------
Il s'agit donc de chercher un vecteur (x,y) qui réalise le maximum de la forme linéaire 3x + 2y sous les contraintes énumérées précédemment.
Les contraintes du problème impliquent que les solutions réalisables sont situées à l'intérieur d'un polygone convexe (voir figure).
Considérons alors les lignes de niveau de -z, c'est-à-dire les droites parallèles 3x + 2y = k.
Il est clair qu'en se déplaçant dans la direction du vecteur normal (3,2), la constante k s'accroît. La solution optimale est unique et correspond alors au sommet (5,3) le plus éloigné dans la direction du vecteur normal.
Revenons à notre problème du début: il s'agissait de minimiser z= -3x -2y à partir de certaines contraintes; mais alors, minimiser z= - maximum (-z) = -21.
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Question # 6.

Considérons un problème de programmation linéaire sous sa forme standard où la variable xj n'est pas contrainte à être non négative.  Alors on peut remplacer cette variable par 


µj ‑ (j (i.e. xj = µj ‑ (j) où µj ≥ 0 et (j ≥ 0.
i)
Démontrer qu'il ne peut exister de solution de base réalisable où µj et (j sont des variables de base.
Supposons au contraire qu'il existe une solution de base réalisable où µj et (j sont des variables de base et B la base en question.
Puisque B est une base, B est non-singulière. Prenons les colonnes a.k et a.k+1 de B correspondant aux variables de base µj et (j; on a alors a.k = - a.k+1 de sorte que |B| = 0.
On en arrive à la conclusion que B est singulière. Contradiction.
Il n'existe pas de solution de base réalisable où µj et (j sont des variables de base.
ii)
Démontrer que si a.j = 0 et si cj ≠ 0, alors le problème n'est pas borné inférieurement.
Dénotons par a.1, a.2, ..., a.j, ..., a.n les n colonnes de A. Supposons que x = [x1, x2, ..., xj, ..., xn]t est un élément de l'ensemble des points réalisables:


x1a.1 + x2a.2 + ... + xja.j + ... + xna.n
= b


(*)


x1≥ 0,  x2≥0, ...  xj libre,  ...  xn≥0
Puisque a.j = 0, alors xj peut prendre n'importe quelle valeur tout en satisfaisant à (*). Or, la valeur de la fonction à minimiser est:


z = x1c1 + x2c2 + ... + xjcj + ... + xncn.
Deux cas peuvent se produire:
a)
cj > 0:

on voit que si xj ((alors z ((
b)
cj < 0:

on voit que si xj ((alors z ((.
Si a.j = 0 et si cj ≠ 0, alors le problème n'est pas borné inférieurement.
iii)
Considérons le problème précédent où a.j = 0 et cj ≠ 0, si on ajoute la contrainte xj ≥ 0, peut-on tirer la même conclusion qu'en ii)?  Justifier votre réponse.
Supposons que x = [x1, x2, ..., xj, ..., xn]t est un élément de l'ensemble des points réalisables:


x1a.1 + x2a.2 + ... + xja.j + ... + xna.n
= b


(*)


x1≥ 0,  x2≥0, ...  xj≥0,  ...  xn≥0
Puisque a.j = 0, alors xj peut prendre n'importe quelle valeur positive ou nulle tout en satisfaisant à (*). Or, la valeur de la fonction à minimiser est:


z = x1c1 + x2c2 + ... + xjcj + ... + xncn.
Deux cas peuvent se produire:
a)
cj > 0:

xj dans la solution de base réalisable optimale.
b)
cj < 0:

si xj ((alors z ((, le problème n'est pas borné inférieurement.

Question # 7.

i)
Déterminer toutes les solutions de base et toutes les solutions de base réalisables pour le système suivant:

x 
+ y 
+ z 
+ u 
= 3


- y 
+ z 
+ u
= 1.
ii)
Déduire la solution optimale du programme linéaire:

Min z = x - 2y + z

sous les conditions

x 
+ y 
+ z 
+ u 
= 3


- y 
+ z 
+ u
= 1.


x, y, z, u ≥ 0.
Sous-matrice 2x2

Base

Base réalisable
Solution
Objectif

1
1
oui


non

x=4, y=-1

0
-1

1
1
oui


oui

x=2, z=1

3

0
1

1
1
oui


oui

x=2, u=1

2

0
1

1
1
oui


oui

y=1, z=2

0

-1
1

1
1
oui


oui

y=1, u=2

-2

-1
1

1
1
non


non

1
1
La solution optimale est x=z=0, y=1, u=2 et la valeur de l'objectif à l'optimum est égale à -2.

Question # 8.

Soit le programme linéaire suivant à deux variables:
Max 
z =
x + y
sous les contraintes


2x +
y
≤ 2


-x +
y
≤ 1


x -
2y
≤ 1


x, y ≥ 0.
i)
En appliquant la méthode graphique, déterminer la solution optimale de ce problème et la valeur de la fonction objectif à l'optimum?
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Points extrêmes

Valeur de l'objectif


(0,0)



0


(1,0)



1


(0,1)



1


(1/3, 4/3)



5/3.

Par conséquent, la solution optimale est (1/3, 4/3) et la valeur de l'objectif à l'optimum est 5/3.
ii)
Y a-t-il des contraintes redondantes? Expliquez?

D'après le graphique, la contrainte x-2y ≤ 1 est redondante car elle peut être omise sans modifier l'ensemble des solutions réalisables du problème.
iii)
Énumérer les points extrêmes de l'ensemble des contraintes réalisables?

Il s'agit des points (0,0), (1,0), (0,1) et (1/3, 4/3).

Question # 9.

Une entreprise fabrique trois produits P1, P2 et P3 et pour ce faire utilise trois centres de fabrication. Les temps opératoires, en heures par unité, à chaque centre de fabrication sont les suivants:




Produits



P1
P2
P3
       temps disponible
Centre I

4
2
4

80 heures
Centre II

2
2
3

50 heures
Centre III

1
3
2

40 heures.
La contribution unitaire de chaque produit au bénéfice est la suivante:

5$ pour P1,
3$ pour P2,
4$ pour P3.
Quel est le modèle de programmation linéaire où l'on vise à déterminer le bénéfice maximum de l'entreprise? Expliquez!
------------------------------------------
Soit xi
: le nombre d'unités du produit Pi fabriquées par l'entreprise,
i = 1, 2, 3,
nous avons alors comme bénéfice pour l'entreprise 5x1 + 3x2 + 4x3.
Pour maximiser le bénéfice de l'entreprise, il s'agit de fabriquer le maximum de produits P1, P2 et P3; or, la fabrication de ces 3 produits est limitée par les temps disponibles à chaque centre de fabrication:

Temps de fabrication du Centre I:
4x1 + 2x2 + 4x3 ≤ 80

Temps de fabrication du Centre II:
2x1 + 2x2 + 3x3 ≤ 50

Temps de fabrication du Centre III:
1x1 + 3x2 + 2x3 ≤ 40.
Le modèle de programmation linéaire à résoudre est donc le suivant:

Max
5x1 + 3x2 + 4x3
sujet à
4x1 + 2x2 + 4x3 ≤ 80

2x1 + 2x2 + 3x3 ≤ 50

1x1 + 3x2 + 2x3 ≤ 40

xi
≥ 0, 
i=1, 2, 3.

Question # 10.

Considérons le problème de programmation linéaire sous sa forme standard

Min
z = ctx

sujet à
Ax = b



x ≥ 0.
Supposons de plus que ce problème possède une valeur optimale finie.
i)
Démontrer que l'ensemble des solutions réalisables de ce problème est un ensemble convexe.
Soit X = {x: Ax = b, x ≥ 0}, il s'agit de démontrer que X est convexe c'est-à-dire, 

x1, x2(X
(
(x1+ (1-() x2(X
((( [0,1].
Notons d'abord que (x1+ (1-() x2 ≥ 0 car x1, x2 ≥ 0 (puisque x1, x2(X).
Puis, nous avons:

A[(x1+ (1-() x2]
=
(Ax1+ (1-() Ax2





=
(b+ (1-()b
car Ax1 = Ax2 = b (puisque x1, x2(X)





=
b.

(
(x1+ (1-() x2(X
((( [0,1].



(
X est convexe.
ii)
Démontrer que l'ensemble des solutions optimales de ce problème est un ensemble convexe.
Posons
z = la valeur optimale finie de l'objectif du problème de programmation linéaire,



Z = {x: ctx = z, x(X}, il s'agit de démontrer que Z est convexe c'est-à-dire, 




x1, x2(Z
(
(x1+ (1-() x2(Z
((( [0,1].
Notons d'abord que:

x1, x2(Z
(
x1, x2(X
par définition de Z




(
(x1+ (1-() x2(X
((( [0,1]
car X est convexe d'après i).
De plus, nous avons:

ct[(x1+ (1-() x2]
=
(ctx1+ (1-() ctx2





=
(z+ (1-()z
car ctx1 = ctx2 = z (puisque x1, x2(Z)





=
z.

(
(x1+ (1-() x2(Z
((( [0,1].



(
Z est convexe.

Question # 11.

Démontrer que les ensembles suivants sont convexes:
i)
H(a, ß)




iii)
H+[a,ß]
ii)
H+(a,ß)




iv)
un polytope X.
i)
H(a, ß)
=
{x((n: atx=ß}; 
a((n, a ≠ 0, ß((
Soient u, v ( H(a, ß), 0 ≤ ( ≤ 1, alors

at[(u + (1-() v]
=
at(u + at(1-() v




=
(atu + (1-() atv




=
(ß + (1-() ß
car u, v ( H(a, ß)




=
ß

(
(u + (1-() v ( H(a, ß).



(
H(a, ß) est convexe.
ii)
H+(a, ß)
=
{x((n: atx < ß}; 
a((n, a ≠ 0, ß((
Soient u, v ( H+(a, ß), 0 ≤ ( ≤ 1, alors

at[(u + (1-() v]
=
at(u + at(1-() v




=
(atu + (1-() atv




<
(ß + (1-() ß
car u, v ( H+(a, ß)





=
ß

(
(u + (1-() v ( H+(a, ß).



(
H+(a, ß) est convexe.
iii)
H+[a, ß]
=
{x((n: atx ≤ ß}; 
a((n, a ≠ 0, ß((
Soient u, v ( H+[a, ß], 0 ≤ ( ≤ 1, alors

at[(u + (1-() v]
=
at(u + at(1-() v




=
(atu + (1-() atv




≤
(ß + (1-() ß
car u, v ( H+[a, ß]





=
ß

(
(u + (1-() v ( H+[a, ß].



(
H+[a, ß] est convexe.
iv)
un polytope X.
Un polytope est un sous-ensemble de (n qui s'exprime comme l'intersection d'un nombre fini de demi-espaces fermés de (n.
On a montré en iii) qu'un demi-espace fermé de (n est convexe; il nous reste alors à montrer que l'intersection d'un nombre fini d'ensembles convexes est convexe.
En effet, soient C1, C2, ..., Cm des ensembles convexes, 0 ≤ ( ≤ 1,

soient x, y ( l'intersection des m ensembles convexes, alors

x ( Ci
pour tout i, 
y ( Ci
pour tout i,
 0 ≤ ( ≤ 1,
c'est-à-dire
(x + (1-() y ( Ci
pour tout i,
 0 ≤ ( ≤ 1,
car les Ci sont convexes,
c'est-à-dire
(x + (1-() y ( l'intersection des m ensembles convexes.



(
un polytope est convexe.
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