Exercices résolus
Exercice # 1 - Accidents de travail
On considère que le nombre d’accidents de travail en une journée suit une loi de Poisson avec un taux moyen de deux accidents par jour.
a) Quelle est la probabilité qu’il y ait moins de 2 accidents en une journée quelconque?
Prob{Nt < 2}
= P0 (t) + P1(t) 

                           
= 20/0! e-2 + 21/1! e-2 
(t = 1 journée)
                           
= 3e-2  0.405
b) Quelle est la probabilité qu’une journée se passe sans accident?
Prob {Nt = 0} = e-2  0.135.

Exercice # 2 - Durée de vie d'une pièce mécanique
Considérons qu’une pièce mécanique a une durée de vie X distribuée suivant une loi exponentielle. La durée de vie moyenne de la pièce est de 500 heures.
Puisque  = 500 heures, alors = 1/ = 0.002.
a) Déterminer la densité de probabilité correspondante
Le modèle exponentiel est
f(x) = 
0.002e-0.002x 
, x ≥ 0

          


0 sinon
b) Déterminer la fonction de répartition
La fonction de répartition est

F(x) =

1 - e-0.002x 
x ≥ 0

           



0 sinon
c) Évaluer P (X ≤ 250), P (200 ≤ X ≤ 400), P (X > )
P (X ≤ 250) = F (250) = 1-e-(0.002) (250) = 1-e-0.5 = 1-0.6065 = 0.3935.
La probabilité que la pièce dure moins de 250 heures est de 0.3935, soit approximativement 40 pièces sur 100.
Exercice # 3 - Usine de production automobile
Dans une usine de production automobile, on a étudié le problème de la détermination du nombre optimal d’employés à placer aux guichets d’un magasin chargé de fournir l’outillage nécessaire aux ouvriers. L’étude du magasin a commencé par la détermination des caractéristiques statistiques des arrivées des ouvriers (1.6 arrivées/minute) et des temps passés par les employés pour fournir les outillages demandés (0.9 service/minute).
a) Calculer le temps moyen d’attente dans la file (Wq) pour S=2, S=3, S=4.
b) Calculer le nombre moyen de clients dans une journée de 8 heures et le temps de service moyen correspondant.
c) Selon le nombre d’employés (S), calculer le nombre d’heures d’inactivité par jour de 8 heures.
d) Calculer le temps perdu chaque jour par les ouvriers, du fait de l’attente?
e) Si le prix de revient horaire d’un employé est 40,00 $ et celui d’un ouvrier 80,00 $, le coût total des heures perdues a pour valeur:
f) Conclure en donnant le nombre optimal d’employés à prévoir pour le magasin.
Connaissant  et , on a calculé  = 1.6/0.9 = 1.77 > 1.

Puisque  > 1, on s’est intéressé uniquement aux valeurs de S=2, S=3, et S=4.

Pour calculer le temps moyen d’attente dans la file, on a d’abord cherché P0, pour chaque valeur respective de S.

                 S=2, P0 = 0.061

S=3, P0 = 0.152

S=4, P0 = 0.166

ce qui donne

S=2, Wq = 4.00

S=3, Wq = 0.31

S=4, Wq = 0.06

Calculons maintenant le nombre moyen de clients dans une journée de 8 heures

 x 60 x 8= 1.6 x 60 x 8 = 768

et, pour ce nombre d’arrivées, il faudra (avec un temps de service de 1/)

768/ = 768/0.9
= 853 minutes de service par jour.
                         
= 14.21 heures

Ainsi,

S = 2 employés auraient 2 x 8 - 14.21 = 1.79 heures d’inactivité par jour

S = 3 employés auraient 3 x 8 - 14.21 = 9.79 heures d’inactivité par jour

S = 4 employés auraient 4 x 8 - 14.21 = 17.79 heures d’inactivité par jour
Cherchons maintenant le temps perdu chaque jour par les ouvriers, du fait de l’attente:

S = 2 768 x 4 

= 3072 min. 
= 51.2 heures

S = 3 768 x 0.31 
= 238 min. 
= 3.96 heures

S = 4 768 x 0.06 
= 46 min. 
= 0.76 heures

Le coût total des heures perdues a pour valeur:

S = 2 

$ 4 167.60 = 1.79 x 40 + 51.2 x 80

S = 3 

$ 708.40 = 9.79 x 40 + 3.96 x 80 
S = 4 

$ 772.40 = 17.79 x 40 + 0.76 X 80

 Nombre optimal d’employés est 3.
Exercice # 4 – Laboratoire informatique
Un laboratoire contient 2 micro-ordinateurs identiques. Les usagers arrivent selon un processus de Poisson de paramètre usagers par heure. La durée d'utilisation d'un micro-ordinateur est une v.a. exponentielle de moyenne 0.6 heure (= 1 / 0.6). 
- Taux d'utilisation du laboratoire
- Nombre d'usagers dans la file
- Temps d'attente dans la file
Le patron trouve que les gens perdent trop de temps à attendre, et décide d'ajouter des micro-ordinateurs. Il désire que le temps moyen d'attente soit inférieur à 20 minutes. Combien doit-il en ajouter? Quel est le nouveau taux d'utilisation du laboratoire?
Qu'adviendrait-il en ce qui a trait au temps d'attente des usagers si on les séparait en 3 groupes, assignant un micro-ordinateur à chaque groupe?
Qu'en concluez-vous ?
On a une file d’attente M/M/2.



 =  = 0.9



P0 = 1/19    P1 =  P0 = 1.8/19



Q = [(1 - P0 - P1) = 7.674
( nombre d’usagers dans la file



Wq = 2.56 heures!


( temps d’attente dans la file

Le système n’est utilisé qu’à 90%, mais chaque usager doit attendre en moyenne plus de 2 ½ heures!

Le patron trouve que les gens perdent trop de temps à attendre et décide d’ajouter des micro-ordinateurs.  Il veut que le temps moyen d’attente soit inférieur à 20 minutes.  Combien doit-il en ajouter?

On peut essayer avec plusieurs valeurs de S = s, et calculer Wq pour chaque cas.



s

Q
Wq


3

0.532
0.177 h. ( 10.6 min.


Avec 3 micro-ordinateurs, la contrainte est satisfaite, mais le taux d’utilisation du système est maintenant de  = 0.6.
Qu’adviendrait-il si on séparait les usagers en 3 groupes, assignant un micro-ordinateur à chaque groupe?

On a maintenant 3 files d’attente M/M/1, chacune ayant un taux d’arrivée  = 3/3 = 1, un taux de service  = 1/0.6 et un facteur d’utilisation  = 0.6.

On obtient:



Wq = 2/[(1-
= 0.9 heure







= 54 min.

Il est donc préférable de partager les ressources!

Exercice # 5 - Club de billard
Un club de billard dispose de 6 tables. Environ 8 personnes se présentent par heure et disputent une partie d’une durée moyenne de 40 minutes. Le coût d’une partie est de 0.25 ¢. Quel sera le revenu quotidien espéré du club s’il est ouvert 10 heures par jour?
Nous avons : 1 file d’attente, 6 stations, un nombre infini de clients, arrivées poissonniennes, service exponentiel.
S = 6  = 8 arrivées/heure.
 = 1/ 2/3 heure = 1.5 service/heure  1.5 partie/heure pour 1 table.
 = /S = 8/[6 x 1.5] = 8/9 < 1
Nombre moyen de clients dans une journée de 10 heures:  x 10 = 80
Revenu quotidien espéré: 80 x 0.25 = $ 20.00
OU BIEN
Nombre moyen de clients servis dans une journée de 10 heures:
nombre moyen de stations (tables) occupées x nombre moyen de parties jouées à l’heure pour 1 table x durée d’ouverture du club:
/ x  x 10 heures = 80.
Exercice # 6 – Usine d’automobiles 
[ Kaufmann, Méthodes et modèles de la Recherche Opérationnelle, Tome 3, Dunod, 1970 ]

Dans une usine d’automobiles, on a étudié le problème de la détermination du nombre optimum d’employés à placer aux guichets des divers magasins chargés de fournir les outillages aux ouvriers. 
L’étude d’un magasin d’outillage a commencé par la détermination des caractéristiques statistiques des arrivées des ouvriers (clients) et des temps passés par les employés pour fournir les outillages demandés (service).

En ce qui concerne les arrivées, on a opéré comme suit : 100 fois de suite, pendant un intervalle de 10 minutes à chaque fois, on a pointé le nombre d’ouvriers qui se sont présentés au magasin pour emprunter des outils. On a calculé les fréquences correspondant aux nombres observés; ce résultat est consigné dans les colonnes (1) et (2) du tableau A. On a calculé la valeur moyenne de ces nombres et on a trouvé comme valeur 16. On a placé dans la colonne (3) du tableau A, les fréquences correspondant à une loi de Poisson.
Ceci fait, on a vérifié s’il était acceptable de considérer que la fréquence observée obéissait à une loi de Poisson. Pour cela, on a utilisé un test du (2. On a trouvé (exp2  = 12. À un niveau ( = 5%, on obtient (théorique2 = 30.14 (nombre de degrés de liberté = 21 – 1 -1 = 19). On accepte donc l’hypothèse que la distribution était de Poisson.
Le calcul de ( est très simple : ( = 16 / 10 = 1.6 arrivées par minute.
Tableau A - Étude statistique des arrivées
	(1)
	(2)
	(3)

	# d’arrivées

par

10 min.
	Fréquence

observée
	Fréquence théorique

((t = 16)

	5
	1
	0.1

	6
	0
	0.2

	7
	1
	0.6

	8
	2
	1.2

	9
	1
	2.1

	10
	3
	3.4

	11
	5
	4.9

	12
	6
	6.6

	13
	9
	8.1

	14
	10
	9.3

	15
	11
	9.9

	16
	12
	9.9

	17
	8
	9.3

	18
	9
	8.3

	19
	7
	6.9

	20
	5
	5.5

	21
	4
	4.2

	22
	3
	3.1

	23
	1
	2.1

	24
	1
	1.4

	25
	1
	0.8


Total : 100

Pour mesurer la durée de service, on a opéré autrement, en utilisant un dispositif électrique enregistreur. Dès qu’un service commençait, on enclenchait pour déclencher à la fin du service. L’appareil enregistra la durée de 1000 services. Ensuite, on calcule les fréquences cumulées correspondant à 0, 15, 30, 45, 60, 75, … secondes; ceci est représenté dans les colonnes (1) et (2) du tableau B.
On peut alors estimer ( = 0.9 service par minute à l’aide de la table des fréquences non cumulées tirées des colonnes (1) et (2) du tableau B que l’on retrouve dans le tableau C. On a inscrit dans la colonne (3) du tableau B les valeurs correspondantes de la fonction exponentielle 1000 e- (t = 1 – la fonction de répartition = 1 – (1 - e- (t). Un test de (2  nous donne comme valeur (exp2  = 8.85. À un niveau ( = 5%, on obtient (théorique2 = 30.14 (nombre de degrés de liberté = 21 – 1 -1 = 19). On accepte donc l’hypothèse que la distribution était exponentielle avec un taux ( = 0.9 service par minute.
Tableau B - Étude statistique de la durée de service
	(1)
	(2)
	(3)

	Intervalle

de temps (t)
sec.
	Fréquence

cumulée

observée
	Fréquence théorique

(1000 e-0.9 t)

	0
	1000
	1000

	15
	813
	798

	30
	652
	637

	45
	512
	508

	60
	408
	406

	75
	330
	324

	90
	261
	259

	105
	210
	207

	120
	163
	165

	135
	125
	131

	150
	95
	105

	165
	79
	84

	180
	62
	67

	195
	51
	53

	210
	44
	42

	225
	35
	34

	240
	26
	27

	255
	21
	21

	270
	17
	17

	285
	13
	14

	300
	10
	11


Interprétation : le nombre d’unités où cela prend au moins t secondes.
Tableau C – Table des fréquences non cumulées
	(1)
	(2)

	Intervalle

de temps (t)

sec.
	Fréquence

non cumulée

observée

	[0, 15)
	187

	[15, 30)
	161

	[30, 45)
	140

	[45, 60)
	104

	[60, 75)
	78

	[75, 90)
	69

	[90, 105)
	51

	[105, 120)
	47

	[120, 135)
	38

	[135, 150)
	30

	[150, 165)
	16

	[165, 180)
	17

	[180, 195)
	11

	[195, 210)
	7

	[210, 225)
	9

	[225, 240)
	9

	[240, 255)
	5

	[255, 270)
	4

	[270, 285)
	4

	[285, 300)
	3

	[300, ()
	10


Connaissant ( et (, on a calculé l’intensité de trafic ( / ( = 1.6 / 0.9 = 1.77. Puisque ( / ( > 1, nous allons évaluer les caractéristiques du modèle avec S = 2, 3 et 4.
On se propose de calculer le temps moyen d’attente dans la file. Pour ce faire, on a d’abord cherché P0.


S = 2

S = 3

S = 4


P0
0.061

0.152

0.166

ce qui donne pour le calcul du temps moyen d’attente dans la file :


S = 2

S = 3

S = 4


Q/(
4

0.31

0.06

Calculons maintenant le nombre moyen de clients dans une journée de 8 heures :

( x 60 x 8 = 1.6 x 60 x 8 = 768,

et pour ce nombre d’arrivées, il faudra avec un temps de service moyen de 1 / ( : 


768 / ( = 768 / 0.9 = 853 minutes de service par jour = 14h 13 min. = 14.21 h.

Ainsi, le nombre d’heures d’inactivité par jour est tI ( 8 S – 14.21 :

S = 2

S = 3

S = 4


tI
1.79

9.79

17.79

Cherchons maintenant le temps perdu (tP) chaque jour par les ouvriers, du fait de l’attente (768 Q/() :

S = 2



S = 3



S = 4


tP
768 x 4 min. = 51.2 h.
768 x 0.31 min. = 3.96 h.
768x 0.06 min.=0.76 h.
Si le prix de revient à l’heure d’un employé est 40$ et celui d’un ouvrier est 80$, le coût total des heures perdues a pour valeur :

S

Coût total


2

1.79 x 40 + 51.2 x 80

= 4167.60 $


3

9.79 x 40 + 3.96 x 80

= 708.40 $


4

17.79 x 40 + 0.76 x 80 
= 772.40 $

et ainsi, le nombre optimal d’employés à prévoir pour le magasin est 3.
Exercice # 7
[image: image1.jpg]. 1 On a une file d’attente M/M/1 avec un taux d’arrivée de A = 3 par heure et un taux de
service de u = 10/3 par heure. Le taux d’utilisation est p = 0.9. Pour pouvoir accomoder
toutes les taches en attente p% du temps, il faut allouer un espace de K pieds carrés, ou
K est tel qu’a ’état stationnaire, la probabilité qu’il n’y ait pas plus de K taches dans le
systéme soit supérieure ou égale a p. Cette probabilité est donnée par

K K
Pr(N < K) :ZP(sz) = (l—p)Zp
1=0 1=0
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1l faut donc prendre 1 — pK+1 > p Cest & dire
] o
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Inp
On calcule les valeurs suivantes :
p .50 .90 .99

K> 6 21 - 43
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