Exercices à résoudre
1. Démontrer que ni le problème suivant ni son dual ne possèdent de point réalisable


Min
x1- 
2x2


sujet à
x1  - 
x2
≥ 2



-x1 + 
x2
≥ -1.
2. Considérons le problème de programmation linéaire suivant


Min
M



 n


sujet à
∑    aij xj
≤ M,

i = 1, 2, ..., m



j=1




 n




∑    xj
= 1




j=1




xj ≥ 0,



j = 1, 2, ..., n.

i)
Démontrer que le dual de ce problème s'écrit


Max
N



 m


sujet à
∑    aij yi
≥ N,

j = 1, 2, ..., n



i=1



 m



∑    yi
= 1,

yi ≥ 0, i = 1, 2, ..., m.



i=1
ii)
Démontrer que pour tout point réalisable du primal, x, et pour tout point réalisable du dual, y,



 m
n



N ≤ 
∑
∑   yiaij xj
≤ M




i=1
j=1
iii)
Démontrer que ce problème et son dual possèdent des points réalisables.
3. Supposons que les variables x1, x2, ..., xn doivent satisfaire les contraintes suivantes:



 n




∑    aij xj
= bi,

i = 1, 2, ..., m




j=1




xj ≥ 0,


j = 1, 2, ..., n.

Supposons également qu'il existe un ensemble de multiplicateurs y1, y2, ..., ym tel que



 m



∑    aij yi
< 0,

j = 1, 2, ..., n.



i=1
Démontrer que l'ensemble



 n


{x ((n: 
∑   aij xj
= bi,
i = 1, 2, ..., m, 
xj ≥ 0, j = 1, 2, ..., n}




j=1




est borné.
Suggestion: Démontrer qu'il n'est pas possible que

 n

∑    xj
((

si x appartient à cet ensemble.

j=1
4. [LUEN 73]
Supposons qu'un problème de programmation linéaire sous forme standard et son dual soient réalisables; de plus, supposons que y soit une solution optimale du problème dual;
i)
si on multiplie la kième contrainte du primal par µ ≠ 0, déterminer une solution optimale du dual.
ii)
si on additionne la kième contrainte multipliée par µ ≠ 0 à la rième contrainte du primal, déterminer une solution optimale du dual.
iii)
si on additionne la kième contrainte multipliée par µ ≠ 0 au vecteur ct de l'objectif, déterminer une solution optimale du dual.
5. Supposons que x* et y* sont des solutions optimales du couple primal-dual suivant



Min
ctx




Max
bty



sujet à
Ax ≥ b




sujet à
Aty ≤ c




x ≥ 0





y ≥ 0 
i)
Supposons que x1 est une solution optimale du problème suivant



Min
ctx



sujet à
Ax ≥ b1




x ≥ 0 

Démontrer que ctx1 ≥ b1ty*.
ii)
Supposons que x2 est une solution optimale du problème suivant



Min
ctx



sujet à
Ax ≥ b + d




x ≥ 0.

Démontrer que ctx2 ≥ ctx* + dty*.
6. 
i) Résoudre graphiquement le problème de programmation linéaire suivant



Max
3y1 + 4y2



sujet à
2y1 
+ y2 

≤ 2




y1 
- 2y2 

≤ 6




3y1 
+ 9y2 

≤ 1.

ii) Écrire le dual de ce problème et utiliser la théorie des écarts complémentaires pour déterminer une solution optimale de ce problème à partir d'une solution optimale du primal.
7. Soit le problème de programmation linéaire suivant:



 n



Min
∑    cj xj



j=1




 n



sujet à
∑    aij xj
= bi,

i = 1, 2, ..., m



j=1



j ≤ xj ≤ µj,


j = 1, 2, ..., n.

i) Écrire le dual de ce problème.

ii) Démontrer que si x est un point réalisable pour ce problème et s'il existe un vecteur de multiplicateur π = [π1, π2, ..., πm]t tel que



m


cj  +
∑    aij πi
> 0,

implique que xj = j



i=1



m


cj  +
∑    aij πi
< 0,

implique que xj = µj



i=1

alors x est une solution optimale du problème.
8. Utiliser la méthode duale du simplexe pour résoudre le problème suivant:

Min z =
3x1 +
x2 +
x3

sujet à

x1 +
2x2

 ≥ 8



3x1 -
2x2 -
x3
 ≥ 6



-x1 -
x2 +
4x3
 ≥ 2



x1,
x2,
x3  
≥ 0.
9. [LUEN 73]

Considérons le problème de programmation linéaire

Min z =
2x1 +
x2 +
4x3

sujet à

x1 +
x2  +
2x3
 = 3 



2x1 +
x2 +
3x3
 = 5



x1  ≥ 0




x2  ≥ 0





x3  ≥ 0.

i) Écrire le dual de ce problème.

ii) Notons que le vecteur (1, 0)t est un point réalisable pour le dual. Résoudre le problème précédent en utilisant la méthode primal-dual avec (1, 0)t comme solution initiale pour le dual.
10. Résoudre le problème suivant par une méthode de votre choix:

Max W = 
x
+ 4y

+z

sujet à

2x
- 2y

+ z = 4




x


- z = 1




x libre, y, z ≥ 0.
11. En utilisant le théorème des écarts complémentaires et sans appliquer l'algorithme du simplexe, montrer que



x* = v* = 0, y* = 1, z* = 1, u* = 2

est une solution optimale du problème:



Min W =
24x 
+ 4y 
+6z 
+ 2u 
+6v






x 
+2y 

+3u 
+ 2v
≥ 7





2x 
+y 

 
- v
≥ 1





- x 

+2z 
 
+ 2v
≥ 2






3x 


+ u 
- 2v
≥ 2






- 2x 
+3y 
- 2z
+2u 
+ 4v
≥ -1






x,
y,
z,
u,
v
≥ 0.

12. [F. S. Hillier, G. J. Lieberman, "Introduction to Operations Research" , McGraw-Hill1990, p. 192.]


Quelle est  l'approche qui vous semble la plus efficace pour obtenir une solution optimale aux deux problèmes suivants: (1) appliquez la méthode du simplexe au problème primal. (2) appliquez la méthode du simplexe au problème dual. Expliquez.

(a)
Max
W =
10x
- 4y
+ 7z



sujet à

3x
- y
+ 2z
≤ 25





x
- 2y
+ 3z
≤ 25





5x
+ y
+ 2z
≤ 40





x
+ y
+ z
≤ 90





2x
- y
+ z
≤ 20





x,
y,
z
≥ 0.

(b)
Max
W =
2x
+ 5y 
+ 3z
+ 4u 
+ v





x
+ 3y
+2z
+ 3u
+ v
≤ 6





4x
+ 6y
+5z
+ 7u
+ v
≤ 15





x,
y,
z,
u,
v
≥ 0.0

13.
[F. S. Hillier, G. J. Lieberman, "Introduction to Operations Research" , McGraw-Hill1990, p. 192.]


Soit le problème suivant:



Max
W =
- x
- 2y
- z



sujet à

x
+ y
+ 2z
≤ 1





2x

-  z
≤ 1





x,
y,
z
≥ 0.

(a)
Construire le problème dual de ce problème.
(b)
En utilisant la théorie de la dualité, montrez que la solution optimale du problème primal est telle que W* ≤ 0.
14. [F. S. Hillier, G. J. Lieberman, "Introduction to Operations Research" , McGraw-Hill1990, p. 193.]


Supposons qu'un problème primal possède une solution de base réalisable optimale dégénérée (une ou plusieurs variables de base sont nulles). Quelles sont les conséquences de cette dégénérescence sur le problème dual? Expliquez.

15. [F. S. Hillier, G. J. Lieberman, "Introduction to Operations Research" , McGraw-Hill1990, p. 195.]


Considérons les problèmes suivants:



Max
Z =
ctx



sujet à

Ax
≤ b






(P)





x
≥ 0



Min
W =
bty



sujet à

Aty
≥ c






(D)





y
≥ 0.

Soit y* la solution optimale de (D), nous remplaçons le vecteur b par b. Soit x la solution optimale du nouveau problème primal, alors démontrer que:



ctx
≤ bty*.
16.
[GAUV 95, p. 27]

Écrire le lagrangien, la fonction duale et le programme dual du programme linéaire suivant:



Min
ctx



sujet à
Ax = b




Bx ≤ d
17.
[GAUV 95, p. 27]

Soit le programme suivant:



Min
x2 + y2



sujet à
x + y = 1


(P)




x, y ≥ 0

donnez la valeur optimale de (P), la fonction duale, le programme dual et sa valeur optimale. Y a-t-il un saut de dualité? Répondre aux mêmes questions en remplaçant «min» par «max».
18.
[GAUV 95, p. 30]

Existe-t-il des cas où il y a un saut de dualité en programmation linéaire? Si oui, donnez un exemple.
19.
[GAUV 95, pp.38-39]

Un programme linéaire se lit comme suit:



Min
- x
- y
+ z
- u



sujet à
x

- z
+ 2u
= 





y
+ 2z
+ u
= 4




x,
y,
z,
u
≥ 0
a)
Lorsque = 1 et = 4, montrer que la solution x = y = 4, z = u = 0 est optimale.
b)
Si = 4, pour quelles valeurs de cette solution demeure-t-elle optimale?
c)
Pour = 1 et = 4, formuler le dual et donner une solution optimale.
d)
Si = 1, pour quelle valeur de cette solution demeure-t-elle optimale pour le dual?
20. [GAUV 95, pp. 39-40]

Soit le programme linéaire suivant:



Min
ctx



sujet à
Ax = b, x ≥ 0

où A est une matrice m x n de rang m. De plus, on émet l'hypothèse qu'il existe une solution x telle que:
Ax = b,
x > 0.
a)
Pour toute solution optimale x* du primal (P), montrer que l'hypothèse est équivalente à l'existence d'un vecteur y* tel que:




Ay* = 0




yj* > 0 si xj* = 0.
b)
Montrer que cette hypothèse est équivalente à la condition que l'ensemble des solutions optimales du dual (D) soit borné.
c)
L'hypothèse est-elle équivalente à celle de la non-dégénérescence des solutions de base optimales?
21. [GAUV 95, p. 40]
Un programme linéaire se lit comme suit:



Min
cty



sujet à
Ay = 0, y ≥ 0
a)
Quelles sont les valeurs optimales possibles?
b)
Quelles sont les alternatives correspondantes pour le dual?
c)
Donner une condition sur le primal qui soit nécessaire et suffisante pour assurer que l'ensemble des solutions réalisables du dual soit non vide et borné.
22. [GAUV 95, p. 40]
Soit le programme linéaire suivant:

Min
-x
+ 3y
- 2z
- u
-3v
+ 2w

sujet à
x
+ y
+ z
+ u
+ v
+ w
= 3



x
- y
+ z
- u
+ v
- w
= 1



x,
y,
z,
u,
v,
w
≥ 0

Formuler le dual et déterminer les contraintes qui ne seront pas nécessairement saturées. À l'aide du théorème des écarts complémentaires, déterminer une solution optimale du primal.
23.
Résoudre le problème suivant à l'aide de l'algorithme dual du simplexe:

Min W =
x
+ 4y
+ 2z

sujet à
-2x
+ y
+ 5z
≥ 20



x
+ 3y
- 2z
≥ 12



4x
- 2y
+ 3z
≥ 15



x,
y,
z
≥ 0
24.
[ECKE 88, p. 135]
Trouver le dual de chacun des problèmes suivants:
(a)
Min
ctx + aty

sujet à
Ax

= b



Dx
+ By
≥ d



x ≥ 0, y libre.
(b)
Min
ctx

sujet à
Ax
= b



Bx
≤ a




x ≥ 0.

(c)
Max
ctw + atv


sujet à
Aw
+ Bv
= b



w ≥ 0, v libre.
(d)
Min
ctx + aty

sujet à
Ax
+ By
≤ b



x ≥ 0, y libre.
-------------------------------------------------------
