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IV

DUALITÉ


4.1
Introduction
Une des principales découvertes en programmation linéaire est la dualité. À chaque problème de programmation linéaire est associé un autre problème de programmation linéaire appelé le dual. Nous verrons dans ce chapitre et les subséquents l'utilité de la dualité. En particulier, la théorie de la dualité est essentielle à la post-optimisation et à l'analyse de sensibilité.
Introduisons d'abord ce concept à travers deux exemples.
Exemple 4.1.1
Un fermier veut nourrir ses animaux au moindre coût en respectant des contraintes sur les éléments nutritifs.
Soient

xj
=
nombre d'unités d'aliment de type j retenues,

cj
=
coût d'une unité d'aliment de type j,

aij
=
quantité d'élément nutritif i dans une unité d'aliment de type j



(naturel ou artificiel),

∑aijxj
≥
bi
, i = 1, 2, ..., m


 j
où 

∑aijxj
est la quantité d'élément nutritif i.

 j
Le problème du consommateur s'écrit:

Min
ctx

sujet à
Ax
≥
b







(P)


x
≥
0.
Par ailleurs, une compagnie fabrique des aliments artificiels (que le fermier peut acheter) et chacun de ces "aliments" contient un élément nutritif à l'état pur.
La compagnie veut déterminer les prix de ses "aliments", donc de chaque élément nutritif, de façon à demeurer compétitive avec les autres aliments et à maximiser son profit potentiel.
Soit

i
=
prix d'une unité d'élément nutritif i,

bt
=
profit potentiel,

m

∑aiji
=
prix d'une unité d'aliment de type j,

i=1

m

∑aiji
≤
cj
de façon à demeurer compétitive avec les autres aliments,

i=1
le problème du producteur s'écrit:

Max
bt
sujet à
At
≤
c







(D)


≥
0.
(D) est le dual de (P)
et
(P) est le dual de (D).
Nous allons voir dans ce chapitre qu'à l'optimum, les deux problèmes (P) et (D) ont la même valeur de l'objectif. De plus, en résolvant l'un, nous résolvons automatiquement l'autre.
Exemple 4.1.2 (problème de transport)
Un produit est disponible aux endroits (sources) 1, 2, ..., m, et on doit le transporter aux endroits (destinations) 1, 2, ..., n pour satisfaire les demandes.
Soient

ai
=
quantité disponible à la source i,

bj
=
quantité requise à la destination j,

cij
=
coût unitaire de transport de i à j,

xij
=
quantité transportée de i à j.
On suppose que
∑ai = 
∑bj.



 i
 j
Le problème est le suivant:
Min
ctx ( 
∑cij xij


i,j

sujet à 

∑xij = ai
i







(P)


j



∑xij = bj
j



i



xij ≥ 0
i, j.

Un entrepreneur veut s'occuper du transport. Il décide d'acheter les produits aux sources et de les revendre aux destinations.
Soient

ui
=
prix d'achat à la source i,

vj
=
prix de vente à la destination j,
il doit fixer ses prix de façon à être compétitif avec les coûts cij existants et veut maximiser son profit potentiel.
Être compétitif avec les coûts cij existants: ui + vj
≤ cij i, j.
Profit potentiel:
∑ai ui +
∑bj vj .

 i
 j
Le problème s'écrit:
Max
∑ai ui +
∑bj vj 







(D)
 
 i
 j
sujet à
ui + vj  ≤ cij 
i, j.
(D) est le dual de (P) et vice versa.
4.2
Problème primal et problème dual
Si le problème de programmation linéaire est exprimé sous une forme où se retrouvent des contraintes d'inégalité, alors apparaît le couple primal-dual suivant:
Problème primal



Problème dual
Min
ctx




Max
bty
sujet à
Ax ≥ b


(4.2.1)

sujet à
Aty≤ c


(4.2.2)

x ≥ 0





y ≥ 0
où c, x ( (n,




et b, y ( (m,
et A est une matrice de dimension m x n.
Par contre, si le problème de programmation linéaire se trouve sous la forme standard, alors on retrouve le couple primal-dual suivant:
Problème primal



Problème dual
Min
ctx




Max
bty
sujet à
Ax = b


(4.2.3)

sujet à
Aty≤ c


(4.2.4)

x ≥ 0
où c, x ( (n,




et b, y ( (m,
et A est une matrice de dimension m x n.
De façon générale, à toute contrainte du primal correspond une variable du dual et à toute variable du primal correspond une contrainte du dual; ainsi,


n
à

∑aijxj
≥
bi

correspond
yi


j=1








m
à

xj



correspond
∑aijyi
≤ cj.








i=1
De plus, à une contrainte d'égalité du primal correspond une variable du dual n'étant pas contrainte à être non négative alors qu'à une contrainte d'inégalité du primal correspond une variable du dual restreinte à être non négative. De même, à une variable restreinte à être non négative du primal correspond une contrainte d'inégalité du dual alors qu'à une variable non-restreinte du primal correspond une contrainte d'égalité du dual. Ainsi,


n
à

∑aijxj
≥
bi

correspond
yi ≥ 0


j=1


n
à

∑aijxj
=
bi

correspond
yi quelconque


j=1








m
à

xj ≥ 0



correspond
∑aijyi
≤ cj








i=1








m
à

xj quelconque


correspond
∑aijyi
= cj.








i=1
Problème de minimisation (primal)

Problème de maximisation (dual)
contrainte i
≤



variable yi
≤ 0
contrainte i
≥



variable yi
≥ 0
contrainte i
=



variable yi
libre
variable xj
≥ 0



contrainte j
≤
variable xj
≤ 0



contrainte j
≥
variable xj
libre



contrainte j
=
vecteur des coûts



terme constant
terme constant




vecteur des coûts
Figure 4.2.1 - Tableau de correspondance
Exemple 4.2.1

Considérons le problème primal suivant sous sa forme générale:

Min z =
-2x1
+ x2
-x3



2x1
+ x2
-x3
≤ 8




-x1

+x3
≥ 1




x1
+ 2x2
+3x3
= 9




x1, x2 ≥ 0, x3 libre.
Pour déterminer le dual de ce problème, il suffit d'appliquer les règles qui précèdent directement sur le tableau construit de la façon suivante:
	
	
	
	Primal
	(
	
	

	
	Variables
	x1≥ 0
	x2 ≥ 0
	x3 libre
	Relation
	Constantes

	
	(1 ≤ 0
	2
	1
	-1
	≤
	8

	Dual
	(2 ≥ 0
	-1
	0
	1
	≥
	1

	(
	(3 libre
	1
	2
	3
	=
	9

	
	Relation
	≤
	≤
	=
	
	Max v

	
	Constantes
	-2
	1
	-1
	Min z
	


Le dual s'écrira alors:

Max v =
8(1
+ (2
+ 9(3



2(1
- (2
+(3
≤ -2



(1

+2(3
≤ 1



-(1
+ (2
+3(3
= -1



(1 ≤ 0, (2 ≥ 0, (3 libre.
Une autre approche consiste à transformer le problème primal sous sa forme standard:

Min z =
-2x1
+ x2
-x3
+x4



2x1
+ x2
-x3
+x4
+ e1

= 8




-x1

+x3
-x4

- e2
= 1




x1
+ 2x2
+3x3
- 3x4


= 9




x1, x2, x3, x4, e1, e2 ≥ 0.

Le dual s'écrira alors comme auparavant:

Max v =
8(1
+ (2
+ 9(3



2(1
- (2
+(3
≤ -2



(1

+2(3
≤ 1



-(1
+ (2
+3(3
= -1



(1 ≤ 0, (2 ≥ 0, (3 libre.
(
Bref, à chaque programme linéaire (primal) est associé un programme dual. On peut vérifier que la définition du dual est "involutive" ; en d'autres termes, le problème dual d'un problème dual est le problème primal. De plus, le passage d'un primal à son dual permute respectivement le nombre de variables et le nombre de contraintes.
4.3
Théorèmes de dualité
L'étude théorique qui suit, a pour but de montrer que l'on peut résoudre au choix l'un ou l'autre des deux problèmes, le primal ou le dual, la connaissance de la solution optimale de l'un entraînant celle de l'autre.
Étant donné qu'on peut passer facilement de (4.2.1) à (4.2.3) à l'aide des variables d'écart et de (4.2.3) à (4.2.1) en remplaçant une égalité par deux inégalités, il suffit de démontrer les théorèmes de dualité pour l'un ou l'autre des couples primal-dual.
Théorème 4.3.1
(Théorème faible de dualité)
Si x ( {x: Ax = b, x ≥ 0} et y ( {y: Aty ≤ c}, alors bty ≤ ctx.
Démonstration:
En effet, bty = xtAty ≤ xtc
puisque Aty ≤ c
et que x ≥ 0.
(
Par conséquent, d'après le théorème faible de dualité, si on connaît par exemple une solution réalisable pour le primal, on connaît immédiatement une borne supérieure pour le dual et réciproquement, si on connaît une solution réalisable pour le dual, on a immédiatement une borne inférieure pour le primal.
Corollaire 4.3.1
Si x* ( {x: Ax = b, x ≥ 0} et y* ( {y: Aty ≤ c}, et si bty* = ctx*, alors x* et y* sont des solutions optimales pour les problèmes (4.2.3) et (4.2.4) respectivement.
Démonstration
Du théorème 4.3.1, il découle que, pour tout point x de l'ensemble {x: Ax = b, x ≥ 0},
ctx ≥ bty* = ctx*. 
De même, pour tout point y de l'ensemble {y: Aty ≤ c}, bty ≤ ctx* = bty*.
(
Théorème 4.3.2
(Théorème de dualité forte)
Si un des problèmes (4.2.3) ou (4.2.4) possède une solution optimale finie, il en est de même pour l'autre et les valeurs optimales respectives des objectifs de (4.2.3) et (4.2.4) sont égales.
Si un des problèmes (4.2.3) ou (4.2.4) n'est pas borné, alors l'ensemble des points réalisables pour l'autre problème est vide.
Démonstration
La seconde partie de l'énoncé découle directement du théorème 4.3.1. En effet, supposons que le problème primal (4.2.3) ne soit pas borné inférieurement c'est-à-dire, supposons que ctx ((. S'il existait un point y ( {y: Aty ≤ c}, alors, par le théorème 4.3.1, il faudrait que bty ≤ ctx (( ce qui est impossible. Cet élément de preuve pourrait être repris en supposant cette fois que le problème (4.2.4) n'est pas borné supérieurement. On aboutit au même résultat.
Pour démontrer la première partie, supposons que (4.2.3) possède une solution optimale x* pour laquelle l'objectif prend la valeur finie z* = ctx*. Nous savons donc qu'il existe une solution de base optimale pour laquelle l'objectif prend la valeur finie z*. Soit x*j1, x*j2, ..., x*jm, les variables de base correspondantes. Si on dénote  = [cj1, cj2, ..., cjm]t, rappelons la relation suivante: cj = cj - πta.j,
 j = 1, 2, ..., n, où a.j est la j ième colonne de la matrice des contraintes A.
Or, puisque cette solution de base est optimale, il découle que:

cj = cj - πta.j ≥ 0
 j = 1, 2, ..., n.

Par conséquent,
πta.j ≤  cj,
 j = 1, 2, ..., n, ce qui peut s'écrire
Atπ ≤  c.
Ainsi,
 π ( {y: Aty ≤  c}.
D'autre part, se référant à la définition π = B-1t donnée au chapitre précédent, il s'ensuit que 
btπ = 
btB-1t = (B-1b)tz*.
Par conséquent, il découle du corollaire 4.3.1 que π est une solution optimale du problème dual (4.2.4) et que πtb = z*.
(
Exemple 4.3.1

Considérons le problème suivant:

Max
Z =
6x
+ 8y

sujet à

5x
+ 2y
≤ 20






(P)



x
+ 2y
≤ 10



x,
y
≥ 0
Le dual de ce problème (P) est:

Min
W =
20x
+ 10y


sujet à

5x
+ y
≥ 6



2x
+ 2y
≥ 8



x,
y
≥ 0.
Représenté graphiquement, nous avons:
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Par le biais de la preuve du théorème 4.3.2, on voit que le vecteur π des multiplicateurs du simplexe, disponible lorsque nous résolvons le primal, est solution optimale du dual (lorsque le primal est à l'optimum). Nous résolvons donc les deux problèmes du même coup!
Théorème 4.3.3
Soit x* une solution de base réalisable optimale pour le problème primal et B la base optimale correspondante. Alors le vecteur π = B-1toù  = [cj1, cj2, ..., cjm]t, est une solution réalisable optimale du problème dual. De plus, les valeurs optimales des deux fonctions objectives sont égales.
(
En particulier, si on emploie l'algorithme du simplexe pour résoudre un problème du type:

Tinitial
=
R
I
b




---------------




ctR
ctI
Le tableau final sera de la forme:

Tfinal
=

x
B-1


B-1b






--------------------------------




x
ctI - ctBB-1
x
ce qui permet de déterminer facilement la valeur des variables duales optimales:


ctI - (ctI - ctBB-1).
Exemple 4.3.2

Min 
-x -4y -3z


2x + 2y +z 
≤ 4


x + 2y +2z 
≤ 6


x, y, z ≥ 0.
Après avoir introduit les variables d'écart, l'application de l'algorithme du simplexe donne successivement:

x
y
z
u
v



2
2
1
1
0
4

1
2
2
0
1
6


-1
-4
-3
0
0


x
y
z
u
v



1
1
1/2
1/2
0
2

-1
0
1
-1
1
2


3
0
-1
2
0
-8

x
y
z
u
v



3/2
1
0
1
-1/2
1

-1
0
1
-1
1
2


2
0
0
1
1
-10
La solution optimale pour ce problème est: x = 0, y = 1, z = 2.
Le problème dual s'écrit:

Max
4s + 6t


2s 
+ t 
≤ -1


2s 
+ 2t 
≤ -4


s 
+ 2t 
≤ -3


s, 
t ≤ 0.
Les valeurs optimales pour (s,t) se déduisent facilement à partir du tableau final ci-dessus:

(s,t) =
(0, 0) - (1, 1) = (-1, -1).
(
La réciproque de la seconde partie du théorème 4.3.2 n'est pas vérifiée, c'est-à-dire que si l'un des problèmes n'admet pas de solutions réalisables, on ne peut pas conclure que la fonction objective de l'autre problème est non bornée. En d'autres termes, il se peut que ni le primal, ni le dual ne possèdent de solutions réalisables, par exemple le couple de problèmes primal et dual suivants:

Min z =
x - 2y



Max
w =
2u +3v


sous

x - y = 2




u - v ≤  1



-x + y = 3




-u + v ≤  -2



x, y ≥ 0




u, v libres.
On peut résumer tous les résultats précédents dans un tableau comme suit:
	
	
	Primal
	
	

	
	
	n'admet pas de solutions réalisables
	fonction objective non bornée
	solution optimale finie

	Dual
	n'admet pas de solutions réalisables
	peut arriver
	théorème faible
	théorème fondamental

	
	fonction objective non bornée
	théorème faible
	théorème faible
	théorème faible

	
	solution optimale finie
	théorème fondamental
	théorème faible
	théorème fondamental


4.4
Coûts marginaux associés aux contraintes ("shadow prices")
Supposons que x* soit une solution de base optimale du problème (4.2.3) dont les variables de base sont les m premières variables, c'est-à-dire supposons que,


x* = 
x*B  


 0
où  
x* = B-1b.

B
Nous avons déjà démontré qu'une solution optimale du problème dual (4.2.4) est donnée par y = B-1t où  = [c1, c2, ..., cm]t.
Sous l'hypothèse que le problème primal (4.2.3) est non-dégénéré, on peut modifier quelque peu les composantes du membre de droite b de telle sorte que la même base demeure optimale pour ce nouveau problème perturbé. Ainsi, si b devient b + (b,  les valeurs des variables de base sont modifiées et deviennent

x* +
(x*
=
B-1(b + (b) ≥ 0 
où 
(x* = B-1(b.

B
B
B

La valeur de l'objectif du problème perturbé devient:

t (x* +
(x* )

 B
B

et, ainsi, la modification impliquée dans la valeur de l'objectif devient:

(z* =
t(x*  =
tB-1(b =
yt(b =
∑ (bi yi.

B
i=1, 2, ..., m

Donc yi indique le changement unitaire dans la valeur de l'objectif lorsqu'on modifie bi d'une quantité (bi assez faible pour s'assurer que la même base demeure optimale pour le problème perturbé.
Ainsi, yi désigne le taux de variation de la valeur de l'objectif en fonction de bi. On dit que c'est le coût marginal associé à la contrainte i. C'est le prix à payer pour faire diminuer bi, par unité de diminution.
Exemple 4.4.1
En se référant à l'exemple 4.1.1, i correspond au prix que le fermier est prêt à payer pour une unité d'élément nutritif i (i.e. pour baisser bi de 1).
4.5
Écarts complémentaires et dualité lagrangienne
Le théorème de dualité peut s'énoncer sous d'autres formes équivalentes à la précédente, et aidant à comprendre la structure des couples de programmes duals optimaux.
L'importance de ces résultats deviendra apparent lorsque d'autres algorithmes seront proposés pour résoudre le problème (4.2.3).
Dans ce qui suit, a.j dénote la jième colonne de la matrice A et ai. dénote la iième ligne de la matrice A.
4.5.1 Écarts complémentaires
Théorème 4.5.1.1  (Théorème faible des écarts complémentaires)
Soit x ( {x: Ax =  b, x ≥  0}
et 
y ( {y: Aty ≤  c}.
x et y sont des solutions optimales pour (4.2.3) et (4.2.4) respectivement 



si et seulement si
pour tout j = 1, 2, ..., n

i)
xj > 0

(
a.jty =  cj


ii)
a.jty <  cj
(
xj = 0.
Note: On qualifie souvent une contrainte ≥ (ou ≤) de saturée lorsqu'elle est vérifiée avec le signe = et de lâche lorsqu'elle est vérifiée avec le signe > (ou <).
Démonstration:
Supposons que les conditions i) ou ii) sont satisfaites pour tout j = 1, 2, ..., n. Alors,

xj [a.jty -  cj]
= 0,
j = 1, 2, ..., n.
Donc,

∑xj [a.jty -  cj]
= 0.

j=1, 2, ..., n

Or,


∑xj [a.jty -  cj]
= 
∑xj a.jty
-  
∑cjxj

j=1, 2, ..., n


j=1, 2, ..., n

j=1, 2, ..., n





=
xtAty - ctx




=
bty - ctx.
Par conséquent, bty = ctx et le corollaire 4.3.1 implique que x et y sont des solutions optimales pour (4.2.3) et (4.2.4) respectivement.
Inversement, supposons que x et y sont des solutions optimales pour (4.2.3) et (4.2.4) respectivement. Donc, le théorème 4.3.2 implique que bty = ctx. Par conséquent, se référant à la première partie de la preuve

∑xj [a.jty -  cj]
= bty - ctx = 0.

j=1, 2, ..., n
Puisque xj ≥  0 et a.jty  ≤  cj pour tout j = 1, 2, ..., n, il s'ensuit que

xj [a.jty -  cj]
= 0
pour tout j = 1, 2, ..., n.




(
Corollaire 4.5.1.1
Soit x ( {x: Ax ≥  b, x ≥  0}
et 
y ( {y: Aty ≤  c, y ≥  0}.
x et y sont des solutions optimales pour (4.2.1) et (4.2.2) respectivement 



si et seulement si
pour tout j = 1, 2, ..., n

i)
xj > 0

(
a.jty =  cj


ii)
a.jty <  cj
(
xj = 0
et pour tout i = 1, 2, ..., m

iii)
yi > 0

(
ai.x =  bi

iv)
ai.x >  bi
(
yi = 0.
Démonstration:
Transformons le problème (4.2.1) sous une forme standard en introduisant des variables de surplus:

Min
 ctx
sujet à

Ax - z = b







(4.5.1.1)


x, z ≥ 0.
Le dual est alors 

Max
 bty
sujet à

Aty ≤ c







(4.5.1.2)


y ≥ 0.
Soit (x,z) une solution optimale pour le problème (4.5.1.1) et y une solution optimale de (4.5.1.2), d'après le théorème 4.5.1.1, on a que:
(x,z) et y sont des solutions optimales pour (4.5.1.1) et (4.5.1.2) respectivement
(

pour tout j = 1, 2, ..., n,
pour tout i = 1, 2, ..., m,

i)
xj > 0

(
a.jty =  cj


ii)
a.jty <  cj
(
xj = 0

iii)
zi > 0

(
yi =  0
ou encore


ai.x >  bi
(
yi =  0

iv)
yi > 0

(
zi =  0
ou encore


yi > 0

(
ai.x =  bi.
(
4.5.2 Dualité lagrangienne
Pour tout programme mathématique, il est commode d'associer un lagrangien qui regroupe, dans une même relation, la fonction de coût et les contraintes. Pour ce faire, on affecte à chaque contrainte un coefficient appelé multiplicateur. Ce dernier est non négatif dans le cas d'une contrainte d'inégalité.
Pour un programme mathématique général de la forme:

Min
f(x)



gi(x) ≤ 0,
i = 1, 2, ..., k



hj(x) = 0,
j = 1, 2, ..., m,


x ( C
le lagrangien associé s'écrit comme suit:

L(x; (, µ) = f(x) + µtg(x) + (th(x)
avec x ( C, µ ≥ 0
où g(x) = (g1(x), g2(x), ..., gk(x)), h(x) = (h1(x), h2(x), ..., hm(x)), ( ( (m,  µ ( (k.
Définition 4.5.2.1
Étant donné un couple de problèmes duals en programmation linéaire, (4.2.1) et (4.2.2), on appelle lagrangien associé à ces problèmes la fonction des variables x et y

L(x,y)
=
ctx + bty - ytAx,
x ≥ 0 et y ≥ 0.
(
Analysons les propriétés du lagrangien en programmation mathématique pour en déduire certains concepts de dualité en programmation linéaire. Nous avons d'abord l'inégalité de dualité suivante
:

sup

inf
L(x; (, µ)
≤
inf
sup
L(x; (, µ)


(, µ ≥ 0
x ( C



x ( C
(, µ ≥ 0

car, on peut constater facilement que, pour tout point x ( C et toute paire de multiplicateurs ((, µ) avec µ ≥ 0, on a: 
inf
L(x; (, µ)
≤
L(x; (, µ)




x ( C
et, par conséquent, 
sup

inf
L(x; (, µ)
≤
sup
L(x; (, µ)



(, µ ≥ 0
x ( C



(, µ ≥ 0
de laquelle on tire l'inégalité de dualité précédente.
Remarquons alors que
sup
L(x; (, µ)
=
f(x)
si h(x) = 0 et g(x) ≤ 0




(, µ ≥ 0


(
autrement.
de sorte que le membre de droite de l'inégalité de dualité correspond exactement au problème d'optimisation original. Pour cette raison, on appelle ce problème le primal, soit:


(P)
inf
sup
L(x; (, µ)




x ( C
(, µ ≥ 0
Par symétrie, on nomme dual l'autre problème d'optimisation formulé dans le membre de gauche de l'inégalité, soit:


(D)
sup

inf
L(x; (, µ)




(, µ ≥ 0
x ( C

lequel possède parfois une formulation équivalente sous la forme d'un autre programme mathématique lié au problème original.
L'inégalité de dualité permet d'affirmer que la valeur minimale du programme primal a toujours comme borne inférieure la valeur du dual, c'est-à-dire que:


valeur(D) ≤ valeur (P).
La différence entre ces deux valeurs est nommée écart ou saut de dualité.
Dans le cas particulier de la programmation linéaire, lorsque le primal (P) correspond au programme linéaire standard qui suit:


Min
ctx


sujet à
Ax = b, x ≥ 0
nous pouvons vérifier que le dual correspond à son tour au programme qui suit:


Max
bty


sujet à
Aty ≤ c.
De plus, par l'inégalité de dualité, une solution réalisable y du dual nous donne une borne inférieure bty pour la valeur optimale du primal.
Définition 4.5.2.2
Étant donné un couple de problèmes duals en programmation linéaire, (4.2.1) et (4.2.2), le couple de vecteurs x ≥ 0 et y ≥ 0 constitue par définition un col du lagrangien L(x,y) lorsque, pour tout couple de vecteurs x ≥ 0 et y ≥ 0, on a:

L(x,y)
≤
L(x,y)
≤
L(x,y)
Théorème 4.5.2.1 (Théorème du lagrangien)
Étant donné un couple de problèmes duals en programmation linéaire, (4.2.1) et (4.2.2), une condition nécessaire et suffisante pour que les deux vecteurs x ≥ 0 et y ≥ 0 constituent des programmes duals optimaux est que (x,y) soit un col du lagrangien L(x,y). La valeur commune des deux fonctions économiques à l'optimum est alors L(x,y).
Démonstration
La condition est nécessaire: si x et y sont des programmes duals optimaux, on a, d'après le théorème 4.5.1.1,

ctx = ytAx =
ytb
= L(x,y).
D'autre part, pour tout x ≥ 0 et y ≥ 0,

L(x,y) = ctx + bty - ytAx
≤
ctx
= L(x,y)

L(x,y) = ctx + bty - ytAx
≥
bty
= L(x,y).
La condition est suffisante:

si L(x,y)
≤
L(x,y) alors





ctx + bty - ytAx
≤
ctx + bty - ytAx


ou encore

(c - Aty)t(x - x) ≥ 0.
En prenant successivement x = x + ej, j = 1, 2, ..., n où ej désigne le jième vecteur-unité, on en déduit

cj - at.jy ≥ 0,
j = 1, 2, ..., n
ce qui prouve que y est une solution de (4.2.2). On peut montrer, de façon semblable, que x est une solution de (4.2.1).
Il suffit alors de faire

L(x,0)
≤
L(0,0)
≤
L(0,y)
pour obtenir ctx ≤ bty, ce qui prouve que x et y sont des solutions optimales (théorème 4.3.1).
(
L'importance du théorème du lagrangien résulte de ce que, sous la forme précédente, il n'est que l'application aux programmes linéaires d'une propriété plus générale de la programmation non linéaire, connue sous le nom de théorème de Kuhn et Tücker.
4.6
Algorithme dual du simplexe
Nous allons considérer une méthode de calcul faisant appel à la dualité.
La première idée est d'essayer de remplacer la résolution du problème posé par celle de son dual. La définition même des problèmes duals montre que ce remplacement sera en général avantageux lorsque le problème posé, qui sera appelé par convention le primal, comporte plus de contraintes que d'inconnues: les bases du dual seront alors d'ordre inférieur à celles du primal.
Remarquons aussi que la recherche d'une solution de départ, lorsqu'elle impose l'introduction de variables artificielles, intervient pour une part importante dans l'effort de calcul: l'algorithme du simplexe, en partant d'une solution primale-réalisable de base dont l'obtention préalable apparaît ainsi comme une condition initiale consiste à calculer une suite de solutions aboutissant à l'optimum.
La démarche duale de celle-ci serait, puisque la dualité échange les rôles de b et c, de partir d'une solution primale (irréalisable) satisfaisant aux critères d'optimalité et de calculer une suite de solutions primales irréalisables vérifiant constamment ces critères et aboutissant éventuellement à une solution primale-réalisable laquelle sera optimale. C'est cette démarche qui est utilisée dans l'algorithme dual du simplexe, algorithme développé par C. Lemke en 1954 qui s'applique au problème primal et non au dual.
Voyons maintenant les détails de cette méthode. Considérons le problème primal sous forme standard:


Min
ctx


sujet à
Ax
=
b





(4.6.1)



x
≥
0.
Soit x = [x1, x2, ..., xm, 0, 0, ..., 0]t une solution de base du problème (4.6.1) et dénotons xB = [x1, x2, ..., xm]t = B-1b le vecteur des variables de base. Supposons que les coûts relatifs pour cette base sont tous non négatifs et que

cj = cj - πta.j = 0,
 j = 1, 2, ..., m





(4.6.2)

cj = cj - πta.j > 0,
 j = m+1, m+2, ..., n.

Notons d'abord que les multiplicateurs du simplexe associés à cette base constituent une solution réalisable pour le dual. Également le fait d'exiger l'inégalité stricte dans (4.6.2) correspond à une hypothèse de non-dégénérescence pour cette méthode.
xB est appelé solution «duale-réalisable» de base. Si cette solution de base est aussi réalisable (c'est-à-dire «primale-réalisable»: xB = B-1b ≥ 0), c'est une solution optimale de base du primal. L'algorithme dual du simplexe part d'une solution de base «duale-réalisable» mais irréalisable pour le primal, et fait décroître, de façon itérative, le nombre des variables négatives tout en maintenant à chaque itération les critères d'optimalité.
Donc, supposons que xk < 0.
Démontrons que si xk < 0 et (4.6.2) satisfaite, alors il existe une solution réalisable y pour le problème dual telle que bty > btπ.
Dénotons k., la kième ligne de B-1 et définissons y = π - tk., alors

bty = btπ - k.b = btπ - xk > btπ, pour tout > 0.


(4.6.3)
Pour déterminer le domaine de variation de , nous faisons l'analyse suivante:

cj - yta.j 
= 
cj - πta.j + k.a.j 




0 


si 1 ≤ j ≤ m, j ≠ k



=



si j = k




cj - πta.j + akj 
si m < j ≤ n.
Or, pour que y soit une solution réalisable pour le problème dual, il faut que

cj - yta.j 
≥ 0
pour tout j = 1, 2, ..., n
c'est-à-dire

cj - πta.j + akj  ≥ 0
si m < j ≤ n
avec > 0.
Si akj  ≥ 0 pour tout j, m < j ≤ n, alors y est une solution réalisable du problème dual pour toute valeur de > 0 et ainsi, se référant à (4.6.3), la valeur de l'objectif du problème dual n'est pas bornée supérieurement. Donc, on en conclut que le problème primal est tel que l'ensemble {x: Ax = b, x ≥ 0} est vide.
D'autre part, s'il existe au moins un j tel que akj  < 0, alors la plus grande valeur de possible, disons , est telle que π - tk. demeure réalisable pour le problème dual; elle est déterminée par la formule

=
Min

{cj - πta.j
: akj  < 0}=
cs - πta.s
=
- cs   (4.6.4)



m < j ≤ n
_______


________

___





- akj  



- aks


aks




Ainsi, l'inégalité stricte retrouvée dans (4.6.2) est nécessaire pour s'assurer que la valeur de l'objectif du problème dual soit croissante d'une itération à l'autre.
L'algorithme dual du simplexe se résume comme suit:
Initialisation

Déterminons une solution de base où xj1, xj2, ..., xjm sont les variables de base telle que cj ≥ 0 pour tout j = 1, 2, ..., n.
Étape 1.

Si xji ≥ 0 pour tout i = 1, 2, ..., m alors la solution de base est réalisable et optimale et l'algorithme se termine.

S'il existe au moins un indice i tel que xji < 0, on procède à l'étape 2.
Étape 2.
Critère de sortie

Déterminons l'indice r tel que



xjr = Min {xji : xji  < 0, i = 1, 2, ..., m}.

Étape 3.
Critère d'entrée

Si arj ≥ 0 pour tout j = 1, 2, ..., n alors {x: Ax = b, x ≥ 0} est vide et l'algorithme se termine.

S'il existe au moins un indice j tel que arj < 0, alors déterminons l'indice s tel que
 

cr- ars
=
Min
{cj / -arj : arj  < 0}.






1 ≤ j ≤ n




Étape 4.

Un pivot est effectué sur l'élément  ars afin de déterminer une nouvelle forme canonique avec laquelle l'étape 1 est répétée.
-------------------------------------------------
Sous l'hypothèse que l'inégalité stricte tient dans la relation (4.6.2) à chaque itération, alors la valeur de  dans (4.6.4) est toujours positive à chaque itération et, ainsi, la valeur de l'objectif du problème dual augmente d'une itération à l'autre. Par conséquent, une même base ne peut se répéter au cours des itérations de l'algorithme et ce dernier doit être complété en un nombre fini d'itérations du fait qu'il y a un nombre fini de bases.
Dans le cas où l'inégalité stricte ne tient pas nécessairement dans la relation (4.6.2) à toutes les itérations alors une preuve de convergence plus élaborée est nécessaire.
La méthode que nous venons de décrire est particulièrement utilisée dans le contexte où après avoir déterminé une solution optimale d'un problème de programmation linéaire, on modifie le membre de droite et on veut connaître une solution optimale (s'il en existe une) du problème perturbé. Cette situation se rencontre lorsqu'on ne connaît pas de façon exacte les paramètres du problème et qu'on veut évaluer l'influence de l'imprécision dans l'estimation du membre de droite.
Exemple 4.6.1
Utiliser l'algorithme dual du simplexe pour résoudre le problème suivant:

Min
z = 4x1 + x2 + x3
sujet à 

x1 + x2

 ≥ 8


8x1 - x2 - 9x3 
≥ 1


x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0.
Après avoir introduit les variables d'écart x4 et x5, la forme canonique où x4 et x5 sont les variables de base est formulée au TABLEAU 4.6.1.
	x1
	x2
	x3
	x4
	x5
	-z
	

	-1
	-1
	0
	1
	0
	0
	-8

	-8
	1
	9
	0
	1
	0
	-1

	4
	1
	1
	0
	0
	1
	0


TABLEAU 4.6.1
Le critère de sortie appliqué à cette forme canonique indique que  x4 est la variable de sortie, tandis que x2 est la variable d'entrée. Par conséquent, le pivot sur l'élément à l'intersection de la première ligne et de la deuxième colonne du TABLEAU 4.6.1 engendre la forme canonique du TABLEAU 4.6.2 où les variables de base sont x2 et x5.
	x1
	x2
	x3
	x4
	x5
	-z
	

	1
	1
	0
	-1
	0
	0
	8

	-9
	0
	9
	1
	1
	0
	-9

	3
	0
	1
	1
	0
	1
	-8


TABLEAU 4.6.2
La variable de sortie est donc x5 et la variable d'entrée est x1. Le pivot sur l'élément à l'intersection de la deuxième ligne et de la première colonne engendre la forme canonique du TABLEAU 4.6.3 où les variables de base sont x1 et x2.
	x1
	x2
	x3
	x4
	x5
	-z
	

	0
	1
	1
	-8/9
	-1/9
	0
	7

	1
	0
	-1
	-1/9
	-1/9
	0
	1

	0
	0
	4
	4/3
	1/3
	1
	-11


TABLEAU 4.6.3
La solution optimale est donc x1 = 1, x2 = 7 et x3 = 0 et la valeur optimale est égale à 11.
(
Exemple 4.6.2

Utiliser l'algorithme dual du simplexe pour résoudre le problème suivant:

Min
z = 3x1 + 4x2 + 5x3
sujet à 

x1 + 2x2 + 3x3
 ≥ 5


2x1 + 2 x2 + x3 
≥ 6


x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0.
On ajoute des variables de surplus et on affecte un changement de signes:
	x1
	x2
	x3
	x4
	x5
	-z
	

	-1
	-2
	-3
	1
	0
	0
	-5

	-2
	-2
	-1
	0
	1
	0
	-6

	3
	4
	5
	0
	0
	1
	0


	x1
	x2
	x3
	x4
	x5
	-z
	

	0
	-1
	-5/2
	1
	-1/2
	0
	-2

	1
	1
	1/2
	0
	-1/2
	0
	3

	0
	1
	7/2
	0
	3/2
	1
	9


	x1
	x2
	x3
	x4
	x5
	-z
	

	0
	1
	5/2
	-1
	1/2
	0
	2

	1
	0
	-2
	1
	-1
	0
	1

	0
	0
	1
	1
	1
	1
	11



Solution optimale:
x1 = 1, x2 = 2 et x3 = 0.




(
Exemple 4.6.3
Voyons un autre exemple d'application de cet algorithme.

Min
w = x1 + x2 + 2x3
sujet à 

x1 + x2 + x3
 
≤ 50


x1 + 2 x2 
 
≥ 15


x1 - x2 + 2x3
 
≥ 10


x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0
ce qui s'écrit:

Max
-w = -x1 - x2 - 2x3
sujet à 

x1 + x2 + x3
 + e1


= 50


-x1 - 2 x2 

+ e2

= -15



-x1 + x2 - 2x3
 

+ e3
= -10



x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0



e1 ≥ 0, e2 ≥ 0, e3 ≥ 0

	x1
	x2
	x3
	e1
	e2
	e3
	-w
	

	1
	1
	1
	1
	0
	0
	0
	50

	-1
	-2
	0
	0
	1
	0
	0
	-15

	-1
	1
	-2
	0
	0
	1
	0
	-10

	-1
	-1
	-2
	0
	0
	0
	1
	0


	x1
	x2
	x3
	e1
	e2
	e3
	-w
	

	.5
	0
	1
	1
	.5
	0
	0
	42.5

	.5
	1
	0
	0
	-.5
	0
	0
	7.5

	-1.5
	0
	-2
	0
	.5
	1
	0
	-17.5

	-.5
	0
	-2
	0
	-.5
	0
	1
	7.5


	x1
	x2
	x3
	e1
	e2
	e3
	-w
	

	0
	0
	1/3
	1
	2/3
	1/3
	0
	110/3

	0
	1
	-2/3
	0
	-1/3
	1/3
	0
	5/3

	1
	0
	4/3
	0
	-1/3
	-2/3
	0
	35/3

	0
	0
	-4/3
	0
	-1/3
	-1/3
	1
	40/3


Donc la solution optimale est:

x1 = 35/3, x2 = 5/3 et x3 = 0, wmin = 40/3.
(
4.7
Solution de base «duale-réalisable» de départ
Très souvent, on applique l'algorithme dual du simplexe parce que les conditions initiales requises pour cette application sont réalisées (cj ≥ 0); c'est le cas, en particulier, dans certains problèmes paramétriques et de post-optimisation. Il peut cependant exister d'autres circonstances dans lesquelles on désire utiliser l'algorithme dual alors qu'on ne connaît pas a priori de solution de base «duale-réalisable». La procédure suivante peut être appliquée.
Cette procédure suppose que l'on connaisse une base du primal. Nous faisons donc l'hypothèse préalable que les m équations du primal (sous forme standard) sont compatibles et non redondantes, et que l'on connaît un ensemble de m vecteurs colonnes aj linéairement indépendants (c'est toujours le cas lorsque toutes les contraintes étaient initialement des inéquations).
On peut construire le tableau du simplexe relatif à cette base B, c'est-à-dire expliciter le système par rapport aux m variables de base et éliminer ces variables de la forme linéaire à optimiser. Après cette élimination, certaines composantes de xB peuvent être négatives et certains coefficients cj peuvent être négatifs.
Le système explicité et la forme à minimiser s'écrivent:

xL + 
∑ aLjxj  =  xL,  
L(I





(4.7.1)


j(J



∑ cjxj  - z =  -z.



j(J
Ajoutons à ce système la (m+1) ième contrainte
∑ xj  ≤  M,







j(J
où M est un nombre positif aussi grand que l'on voudra, c'est-à-dire supérieur à tout nombre fini auquel il sera comparé dans les calculs.
Cette «contrainte artificielle» est transformée en équation par addition de la variable d'écart x0, non négative et affectée d'un coût nul dans la forme à minimiser, soit


x0 +
∑ xj  =  M,
x0 ≥ 0.





(4.7.2)



j(J
L'ensemble des valeurs


xL  =  xL,  
L(I



x0 = M
constitue une solution de base du problème augmenté (à m + 1 contraintes).
Effectuons maintenant un changement de base en prenant comme pivot le coefficient (1) de la variable  xk dans (4.7.2), k étant défini par ck = min {cj : j(J}. Ceci revient à remplacer dans les contraintes (4.7.1), xk par
M 
- x0 - 
∑ xj.







j(J \{k}

Après pivotage, on a:

c'j = cj -  ck  ≥ 0,


j ( J \ {k}

c'0 = 0 -  ck  ≥ 0,


le coût relatif associé à x0.
On peut donc appliquer l'algorithme dual du simplexe.
L'application de l'algorithme dual conduit obligatoirement à l'un des trois résultats suivants:
a)
le problème augmenté n'a pas de solution réalisable.

C'est aussi le cas pour le problème primitif.
b)
le problème augmenté a une solution optimale et x0 n'est pas une variable de base du système.

La contrainte
∑ xj ≤ M est donc vérifiée avec le signe = pour la solution optimale 



j(J

trouvée et les valeurs des variables de base de ce programme sont fonction de M.
Le problème primitif n'a en général pas de solution optimale finie.
Deux cas possibles:
i)
la valeur minimale z de z est explicitement fonction de M (cas général) pour tout M ≥ 
M (une valeur déterminée).

Si M((, alors z(( (z ne peut pas tendre vers +( puisqu'il existe des solutions finies au problème primitif)

Par conséquent, les problèmes augmenté et primitif n'ont pas de solution optimale finie.
ii)
la valeur minimale z de z est indépendante de M (cas exceptionnel), pour toute valeur de M ≥ M.

Il existe une solution optimale finie.
c) 
le problème augmenté a une solution optimale et x0 est une variable de base.

La composante x0 est la seule à être explicitement fonction de M et est strictement positive.

Nous avons donc une solution optimale pour le problème primitif.
Il est à noter que, dès que x0 entre dans la base, nous avons une solution de base «duale-réalisable» du primal; on peut donc, à partir de ce moment, supprimer la ligne relative à x0 du tableau du simplexe et continuer l'application de l'algorithme dual du simplexe.
Des procédures particulières autres que celle-ci peuvent aussi être envisagées. Considérons par exemple le cas simple où, pour un problème primal de minimisation écrit sous forme standard, le vecteur-coût c est non négatif et où la matrice A du primal contient une sous-matrice B, carrée, d'ordre m, dont les colonnes correspondent à ±ei (i = 1, 2, ..., m) et sont associées à des variables xj de coût cj = 0.
On est dans cette situation, en particulier, lorsqu'une variable d'écart ou de surplus a dû être ajoutée à chaque contrainte du primal et que c ≥ 0.
4.8
Algorithme primal-dual du simplexe
La méthode primale-duale ne doit pas être considérée comme entièrement nouvelle, car elle utilise l'algorithme du simplexe comme «sous-méthode». La méthode ne semble pas tellement utilisée pour résoudre des problèmes généraux de programmation linéaire. Une variante de cette méthode est très utilisée pour résoudre des problèmes de programmation linéaire définis sur des réseaux et est connue sous le nom de la méthode des arcs non-conformes (technique «out-of-kitter»).
Le principe de la méthode consiste à travailler simultanément sur les problèmes primal et dual: partant d'un programme dual et d'une solution irréalisable du primal, choisie de façon que le théorème des écarts complémentaires soit satisfait, cette méthode «améliore» de façon itérative la solution du primal; lorsque celle-ci devient primale-réalisable, la solution est optimale.
Les différentes étapes de l'algorithme peuvent être schématiquement décrites de la façon suivante:
a)
déterminer une solution duale-réalisable;
b)
associer à cette solution duale-réalisable un problème primal restreint déduit du primal original en y annulant certaines variables, de façon à satisfaire au théorème faible des écarts complémentaires et en remplaçant la forme linéaire primitive par la somme des variables artificielles;
c)
résoudre le primal restreint, c'est-à-dire minimiser la somme des variables artificielles; cette minimisation requiert en général l'application de l'algorithme du simplexe;
d)
si la solution optimale du primal restreint n'est pas une solution réalisable du problème primal, on peut déterminer une nouvelle solution duale-réalisable, et on applique de nouveau l'algorithme à partir de b).
Après un nombre fini d'itérations, la solution optimale du primal restreint est une solution réalisable (donc optimale) du primal ou bien on met en évidence l'absence de solutions réalisables ou l'absence d'optimum fini pour le primal.
Considérons donc le problème de programmation linéaire sous sa forme standard:

Min 
ctx
sujet à 

Ax = b







(4.8.1)


x ≥ 0
et son problème dual

Max 
bty
sujet à 
Aty ≤ c.







(4.8.2)
Supposons que y ({y: Aty ≤ c}. Définissons l’ensemble (ncomme suit :

= {j: yta.j = cj}.
Ainsi, puisque y est une solution duale-réalisable, yta.j < cj pour tout j (associons au sous-ensemble le problème primal restreint suivant:

Min 
etz
sujet à 

Ax + 
Iz = b







(4.8.3)


x ≥ 0,


xj = 0
si j (



z ≥ 0
où e = [1, 1, ..., 1]t((m.
Le problème dual de ce primal restreint s'écrit alors:

Max 
btu
sujet à 

uta.j ≤ 0, 
pour tout j (




(4.8.4)


u ≤ e.

Théorème 4.8.1

Soit y ({y: Aty ≤ c}, supposons que x et z constituent un point réalisable pour le primal restreint où z = 0. Alors x et y sont des solutions optimales pour (4.8.1) et (4.8.2) respectivement.
Démonstration
Si (x,z) constitue un point réalisable pour le primal restreint et que z = 0, alors cette solution est optimale pour le primal restreint. De plus, ceci implique que x est un point réalisable pour le problème primal.
Puisque xj = 0 si j (= {j: yta.j = cj}, alors

xj [yta.j - cj] = 0 pour tout j = 1, 2, ..., n.
Alors la conclusion du théorème découle du théorème faible des écarts complémentaires.
(
Supposons donc que la condition d'optimalité n'est pas satisfaite. Alors, la solution optimale du primal restreint est telle que etz > 0. Rappelons maintenant que le vecteur des multiplicateurs du simplexe pour le primal restreint est une solution optimale u de son dual (4.8.4) lorsque la base est optimale pour (4.8.3) et, btu = etz > 0.
Dans le but de déterminer un nouveau point réalisable du problème dual (4.8.2), considérons le vecteur y + u. Deux cas doivent être considérés indépendamment:
1er cas:
uta.j ≤ 0 pour tout j = 1, 2, ..., n
Le point y + u est un point réalisable du problème dual (4.8.2) pour toute valeur de (
Si on évalue l'objectif de (4.8.2), on obtient:

bt(y + u) = bty + btu ((
lorsque  ((
Par conséquent, le problème dual (4.8.2) n'est pas borné supérieurement; d'où, le problème primal (4.8.1) n'a pas de point réalisable.
2ième cas:
j (1 ≤ j ≤ n) tel que uta.j > 0.
Puisque u est un point réalisable du problème dual restreint (4.8.4), alors

uta.j ≤ 0,
j (
Par conséquent, (y + u)ta.j ≤ cj pour tout j (.
Pour que y + u soit un point réalisable du problème dual (4.8.2), il est donc nécessaire que

(y + u)ta.j = yta.j +  uta.j ≤ cj pour tout j (.
Par conséquent, la plus grande valeur  que peut prendre pour que y + u soit un point réalisable de (4.8.2) est donnée par la relation suivante:

 =
Min
{(cj - yta.j) / (uta.j):
uta.j > 0}=
(ck - yta.k) / (uta.k).


1≤j≤n
Dans ce cas, on entreprend une nouvelle itération de la méthode avec y + u.
Il importe de noter que la valeur de l'objectif du problème dual (4.8.2) a augmenté puisque

bt(y + u)
=
bty + btu > bty
étant donné que btu > 0 et  > 0.
L'algorithme primal-dual du simplexe se résume comme suit:
Initialisation.

Déterminons un point réalisable du problème dual (4.8.2).
Étape 1.

Déterminons l'ensemble associé au point réalisable du problème dual (4.8.2) et le problème primal restreint associé à .
Étape 2.

Utilisons l'algorithme du simplexe pour résoudre le problème primal restreint (4.8.3).

Si la valeur optimale de l'objectif de (4.8.3) est égale à 0, alors les valeurs que prennent les variables xj dans cette solution constituent une solution optimale du problème primal (4.8.1). L'algorithme se termine.

Autrement, on procède à l'étape 3.
Étape 3.

Déterminons une solution optimale u du problème dual restreint (4.8.4) en utilisant les multiplicateurs du simplexe associés à la base optimale de (4.8.3).

Si uta.j ≤ 0 pour tout j = 1, 2, ..., n



alors
le problème primal (4.8.1) ne comporte pas de point réalisable et 



l'algorithme se termine.

S'il existe au moins un indice j tel que uta.j > 0



alors
définissons un nouveau point réalisable y + u du problème dual 



(4.8.2).

On répète l'étape 1 avec ce nouveau point réalisable y + u.
(
Quelques remarques s'imposent.
La première est la suivante:
k(.
La seconde remarque se rapporte à la résolution du primal restreint à l'étape 2. Notons que tout indice j pour lequel xj > 0 dans la solution optimale du primal restreint appartiendra nécessairement à l'ensemble qui sera construit à l'itération suivante; c'est-à-dire que (y + u)ta.j = cj. En effet, grâce au théorème des écarts complémentaires appliqué au couple primal-dual restreint (4.8.3)-(4.8.4), il découle que xj > 0 implique uta.j = 0 et, par conséquent,

(y + u)ta.j = yta.j + uta.j =  yta.j = cj.
Donc, la solution optimale du problème primal restreint (4.8.3) constitue une première solution de base réalisable pour le nouveau problème primal restreint associé au nouvel ensemble correspondant à y + u. Il suffit d'exprimer a.k en terme de cette base pour avoir une forme canonique du nouveau problème primal restreint (c'est-à-dire xk devient une variable de base). Finalement, il convient de noter que le coût relatif de la variable xk dans cette forme canonique est donné par 0 - uta.j < 0, et, par conséquent, la valeur de l'objectif du nouveau problème primal restreint diminue lorsque la valeur de xk augmente (sous l'hypothèse de non-dégénérescence).
La convergence de l'algorithme est établie en observant que, sous l'hypothèse de non-dégénérescence, à chaque itération de l'algorithme ou bien la valeur de l'objectif du primal restreint diminue ou bien on détecte que le problème primal (4.8.1) n'a pas de solution.
Exemple 4.8.1
Utiliser l'algorithme primal-dual pour résoudre le problème suivant:

Min z =
4x1 +
x2 +
x3

sujet à

x1 +
x2

 ≥ 8



8x1 -
x2 -
9x3
 ≥ 1



x1  ≥ 0




x2  ≥ 0





x3  ≥ 0.
Après avoir introduit les variables d'écart x4 et x5, le problème devient:

Min z =
4x1 +
x2 +
x3

sujet à

x1 +
x2

-x4 

= 8



8x1 -
x2 -
9x3

-x5 
= 1



x1  ≥ 0 x2  ≥ 0 x3  ≥ 0 x4  ≥ 0 x5  ≥ 0.
Notons que y = (0, 0.5)t est un point réalisable pour le dual de ce problème. Alors , et le primal restreint associé est:

Min  =
z1 +
z2

sujet à

 x1
-x4 +
z1

= 8



8x1 


+ z2 
= 1




x1  ≥ 0





x4  ≥ 0






z1  ≥ 0







z2  ≥ 0.

Une solution optimale de ce problème est z1 = 7 7/8, x1 = 1/8, x4 = z2 = 0:

 x1
 x4
z1
z2
-




0
-1
1
-1/8
0
7 7/8

1
0
0
1/8
0
1/8

0
1
0
9/8
1
-7 7/8.
Une solution optimale pour le dual de ce problème est:

u
=
1
0
1
=
1



-1/8
1/8
0

-1/8
Puisque uta.2 = (1   -1/8) (1   -1)t =
1 1/8 >0, on poursuit l'algorithme pour déterminer y + u, un nouveau point réalisable du dual du problème original.
La valeur


=
Min {(1 + 1/2) / (9/8), (1 + 9/2) / (9/8), (0 + 1/2) / (1/8)} = 4/3


=
(c2 - yta.2) / (uta.2).
Ainsi, y + u = (4/3, 1/3)t et 
Le primal restreint associé est :

Min  =
z1 +
z2

sujet à

 x1+ 
x2 + 
z1

= 8



8x1- 
x2

+ z2 
= 1




x1  ≥ 0





x2  ≥ 0






z1  ≥ 0







z2  ≥ 0.
En réutilisant le tableau précédent comme suit:

 x1
 x2
z1
z2
-




0
9/8
1
-1/8
0
7 7/8


1
-1/8
0
1/8
0
1/8


0
-9/8
0
9/8
1
-7 7/8.



   (

 x1
 x2
z1
z2
-




0
1
8/9
-1/9
0
7

1
0
1/9
1/9
0
1

0
0
1
1
1
0.
on a comme solution optimale de ce problème x1 = 1, x2 = 7. Puisque = 0, il en découle que x1 = 1, x2 = 7 et  x3= 0 est une solution optimale du problème original.
(
Exemple 4.8.2
Résolvons le problème de programmation linéaire suivant:

Min Z = -2x 
-y 
-3z

sujet à
2x 
+ 3y 
+ 4z 
≤ 120



x
+ 2y 

≤ 50



x 

+ 2z
≤ 50



x, 
y,
 z
 ≥ 0.
Après l'introduction des variables d'écart, on obtient:

Min Z = -2x 
-y 
-3z

sujet à
2x 
+ 3y 
+ 4z 
+ e1


= 120



x
+ 2y 


+ e2

= 50


(P)



x 

+ 2z


+ e3
= 50




x, 
y,
 z,
e1,
e2,
e3
 ≥ 0.

Le dual (D) du problème (P) est:

Max
120u
+50 v
+50w




2u
+v 
+w
≤
-2




(D)




3u
+2v

≤
-1




4u

+2w
≤
-3




u,
v,
w
≤
0

Soit (-1, 0, 0) une solution réalisable de (D), alors (1 = {1, 5, 6} ( l'ensemble des indices des contraintes saturées du dual (D).
Associons à ce sous-ensemble (1 le problème primal restreint suivant:

Min  = 



a1
+a2
+a3

sujet à
2x 


+ a1


= 120



x
+ e2


+a2

= 50


(PR1)



x 

+ e3


+a3
= 50




x, 
e2,
e3,
a1,
a2,
a3
 ≥ 0.

En utilisant l'algorithme primal du simplexe, nous résolvons le problème (PR1),

x
e2
e3
a1
a2
a3
-



2
0
0
1
0
0
0
120


1
1
0
0
1
0
0
50


1
0
1
0
0
1
0
50

-4
-1
-1
0
0
0
1
-220


(

x
e2
e3
a1
a2
a3
-



0
-2
0
1
-2
0
0
20


1
1
0
0
1
0
0
50


0
-1
1
0
-1
1
0
0

0
3
-1
0
4
0
1
-20




(
x
e2
e3
a1
a2
a3
-



0
-2
0
1
-2
0
0
20


(TO1)

1
1
0
0
1
0
0
50

0
-1
1
0
-1
1
0
0

0
2
0
0
3
1
1
-20
Puisque  = 20 > 0, alors déterminons une solution optimale du problème dual restreint:

Max
120u
+50 v
+50w




2u
+v 
+w
≤
0




(DR1)





v

≤
0






w
≤
0




u, 
v, 
w
≤
1.

Il s'agit de calculer les multiplicateurs du simplexe associés au tableau optimal (TO1) précédent:

1
-2
0   t
1
1

0
1
0
0    =
-2

0
-1
1
0
0
Puisque
(1, -2, 0) a.1 = 0


(1, -2, 0) a.4 = 1 > 0


(1, -2, 0) a.2 = -1 ≤ 0


(1, -2, 0) a.5 = -2



(1, -2, 0) a.3 = 4 > 0


(1, -2, 0) a.6 = 0

on poursuit l'algorithme pour déterminer (-1, 0, 0) + ((1, -2, 0) = (-1+ (, -2(, 0), un nouveau point réalisable du dual du problème original :

-4 + 4( ≤ -3 et -1 + ( ≤ 0
(
( ≤ 1/4
(
( = 1/4
Ainsi, le nouveau point réalisable pour (D) est: (-3/4, -1/2, 0) et (2 = {1, 3, 6}.
Associons à ce sous-ensemble (2 le problème primal restreint suivant:

Min ( = 


a1
+a2
+a3

sujet à
2x 
+ 4z

+ a1


= 120



x



+a2

= 50


(PR2)



x 
+ 2z
+ e3


+a3
= 50




x, 
z,
e3,
a1,
a2,
a3
 ≥ 0.

En réutilisant le tableau précédent (TO1), on obtient après avoir calculé

B-1 a.3

=
1
-2
0
4
4




0
1
0
0    =
0




0
-1
1
2
2
et
c3
=
0 - (1, -2, 0) a.3 = -4,

x
z
e3
a1
a2
a3
-(



0
4
0
1
-2
0
0
20





1
0
0
0
1
0
0
50


0
2
1
0
-1
1
0
0

0
-4
0
0
3
1
1
-20



(

x
z
e3
a1
a2
a3
-(



0
0
-2
1
0
-2
0
20


(TO2)


1
0
0
0
1
0
0
50

0
1
1/2
0
-1/2
1/2
0
0

0
0
2
0
1
3
1
-20
Puisque ( = 20 > 0, alors déterminons une solution optimale du problème dual restreint:

Max
120u
+50 v
+50w




2u
+v 
+w
≤
0




(DR2)




4u

+2w
≤
0






w
≤
0




u,
v,
w
≤
1.

Il s'agit de calculer les multiplicateurs du simplexe associés au tableau optimal (TO2) précédent:

1
0
-2    t
1
1

0
1
0
0    =
0

0
-1/2
1/2
0
-2
Puisque
(1, 0, -2) a.1 = 0

(1, 0, -2) a.2 = 3 > 0


(1, 0, -2) a.3 = 0

(1, 0, -2) a.4 = 1 > 0



(1, 0, -2) a.5 = 0

(1, 0, -2) a.6 = -2

on poursuit l'algorithme pour déterminer (-3/4, -1/2, 0) + ((1, 0, -2) = (-3/4 + (, -1/2, -2(), un nouveau point réalisable du dual du problème original:

-9/4 + 3( -1 ≤ -1 et -3/4 + ( ≤ 0
(
( ≤ 3/4
(
( = 3/4
Ainsi, le nouveau point réalisable pour (D) est: (0, -1/2, -3/2) et (3 = {1, 2, 3, 4}.
Associons à ce sous-ensemble (3 le problème primal restreint suivant:

Min ( = 




a1
+a2
+a3

sujet à
2x 
+3y
+ 4z
+e1
+ a1


= 120



x
+2y



+a2

= 50

(PR3)



x 

+ 2z



+a3
= 50




x, 
y,
z,
e1,
a1,
a2,
a3
 ≥ 0.
En réutilisant le tableau précédent (TO2), on obtient après avoir calculé

B-1 a.2
=

1
0
-2
3
3




0
1
0
2    =
2




0
-1/2
1/2
0
-1
et
c2
=
0 - (1, 0, -2) a.2 = -3,

B-1 a.4
=

1
0
-2
1
1




0
1
0
0    =
0




0
-1/2
1/2
0
0
et
c4
=
0 - (1, 0, -2) a.4 = -1,

x
y
z
e1
a1
a2
a3
-(


0
3
0
1
1
0
-2
0
20



1
2
0
0
0
1
0
0
50

0
-1
1
0
0
-1/2
1/2
0
0

0
-3
0
-1
0
1
3
1
-20


(

x
y
z
e1
a1
a2
a3
-(


0
1
0
1/3
1/3
0
-2/3
0
20/3

(TO3)

1
0
0
-2/3
-2/3
1
4/3
0
110/3

0
0
1
1/3
1/3
-1/2
-1/6
0
20/3

0
0
0
0
1
1
1
1
0
Puisque ( = 0 alors l'algorithme termine et la solution optimale de (P) est: x = 110/3, y = z= 20/3, e1 = e2 = e3 = 0 avec Z = -100.
(
Exemple 4.8.3
Soit à résoudre le problème suivant:

Min
Z =



-107x4

-x5
-2x6

sujet à 
3x1



+14x4

+x5
-x6
=
7




x2

+16x4

+1/2x5-2x6
=
5





x3
+3x4



=
0



x1,
x2,
x3,
x4,

x5,
x6
≥
0
Après division de la première équation par 3, le système apparaît sous forme explicite par rapport aux variables de base x1, x2, x3 :

Min
Z=



-107x4

-x5

-2x6

sujet à 
x1



+14/3x4
+1/3x5

-1/3x6 
= 7/3




x2

+16x4

+1/2x5

-2x6
= 5





x3
+3x4




= 0



x1,
x2,
x3,
x4,

x5,

x6
≥ 0
Le dual (D) du problème (P) est:

Max
7/3u

+5v



u, 

v, 

w 
≤ 0



14/3u 

+16v

+3w
≤ -107



1/3u 

+ 1/2v


≤ -1



-1/3u

-2v


≤ -2

Le dual (D) ne possède pas de point réalisable et le primal (P) possède des points réalisables alors (P) ne possède pas de solution optimale finie.
(
Exemple 4.8.4
Soit à résoudre le problème suivant:

Min
Z =
x
+ y

sujet à

x
- y
≤
1




y
≤
1



x

≥
3



x,
y
≥
0
ou, après introduction des variables d'écart et de surplus,

Min
Z =
x
+ y

sujet à

x
- y
+e1


=
1




y

+e2

=
1

(P)



x



-s1
=
3




x,
y,
e1,
e2,
s1
≥
0

Le dual (D) du problème (P) est:

Max 
u
+v
+3w



u

+w
≤
1




(D)



-u
+v

≤
1



u,
v

≤
0





-w
≤
0
Soit (-1, 0, 1) une solution réalisable de (D), alors (1 = {2,4}. Associons à ce sous-ensemble (1 le problème primal restreint suivant:

Min ( = 

a1
+a2
+a3

sujet à
-y 

+ a1


= 1



y
+ e2

+a2

= 1


(PR1)



 



+a3
= 3



y, 
e2,
a1,
a2,
a3
 ≥ 0.
En utilisant l'algorithme primal du simplexe, on résoud le problème (PR1),

y
e2
a1
a2
a3
-(


-1
0
1
0
0
0
1

1
1
0
1
0
0
1

0
0
0
0
1
0
3

0
-1
0
0
0
1
-5


(

y
e2
a1
a2
a3
-(



-1
0
1
0
0
0
1


(TO1)


1
1
0
1
0
0
1

0
0
0
0
1
0
3

1
0
0
1
0
1
-4
Puisque ( = 4 > 0 alors déterminer une solution optimale du problème dual restreint:

Max
u
+v
+3w


sujet à
-u
+v

≤ 0




(DR1)



v

≤ 0



u,
v,
w
≤ 1

Il s'agit de calculer les multiplicateurs du simplexe associés au tableau optimal (TO1) précédent:

1
0
0   t
1
1

0
1
0
0    =
0

0
0
1
1
1
Puisque
(1, 0, 1) a.1 = 2 > 0

(1, 0, 1) a.2 = -1 ≤ 0


(1, 0, 1) a.3 = 1 > 0

(1, 0, 1) a.4 = 0



(1, 0, 1) a.5 = -1,

on poursuit l'algorithme pour déterminer (-1, 0, 1) + ((1, 0, 1) = (-1+ (, 0, ( + 1), un nouveau point réalisable du dual du problème original:

-1 + ( + 1 + ( ≤ 1 et -1 + ( ≤ 0
(
( ≤ 1/2
(
( = 1/2
Ainsi, le nouveau point réalisable pour (D) est: (-1/2, 0, 3/2) et (2 = {1, 4}.
Associons à ce sous-ensemble (2 le problème primal restreint suivant:

Min ( = 


a1
+a2
+a3

sujet à
x 

+ a1


= 1




e2

+a2

= 1


(PR2)



x 



+a3
= 3




x, 
e2,
a1,
a2,
a3
 ≥ 0.

En réutilisant le tableau précédent (TO1), on obtient après avoir calculé

B-1 a.1

=
1
0
0
1
1




0
1
0
0    =
0




0
0
1
1
1
et
c1
=
0 - (1, 0, 1) a.1 = -2,

x
e2
a1
a2
a3
-(



1
0
1
0
0
0
1





0
1
0
1
0
0
1


1
0
0
0
1
0
3

-2
0
0
1
0
1
-4


(
x
e2
a1
a2
a3
-(



1
0
1
0
0
0
1


(TO2)



0
1
0
1
0
0
1

1
0
-1
0
1
0
2

-2
0
2
1
0
1
-2
Puisque ( = 2 > 0, alors déterminons une solution optimale du problème dual restreint:

Max
u
+v
+3w




u
 
+w
≤
0




(DR2)





v

≤
0




u,
v,
w
≤
1.

Il s'agit de calculer les multiplicateurs du simplexe associés au tableau optimal (TO2) précédent:

1
0
0   t
0
-1

0
1
0
0    =
0

-1
0
1
1
1
Puisque
(-1, 0, 1) a.1 = 0

(-1, 0, 1) a.2 = 1 > 0


(-1, 0, 1) a.3 = -1

(-1, 0, 1) a.4 = 0 

(-1, 0, 1) a.5 = -1

on poursuit l'algorithme pour déterminer (-1/2, 0, 3/2) + ((-1, 0, 1) = (-1/2 - (, 0, ( + 3/2), un nouveau point réalisable du dual du problème original:

( +1/2 ≤ 1 
(
( ≤ 1/2
(
( = 1/2
Ainsi, le nouveau point réalisable pour (D) est: (-1, 0, 2) et (3 = {1, 2, 4}.
Associons à ce sous-ensemble (3 le problème primal restreint suivant:

Min ( = 



a1
+a2
+a3

sujet à
x 
-y

+ a1


= 1




y
+e2

+a2

= 1


(PR3)



x 




+a3
= 3



x, 
y,
e2,
a1,
a2,
a3
 ≥ 0.
En réutilisant le tableau précédent (TO2), on obtient après avoir calculé

B-1 a.2

=
1
0
0
-1
-1




0
1
0
1    =
1




-1
0
1
0
1
et
c2
=
0 - (-1, 0, 1) a.2 = -1,

x
y
e2
a1
a2
a3
-(


1
-1
0
1
0
0
0
1




0
1
1
0
1
0
0
1

0
1
0
-1
0
1
0
2

0
-1
0
2
1
0
1
-2


(

x
y
e2
a1
a2
a3
-(



1
0
1
1
1
0
0
2


(TO3)

0
1
1
0
1
0
0
1


0
0
-1
-1
-1
1
0
1

0
0
1
2
2
0
1
-1
Puisque ( = 1 > 0, alors déterminons une solution optimale du problème dual restreint:

Max
u
+v
+3w




u
 
+w
≤
0




(DR3)




-u
+v

≤
0





v

≤
0




u,
v,
w
≤
1.

Il s'agit de calculer les multiplicateurs du simplexe associés au tableau optimal (TO3) précédent:

1
1
0   t
0
-1

0
1
0
0    =
-1

-1
-1
1
1
1
Puisque
(-1, -1, 1) a.1 = 0


(-1, -1, 1) a.2 = 0


(-1, -1, 1) a.3 = -1


(-1, -1, 1) a.4 = -1



(-1, -1, 1) a.5 = -1

alors le problème (P) ne comporte pas de point réalisable et l'algorithme se termine.
(
-------------------------------------------------------
� Dans ces inégalités, il est nécessaire d'utiliser les concepts d'infimum et de supremum, car rien ne permet d'affirmer a priori que les maximums ou les minimums existent ou soient atteints.
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