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Courbes de Hermite

@ Chaque courbe est définie par un ensemble de points dont |es coordonnées sont
données par des fonctions paramétriques univariées continues de laforme:

(P
PU) = | P(u) ul [0,1]
_PAU)
@ L e vecteur tangent ala courbe est donné par ladifférentiation de P(u):
CdP(u) / du)
P(u) = dP(U) =| g (u) / du
du
\ dP,(u) /du/

@ L es extremités de la courbe sont P, et P,.

® Les vecteurs P, = P(0), P, = P(1), P4(0) = dP(u) et PY1) =dP(u)
du Iu=0 du Iu=1

définissent exactement une courbe de cette famille. 2



Courbes de Hermite
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P(0) = P,

Laforme algébrique d’une courbe de Hermite est donnée par 3 polyndmes de degré 3:

P,(U) = g, u° + &, F + a,U + &,
P(u) = a3 + g, u? + a, u + g, (1)
P,(U) = ag,® + a,,lF + a,u+a,

ou u est une variable rédlle appartenant a[0,1]. .



Courbes de Hermite

@ Les 12 coefficients algébriques déerminent une courbe unique.
@ L'expression algébrique peut sécrire sous une forme vectorielle plus compacte:
P(u) = Asu3 + Al + Alu+ A, (2)

et les composantes P, (u), P, (u) et P,(u) de P(u) correspondent aux coordonnées
cartésiennes du point P.

@ Maislaforme la plus expressive des caractéristiques de courbure et de position
donnant plus de contréle intuitif al’animateur graphique reste la formulation
geométrique.

@ Avecles2 points P, =P(0) et P, =P(1) ains que lestangentes en ces points,

on obtient 4 équations. | PO)= A,
P(1)= A;+A,+A +A,
| PY0)= A,
Pi(1) = 3A;+2A,+A,;




Courbes de Hermite

@ Laresolution de ce systeme a4 inconnus donne :
( PO
P(0)

-3P,+ 3P, -2 PY0) — P¥(1)
2 P,—2 P, + PY0) + P¥(2)
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> > > >
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En substituant les A, dans laformule algebrique, on a

P(u) = (2u® —3u? + 1) P, + (-2u° + 3u?) P, + (u®—2u? + u) P40) + (u*—u?) PY(1)
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Tangente a la courbe de Hermite
@ PY(u) = (6u>—6u) R, + (-6u?+ 6u) P, + (3u®>—4u + 1) P/0) + (3u—2u) P4(1)

Pi(uy=BM"U ouB =[P, P, P¥0) P¥1)] et Mu =




Troisieme formulation d’'une courbe de Hermite

@ Elleest définie al’ aide de 4 points quel conques appartenant a la courbe :
P,, P, P;, P, et uy, u,, u, et u, lesvaleurs des parametres associées aux 4 points.

Pour déerminer la matrice de coefficients geométriques B, nous savons que:

[P, P,, P, P,] =[P(u), P(w,), P(uy), Pu)] =BM (uj2 u? u? u)
U,2 U2 U2 U,2
1 2 3 4
u u, Uu; u,
\1 1 1 1 .

i) B=[P,P,P;P,][U;U,U,U, ]t M

m=p A=BM



Quatrieme formulation d’une courbe de Hermite

@ Elleest définieal’ aide des 2 extrémités de lacourbe P, et P, , les vecteurs
tangents unitaires t, et t,, ains qu’ un point intermediaire P..

Nej{=3 Le parametre u, associé aP, est inconnu.

@ |l sagit de calculer les vecteurs tangents aux extrémités :
Posons P/(0) = kt, et PY(1) = kit,.

Trouver ket k, de telle sorte que la courbe passe par le point intermédiaire P, :

A ( .3\
P. =[P, P, kg, kit,] M u 3 équations
u >
i a
| 3 inconnus (Kos Ky, W)
L1 '




Proprietés des courbes de Hermite
B |lspossedent une formulation mathématique et une interprétation geomeétrique.

B Vaiation delanorme de chaque vecteur tangent :

B = [PO Pl kOtO kltl]

» 2degrésdeliberté

En faisant varier k, et k;, cela permet de tracer une famille infinie de courbes
entre les extrémites P, et P, ayant différentes courbures.

o K=k, =k Vaeursdek élevées=) Effetsnon désirables

Petitesvaleursdek == Courbe aplatie




Proprietés des courbes de Hermite

@ Contraintes de continuité
Nous pouvons définir les conditions de continuité a des points de jonction.

4

La continuité d’ ordre 0 nous assure seulement que le point de jonction et
commun aux 2 courbes P et Q.

P(u) Q(u)

Lacontinuité d ordre 1 exige en plus que ladirection du vecteur tangent au
point de jonction reste fixe :

A1) = Q(0)
P(1) = k,Q%0)

P
= QW)
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Proprietés des courbes de Hermite

Définir une courbe intermédiaire Q entre 2 courbes P et R pour former une courbe
composee PQR.

Etant donné B, =[ P(0), P(1), P/(0), Pi(1)] et
Br = [ R(0), R(1), R¥0), RY(1)], il sagit de trouver By,

En imposant la continuité d'ordre 1 aux 2 points de jonction, B, est de laforme:

B, =[ P(1), R(0), aP¥1) /| PY(1) |, b RY(0) / | RYO) [].
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Proprietés des courbes de Hermite
m Changement d’ espace paramétrique
Cedla consiste a changer |a plage des valeurs que peut prendre la variable

paramétrique d'une courbe de Hermite, tout en conservant leur forme
origindlle.

Ceci peut se traduire par un changement d'echelle ou
un changement du sens de parcours de la variable paramétrigque sur I'objet.

Soit v = f(u) decrivant le changement apporte al’ intervalle paramétrique,
A. Inverser ladirection deparcoursdelacourbe(v=1-u).

Soient 2 courbes P et Q dont les matrices de coefficients geéométriques sont:
B, =[ P(0), P(1), P«0), PX(1)] et Bo = [ Q(0), Q(1), Q%0), Q“(1)],
S Q(0) = P(D), Q(1) = P(0),

QY0) =- (1), Q1) =-P¥0),

alors les courbes sont identiques sauf le sens de parcours a changeé. .
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B. Casgénéral.

Intervalle avant changement: !
Intervalle apres changement: [Vi, V]
Soient 2 courbes P(u) et Q(v) dont les matrices de coefficients geométriques sont

[u, ]

B,
B

[ P(u), P(u)), P(u;), P(u)] et
[ Q(v), Q(v), Q(v), QUW)I,

alorsl'invariance de la position de la courbe entraine les égalités suivantes:
Q(v;) = P(u,) et Q(v;) = P(u)
et I'invariance de laforme nous amene achoisir unerelation linéairev=au+b

afin de préserver laforme cubique de la courbe et |a direction des vecteurs tangents.

Puisque dv =adu, et Vi=au tbv=au +b,
- Q(v) = QYUY /a=Pu) /a=[(y - u) /(v - vi)] PYu)

Q'(v) = [(u, -u) / (v, - v)] PA(w) 12
QW) = [ - W) /(- )] Py,

on obtient: 4




Proprietés des courbes de Hermite
Subdivision exacte d’ une courbe de Hermite en segments de courbes de Hermite

Considérons en particulier latroncation d' une courbe au; et u,.

|| s agit de calculer P(u;) et P(u) apartirdeP=BM U
Pi(u;) et PY(u;) apartir de P =B M U.

On obtient alors:

[ Q(0) = P(u)

Q(1) = P(u)

Q'(0) = (u; - uy) P(w)

QW= (- u) P(u)
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Courbes de Hermite particulieres
B Courbes particulieres

Segment de droite d'extrémites P, et P;:
B=[F P, a(P, - Py) b(P; - Fy)]
et P(u) = P, + [(ath-2) u*- (2a+ b - 3) v + au] (P, - P,).

Ladistribution des valeurs de u sur le segment de droite n'est pas uniforme a
moinsquea=Db = 1.

Courbe conique d'extremite P, et P,, déefinie par un point intermédiaire P, et de
parametrer

B=[F P, ar (P, - Fy) ar (P, - P,)]

ou P, est le point d'intersection des droites tangentes en P, et P,
r <05 ® une dlipse
r=05 ® une parabole

r>05 ® une hyperbole b



Courbes de Hermite particulieres
Courbes particulieres (suite)

Courbe de Beézier cubiqueou P, P,, P, et P, sont les points de contrdle,
P, et P, sont les extremités de la cour be.

B=[FR P; 3(P,- ) 3(P;- P)].

[ FIN ]

16



