Chapitre # 8 – Problème de découpage
Exercices résolus
8.1
Résoudre le problème de découpage dans l’espace 3D d’un segment de droite PQ par rapport à une fenêtre sphérique de rayon r et de centre C.
Soit (X – C) * (X – C) = r2, l’équation de la sphère où X est un point quelconque de la sphère, 

soit P + ( (Q – P), ( ( [0, 1] un point quelconque du segment de droite, 

si le segment PQ intercepte la sphère, alors l’équation suivante est satisfaite :


(P + ( (Q – P) – C) * (P + ( (Q – P) – C) = r2,
( ( [0, 1]

ou encore,

[(Q – P) * (Q – P)] (2 + [2 (Q – P) * (P – C) ] ( + [(P- C) * (P – C)] - r2 = 0,
( ( [0, 1].

a) 1e cas : [(Q – P) * (P – C) ] 2 – [(Q – P) * (Q – P)] [(P- C) * (P – C) - r2 ] = 0

la droite PQ intercepte la sphère en un point seulement où

( = - [(Q – P) * (P – C) ] / [(Q – P) * (Q – P)].

Si cette valeur de ( ( [0, 1], alors le résultat du découpage est le point correspondant à cette valeur de (; autrement, le segment PQ ne fait pas partie de la fenêtre.

b) 2e cas : [(Q – P) * (P – C) ] 2 – [(Q – P) * (Q – P)] [(P- C) * (P – C) - r2 ] < 0
Le segment PQ ne fait pas partie de la fenêtre.

c) 3e cas : [(Q – P) * (P – C) ] 2 – [(Q – P) * (Q – P)] [(P- C) * (P – C) - r2 ] > 0
Soient (1 et (2, les racines de l’équation précédente où (1 < (2, alors :


si (1 > 1 ou (2 < 0 alors le segment PQ ne fait pas partie de la fenêtre,

autrement, le résultat du découpage est un segment de droite dont les extrémités correspondent aux valeurs de ( suivantes : [max((1, 0), min((2, 1)].

Note :
La droite PQ n’intercepte pas la sphère si la distance entre C et la droite PQ est plus grande que r c’est-à-dire, ||(C – P) x (Q – P)|| / || Q – P|| > r.

Cette condition peut être réécrite comme suit :


[[(C – P) x (Q – P)] * [(C – P) x (Q – P)]] / [(Q – P) * (Q – P)] > r2
ou encore,



[[(C – P) x (Q – P)] * [(C – P) x (Q – P)]] - [(Q – P) * (Q – P)] r2 > 0.

Sachant que (u x v) * (u x v) = (u * u) (v * v) – (u * v)2, cette condition devient :


[(C – P) * (C – P)] [(Q – P) * (Q – P)] – [(C – P) * (Q - P)]2 - [(Q – P) * (Q – P)] r2 > 0

ou encore,

[(Q – P) * (P – C) ] 2 – [(Q – P) * (Q – P)] [(P- C) * (P – C) - r2 ] < 0

la condition précédente.

8.2


Inclure dans la classe « Maillage_triangulaire » de PGC++ une nouvelle fonctionnalité permettant de découper un maillage triangulaire selon un parallélépipède dont les facettes sont parallèles au plan XY, YZ ou XZ. Le résultat du découpage sera aussi un maillage triangulaire. Donnez la spécification de cette nouvelle fonctionnalité, son implantation et décrivez la méthode précise utilisée.
Voici la description d’un algorithme de découpage tel que demandé. Il n’est pas le seul bien entendu.

Soit un parallélépipède défini à l’aide des paramètres xmin, xmax, ymin, ymax, zmin et  zmax,

soit la liste L renfermant les 3 sommets d’un triangle et les normales associées,

soit la liste S renfermant les sommets du polygone après découpage et les normales associées,


Ajouter le 1er sommet de L à la fin de L.

S ( (
Sélectionner comme sommet courant le 1er sommet de L, disons P, et la normale associée, disons nP.

Si Px ( xmin
alors
statutP ( INTERIEUR; ajouter à S le sommet P et la normale nP


sinon
statutP ( EXTERIEUR.

Tant que le sommet courant n’est pas le dernier de L,

Sélectionner comme sommet courant le sommet suivant de L, disons Q, et la normale associée, disons nQ.

Si Qx ( xmin
alors
statutQ ( INTERIEUR;




sinon
statutQ ( EXTERIEUR.


Si (statutP == INTERIEUR) et (statutQ == INTERIEUR)



alors ajouter à S le sommet Q et la normale nQ.


Si (statutP == EXTERIEUR) et (statutQ == INTERIEUR)

(


alors
calculer le point d’intersection R entre le segment PQ et x = xmin.

ajouter à S le sommet R et la normale obtenue par interpolation des normales associées à P et Q.



Ajouter à S le sommet Q et la normale nQ.


Si (statutP == INTERIEUR) et (statutQ == EXTERIEUR)



alors
calculer le point d’intersection R entre le segment PQ et x = xmin.

ajouter à S le sommet R et la normale obtenue par interpolation des normales associées à P et Q.



P ( Q

statutP ( statutQ

Fin du tant que

Si le nombre de sommets de S est < 3

alors
exclure ce triangle du maillage après découpage,


l’opération est terminée.


Copier la liste S dans L.

Répéter le processus précédent (noté () pour x = xmax.

Répéter le processus précédent (noté () pour y = ymin.

Répéter le processus précédent (noté () pour y = ymax.

Répéter le processus précédent (noté () pour z = zmin.

Répéter le processus précédent (noté () pour z = zmax.

Si le nombre de sommets de L est > 3 alors décomposer le polygone issu de L en triangles; ces triangles feront partie du maillage résultant après découpage.

Note :
Calcul du point d’intersection R entre le segment PQ et x = xmin
· Trouver ( tel que xmin = Px + ( (Qx - Px)

· R ( P + ( (Q – P)

· nR = nP + ( (nQ – nP)

----------------------------------------------------------

8.3

Indiquez pourquoi l'algorithme de Cohen et Sutherland ne s'applique pas directement lorsque la fenêtre est polygonale mais, non convexe.

Que faut-il faire pour contourner ce problème ?

Parce que la droite de prolongement de chaque arête du polygone non convexe ne nous permet pas d’identifier 2 régions, l’une renfermant le polygone non convexe au complet et l’autre, excluant le polygone non convexe.

Pour contourner ce problème, on peut décomposer la fenêtre en polygones convexes et appliquer l’algorithme de Cohen et Sutherland à chaque composante convexe.

8.4

Proposez un algorithme de découpage d’une courbe de Bézier quelconque par rapport à une fenêtre définie à l’aide d’un parallélépipède. La courbe de Bézier est définie à l’aide des points de contrôle P0, P1, P2, …, PN.

Note : Cet algorithme doit tirer profit des propriétés des courbes de Bézier.

Algorithme de découpage :

1. Si l’ensemble des points de contrôle fait partie de la fenêtre

alors
la courbe de Bézier au complet fait partie de la fenêtre ;


c’est terminé.

Si le parallélépipède de volume minimal renfermant l’ensemble des points de contrôle est à l’extérieur de la fenêtre,

alors
la courbe de Bézier ne fait pas partie de la fenêtre ;

c’est terminé.

2. Soit une liste L renfermant des morceaux de la courbe de Bézier à découper,

L renferme initialement un seul morceau ; il s’agit de la courbe originale.

Soit une liste S initialement vide qui renfermera les morceaux de la courbe de Bézier à l’intérieur de la fenêtre.

3. Retirer une courbe de Bézier C(u), u ( [0, 1] de la liste L ; 

Évaluer le point C(0.5) sur la courbe C(u) , u ( [0, 1] ; cela délimite 2 morceaux de la courbe C, notés C1(u) et C2(u). Ces 2 morceaux sont aussi des courbes de Bézier dont les points de contrôle sont plus rapprochés de C1 et  C2 respectivement.

4. Si l’ensemble des points de contrôle de la courbe C1(u) fait partie de la fenêtre

alors
ajouter C1 à S ;

sinon
si le parallélépipède de volume minimal renfermant l’ensemble des points de contrôle de C1 n’est pas complètement à l’extérieur de la fenêtre,

alors
ajouter C1 à L ;

Si l’ensemble des points de contrôle de la courbe C2(u) fait partie de la fenêtre

alors
ajouter C2 à S ;

sinon
si le parallélépipède de volume minimal renfermant l’ensemble des points de contrôle de C2 n’est pas complètement à l’extérieur de la fenêtre,

alors
ajouter C2 à L ;

5.
Si la liste L n’est pas vide
alors allez à l’étape 3






sinon retournez le résultat S.

8.5

Résoudre le problème de découpage dans l’espace 2D d’un segment de droite PQ par rapport à une fenêtre triangulaire dont les sommets sont R, S et T.

1.
Soit Di = la droite de prolongement du ie côté, i = 0, 1, 2,

détermination des équations des droites de prolongement des côtés du triangle.
Calcul d’un point P à l’intérieur de la fenêtre triangulaire.

2.
Calcul d’un vecteur de SIGNE pour P:


enum SIGNE {PLUS = '+', MOINS = '-'};


SIGNE Signe_de_P[2];


for(i = 0; i < 3; i++)


Signe_de_P[i] = le signe de {Py - pente du ie côté * Px
· l’ordonnée à l’origine de la droite Di };

3.
Pour chaque extrémité A et B du segment à l’étude, calculer les 2 vecteurs

Signe_de_A et Signe_de_B comme en 2.

4.
Caractéristiques de l’extrémité A :

Pour tout i = 0, 1, 2,




Code_de_A[i] =
0 si Signe_de_A[i] = Signe_de_P[i]







1 sinon


Caractéristiques de l’extrémité B :

Pour tout i = 0, 1, 2,




Code_de_B[i] =
0 si Signe_de_B[i] = Signe_de_P[i]







1 sinon
Si
(
{Code_de_A[i] ( Code_de_B[i]}
( 0




i=0, 1, 2
alors le segment est invisible.  FIN.

5. Si Code_de_A = 0 & Code_de_B = 0 alors le segment est visible. FIN.

6. On cherche un élément non nul de Code_de_A ou de Code_de_B.

Soit Code_de_A[j], un tel élément,

Calculer le point d’intersection du segment à découper avec Dj.

Éliminer la partie du segment non visible.

Retourner à l’étape 3.

8.6

Décrivez un algorithme de découpage d’un segment de droite par rapport à une fenêtre polygonale 2D F définie comme suit :

m
F =  P0 -
(
Pi

i=1

où chaque composante Pi , i = 0, 1, 2, …, m est un polygone convexe.


Soit QR, le segment à découper,

Appliquer l’algorithme de Cohen et Sutherland pour découper QR par rapport à P0. On obtient Q(R(.

Soit L la liste des segments à découper, L renferme un seul segment initialement, Q(R(.

Pour tout i = 1, 2, …, m


(1)
Soit une liste M de segments initialement vide.


(2)
Retirer de la liste L un segment UV à découper.

(3) Appliquer l’algorithme de Cohen et Sutherland adapté pour découper UV par rapport à Pi. Ranger dans M la (ou les) portion(s) de UV à l’extérieur de Pi.

(4) Si L n’est pas vide

alors
aller à (2)

sinon
copier M dans L,


M est maintenant vide.

L renferme les segments à l’intérieur de la fenêtre ; c’est terminé.

8.7

Proposez un algorithme de découpage d’une courbe de Bézier définie dans l’espace à deux dimensions par rapport à une fenêtre rectangulaire. La courbe de Bézier est définie à l’aide des points de contrôle P0, P1, P2, …, PN.

Note : Cet algorithme doit tirer profit des propriétés des courbes de Bézier.

1. Si l’ensemble des points de contrôle fait partie de la fenêtre rectangulaire

alors
la courbe de Bézier au complet fait partie de la fenêtre ; c’est terminé.

Si le rectangle d’aire minimale renfermant l’ensemble des points de contrôle n’intercepte pas la fenêtre,

alors
la courbe de Bézier ne fait pas partie de la fenêtre ; c’est terminé.

2. Soit une liste L renfermant des morceaux de la courbe de Bézier à découper,

L renferme initialement un seul morceau; il s’agit de la courbe originale.

Soit une liste S initialement vide qui renfermera les morceaux de la courbe de Bézier à l’intérieur de la fenêtre.

3. Retirer une courbe de Bézier C(u), u ( [0, 1] de la liste L. 

Évaluer le point C(0.5) sur la courbe C(u) , u ( [0, 1] ; cela délimite 2 morceaux de la courbe C, notés C1(u) et C2(u). Ces 2 morceaux sont aussi des courbes de Bézier dont les points de contrôle sont plus rapprochés de C1 et  C2  respectivement.

4. Si l’ensemble des points de contrôle de la courbe C1(u) fait partie de la fenêtre

alors
ajouter C1 à S ;

sinon
si le rectangle d’aire minimale renfermant l’ensemble des points de contrôle de C1 intercepte la fenêtre,

alors
ajouter C1 à L ;

Si l’ensemble des points de contrôle de la courbe C2(u) fait partie de la fenêtre

alors
ajouter C2 à S ;

sinon
si le rectangle d’aire minimale renfermant l’ensemble des points de contrôle de C2 intercepte de la fenêtre,

alors
ajouter C2 à L ;

5.
Si la liste L n’est pas vide
alors allez à l’étape 3






sinon retournez le résultat S.

8.8

Calculer le point d’intersection entre un segment d’extrémités P et Q et une droite horizontale y = y.
L’équation de la droite qui coïncide avec le segment PQ est de la forme :


y = 
Qy – Py
  x
+ Py - 
Qy – Py  Px.



Qx - Px


Qx - Px
À y = y, on obtient :


Qy – Py
  x
= y  -
Py +
Qy – Py  Px

Qx - Px



Qx - Px
ou encore,


x = (y - Py )
Qx - Px

+
  Px



Qy – Py
8.9

Nous avons présenté en classe l’algorithme de découpage d’un segment de droite par rapport à une fenêtre polygonale convexe à N côtés (Cohen et Sutherland). En vous basant sur cet algorithme, écrire :

a)
une fonction booléenne qui retourne TRUE si un point Q quelconque passé en paramètre appartient à un polyèdre convexe (c’est-à-dire, à l’enveloppe ou à l’intérieur du polyèdre) et retourne FALSE sinon. Le polyèdre convexe est défini à partir de m facettes polygonales convexes, la iième facette étant définie à son tour à l’aide de n sommets Si1, Si2, …, Sin pour tout i = 1, 2, …, m.




-
déterminez un point R à l’intérieur du polyèdre,




-
déterminez l’équation du plan coïncidant avec chaque facette i :






Ni * P = Ni * Si1,

· Pour chaque facette i,

si le signe de Ni * R - Ni * Si1 et celui de Ni * Q - Ni * Si1 

sont différents

alors 
retournez FALSE.




-
Retournez TRUE.

b)
une fonction booléenne qui retourne TRUE si un polyèdre convexe A est inclus dans un autre B, et retourne FALSE sinon.

Pour chaque sommet P du polyèdre A,


si P n’appartient pas au polyèdre convexe B alors retourner FALSE.

Retourner TRUE.

c)
si le polyèdre n’est pas convexe, l’algorithme proposé ne s’applique pas. Pouvez-vous en construire un (on suppose que chaque facette du polyèdre est un polygone convexe) ? Utilisez une autre stratégie que celle qui consiste à décomposer le polyèdre en composantes polyédriques convexes.

-
sélectionnez une facette quelconque du polyèdre,

-
déterminez un point P à l’intérieur de cette facette,

-
calculez le nombre k de points d’intersection entre la demi-droite issue de Q passant par P et les différentes facettes du polyèdre.

-
si k est un nombre pair 
alors le point Q ne fait pas partie de la fenêtre






sinon le point Q appartient au polyèdre.

8.10

Soient les solides F = {(x, y, z) | f(x, y, z) ≤ 0} et G = {(x, y, z) | g(x, y, z) ≤ 0}, comment définiriez-vous F ( G et F ( G de la même manière ?


F ( G = {(x, y, z) | max(f(x, y, z), g(x, y, z)) ≤ 0}


F ( G = {(x, y, z) | min(f(x, y, z), g(x, y, z)) ≤ 0}.

En supposant que la fenêtre à découper est un parallélépipède de la forme {(x, y, z) | xmin ≤ x ≤ xmax, ymin ≤ y ≤ ymax, zmin ≤ z ≤ zmax}, comment procéderiez-vous pour prendre en compte le découpage d’un solide F ?

Posons :



F1 = {(x, y, z) | x – xmax ≤ 0}


F2 = {(x, y, z) | xmin – x ≤ 0}


F3 = {(x, y, z) | y – ymax ≤ 0}


F4 = {(x, y, z) | ymin – y ≤ 0}


F5 = {(x, y, z) | z – zmax ≤ 0}


F6 = {(x, y, z) | zmin – z ≤ 0}.
Pour effectuer le découpage de F selon cette fenêtre, il s’agit de construire un nouveau solide F' = F ( F1 ( F2 ( F3 ( F4.
8.11

Nous avons présenté brièvement en classe l’algorithme de découpage d’un polygone quelconque selon une fenêtre polygonale convexe (Sutherland-Hodgman, 74). La fenêtre est définie à l’aide des sommets P0, P1, P2, …, Pn-1 dans le sens antihoraire alors que le polygone à découper est défini à l’aide des sommets Q0, Q1, Q2, …, Qm-1.

Donnez une description précise de cet algorithme en pseudo-code.

Créer une liste L1 des sommets Q0, Q1, Q2, …, Qm-1, Q0.


Pour chaque valeur de i allant de 0 à n-1,



°
Créer une liste vide L2 de sommets.



°
Poser R ( le premier sommet de L1.



°
Si R est du côté de la fenêtre par rapport à l’arête Pi - Pi+1,

alors
initialiser la variable booléenne TEST à vrai et

ajouter R dans la liste L2.

sinon
initialiser la variable booléenne TEST à faux.

°
Tant et aussi longtemps que la liste L1 n’a pas été parcourue au complet



Poser S ( le sommet suivant de L1.



Si S est du côté de la fenêtre par rapport à l’arête Pi - Pi+1



alors
si TEST est faux alors

   
initialiser la variable booléenne TEST à vrai.

ajouter le point d’intersection entre l’arête Pi - Pi+1 de la fenêtre et l’arête R-S du polygone à découper dans la liste L2.

Ajouter S dans la liste L2.




sinon si TEST est vrai alors

initialiser la variable booléenne TEST à faux.

ajouter le point d’intersection entre l’arête Pi - Pi+1 de la fenêtre et l’arête R-S du polygone à découper dans la liste L2.

S est affecté à R.

°
Copier la liste L2 dans la liste L1.


À la fin de l’algorithme, la liste L1 contient les sommets du polygone après découpage.

8.12

Soit un polygone concave dont les sommets sont P0, P1, P2, …,  Pn, en se basant sur l’algorithme de découpage de Tilove(), 

(i)
écrire une fonction booléenne qui retourne TRUE si un point Q est à l’intérieur du polygone concave; FALSE autrement. 

Note : Pi ( (xi, yi) (i = 0, 1, 2, …, n
et Q ( (x, y).

Il faut d’abord construire un rectangle STUV d’aire minimal renfermant le polygone concave; puis, tracer un segment horizontal QR où R est à l’extérieur du rectangle STUV comme suit :


V









U








S









T

Posons Nb = 0.

Pour tout i allant de 0 à n


Si yi ( y ( yi+1 ou encore yi+1 ( y ( yi alors

calculer le point d’intersection C entre la droite horizontale passant par Q et l’arête Pi - Pi+1,

déterminer le scalaire ( tel que C ( Q + ( (R - Q).

si ( > 0 alors ajouter 1 à Nb.

Si Nb est impaire 
alors retourner TRUE




sinon retourner FALSE.

(ii) écrire une fonction qui retourne un point à l’intérieur du polygone concave.

Il faut d’abord construire un rectangle STUV d’aire minimal renfermant le polygone concave; puis, tracer un segment horizontal QR passant par (S + T + U + V) / 4 où Q et R sont à l’extérieur du rectangle STUV comme suit :


V









U


S









T

Posons (1 = 0 et (2 = 0.

Pour tout i allant de 0 à n


Si yi ( y ( yi+1 ou encore yi+1 ( y ( yi alors

calculer le point d’intersection C entre la droite horizontale passant par Q et l’arête Pi - Pi+1,

déterminer le scalaire ( tel que C ( Q + ( (R - Q).

si ( < (1 
alors 
(2 = (1




(1 = (
sinon
si ( < (2 
alors 
(2 = (
Choisir par exemple le point-milieu entre Q + (1 (R - Q) et Q + (2 (R - Q).

8.13

(i)
Généralisez l’algorithme de Liang & Barsky au problème de découpage d’un segment de droite par rapport à un parallélépipède P dans l’espace à 3 dimensions où les faces sont parallèles au plan XY, YZ ou XZ.

Considérons le segment à découper dont les extrémités sont (a, b, c) et (d, e, f). Un point quelconque de ce segment est (x, y, z) ( (a + ( (d – a), b + ( (e – b), c + ( (f – c)), ( ( [0,1].

Sachant que le parallélépipède P ( {(u, v, w) | umin ( u ( umax, vmin ( v ( vmax, wmin ( w ( wmax}, on obtient alors :


(x, y , z) ( FENÊTRE 
(
umin ( a + ( (d – a) ( umax,







vmin ( b + ( (e – b) ( vmax,







wmin ( c + ( (f – c) ( wmax.






(
pk ( (  qk, k = 1, 2, 3, 4, 5, 6.
Finalement, on peut calculer (1 et (2 les scalaires associés aux extrémités du segment visible :


(1 = Max {0, 
Max qk /  pk 

}




pk < 0




k = 1, 2, 3, 4, 5, 6


(2 = Min {1, 
Min qk /  pk 

}




pk > 0




k = 1, 2, 3, 4, 5, 6

(ii)
Généralisez l’algorithme de Liang & Barsky au problème de découpage d’un segment de droite par rapport à une fenêtre polygonale convexe dans l’espace à 2 dimensions où les sommets sont P0, P1, P2, …,  Pn.

Considérons le segment à découper dont les extrémités sont (a, b) et (c, d). Un point quelconque de ce segment est (x, y) ( (a + ( (c – a), b + ( (d – b)), ( ( [0,1].

Soit la droite de prolongement Di ( y = mi x + bi du iième côté de la fenêtre, où {(x, y) | y - mi x - bi < 0} ( région délimitée par Di renfermant la fenêtre, i = 0, 1, 2, …, n.

(x, y) ( FENÊTRE 
(
b + ( (d – b) - mi (a + ( (c – a)) - bi < 0,
i = 0,1, …, n; ( ( [0,1].




(
( (d – b - mi(c – a)) < bi + mi a - b,

i = 0,1, …, n; ( ( [0,1].

Finalement, on peut calculer (1 et (2 les scalaires associés aux extrémités du segment visible :



(1 = Max  0, 
Max 



(bi + mi a – b)   





(d – b - mi(c – a)) < 0

(d – b - mi(c – a))




i = 0, 1, ..., n


(2 = Min  1, 
Min 



(bi + mi a – b)   





(d – b - mi(c – a)) > 0

(d – b - mi(c – a))




i = 0, 1, ..., n
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