Chapitre # 5 – Modélisation géométrique de base
Exercices résolus
5.1
Décrivez en détail un algorithme efficace permettant de calculer selon une précision donnée la longueur d’une courbe de Bézier de degré N définie dans l'espace à deux dimensions. Évaluez la complexité de cet  algorithme.
Soient P0, P1, P2, …, PN les points de contrôle de la courbe de Bézier,

1) calculer la longueur du contour polygonal dont les sommets sont les points de contrôle :

contour = somme des longueurs des arêtes Pi Pi+1, i = 0,1, 2, …, N-1.

2) Posons m = N,

posons Qi = Pi, pour tout i = 0, 1, … , N.

3) En utilisant la propriété 9 des courbes de Bézier, construire la même courbe de Bézier définie à l’aide des points de contrôle Qi, i = 0, 1, … , m avec les nouveaux points de contrôle Ri, i = 0, 1, … , m+1.

4) calculer la longueur du contour polygonal dont les sommets sont les points de contrôle Ri, i = 0, 1, … , m+1:

nouveau_contour = somme des longueurs des arêtes Ri Ri+1, i = 0,1, 2, …, m.

5) Si | nouveau_contour – contour | < facteur de précision

alors retourner nouveau_contour.

6) m = m + 1

poser Qi = Ri, pour tout i = 0, 1, … , m.

7) retourner à l’étape 3.

--------------------------------------------------------

Évaluons la complexité de cet algorithme :

Étape 1.
O(N)

Étape 2.
O(N)

Étape 3.
O(m)

Étape 4.
O(m)

Étape 5.
O(1)

Étape 6.
O(m)

Supposons que les étapes 3 à 6 sont répétées k fois, alors la complexité de cet algorithme est :


O( (i = 1, 2, …, k (N + i) )

ou encore,


O(k N + k (k + 1) / 2)

c’est-à-dire, 
O(k N + k2).

5.2
Sous quelles conditions une surface de Bézier est plane ?

Une surface de Bézier est plane si tous les points de contrôle font partie d’un même plan de la forme N * P = k.
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En effet, soit
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alors

N*S(u, v) =
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ce qui donne
N*S(u, v) =
(
(
fi,M(u) fj,N(u) k,

u, v ( [0, 1]





i=0
j=0

et, finalement,
N*S(u, v) =
k.

5.3 Considérons une spline quelconque où

m : degré de chaque polynôme,
k : le nombre de polynômes définissant la spline,
r : niveau de continuité aux extrémités de chaque morceau.
(i) 
calculer le nombre de degrés de liberté de la courbe i.e. la différence entre le nombre de coefficients de la courbe et le nombre de contraintes.
nombre de coefficients polynomiaux (k(m+1)) - nombre de contraintes (r(k-1))




( k (m - r) + k + r.

(ii) 
Considérez le cas où la spline est une fonction continue, sans contrainte sur les dérivées.


Il s’agit du cas où r = 1. Le nombre de degrés de liberté devient : k m + r.


Ce nombre est beaucoup trop élevé pour l’usager d’autant plus que du point de vue modélisation, cette classe de courbes n’est pas intéressante. En effet, il faut imposer des conditions de continuité sur les dérivées.
(iii)
À l’autre extrême, considérons le cas où r = m + 1.


Le nombre de degrés de liberté devient : m + 1. La spline correspond à un cas dégénéré, celui d’un seul polynôme de degré m avec m+1 coefficients à fixer. On se ramène alors à la classe de courbes d’interpolation polynômiale de départ.

(iv)
Considérons le cas où r = m. 


Nous avons le nombre maximum de contraintes donnant lieu à une fonction polynômiale par morceaux non triviale. Le nombre de degrés de liberté devient : k + r.

5.4
Montrer que le poids maximum associé au i ième point de contrôle définissant une courbe de Bézier de degré N est atteint lorsque u = i / N.

Soit fi,N(u) =
N     ui   (1 - u)N-i,



 i

alors
d fi,N(u)
= 0
(
ui-1   (1 - u)N-i-1 (i – i u -  u N + i u) = 0


d u





(
u = i / N.
5.5
Déterminer les 3 points de contrôle dont la courbe de Bézier quadratique est aussi une courbe d’interpolation pour les sommets V0, V1 et V2.

Soient P0, P1 et P2 les points de contrôle de la courbe de Bézier quadratique, on peut en déduire immédiatement que P0 = V0 et P2 = V2 car une courbe de Bézier passe nécessairement par les premier et dernier points de contrôle.

De plus, sachant que cette courbe de Bézier a la forme suivante :


P(u) = (1 – u)2 P0 + 2u (1 – u) P1 + u2 P2 
,
on peut poser l’équation suivante :


V1 = P(1/2) = 1/4 V0 + 1/2 P1 + 1/4 V2 
,
ou encore,
P1 = 2 V1 – 1/2 V0 – 1/2 V2.
5.6
Sous quelles conditions une courbe de Bézier est plane ?

Une courbe de Bézier est plane si tous les points de contrôle font partie d’un même plan de la forme N * P = k
où N est égale à (P1 – P0) x (P2 – P1) et k = N * P0.
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alors

N*C(u) =
(
fi,M(u) N*Pi,
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ce qui donne
N*C(u) =
(
fi,M(u)k,
u ( [0, 1]





i=0

et, finalement,
N*C(u) =
k.

5.7
Construire un algorithme permettant de calculer efficacement

p(u) = a u2 + b u + c, u = i (, i = 0, 1, 2, …, n, ( = 1/n.

Posons

(1,i = pi+1 – pi = p((i+1) () – p(i (),



(2,i = (1,i+1 - (1,i
· (1,i = 2 a (2 i + a(2  + b( 

· (2,i = 2 a (2 = constante

Étape 0.

q ( c,

(1 ( a(2  + b(
(2 ( 2a(2
traitement de p = p0
Étape 1.

Pour tout i = 0, 1, 2, …, n-1

p ( p + (1,

(1 ( (1 + (2,

traitement de p = pi+1.

5.8
Au lieu de considérer la droite a x + b comme fonction d'ajustement dans la méthode des moindres carrés, on peut faire facilement la généralisation suivante: la fonction d'ajustement sera 
a + b xc    où c est un entier fixé supérieur ou égal à 1.
Déterminer les coefficients a et b.

Il s’agit de résoudre le problème suivant :




n
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i=1

Nous avons le système d’équations suivant :
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ce qui donne
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Nous avons donc 2 équations linéaires à 2 inconnues à résoudre ce qui s’obtient facilement.

5.9
Soit un mobile se déplaçant le long d’une trajectoire C(u), u ( [0, 1] où C(u) est une courbe de Bézier plane dont les points de contrôle sont P0, P1, P2, …, PN. Ces points de contrôle désignent les sommets d’un polygone convexe.

(i) Sous quelles conditions cette courbe est plane ?

Soit N = (P1 - P0) x (P2 - P0), alors

N * Pi doit être égal à N * P0 pour tout i = 3, 4, …, N.

(ii) Sous quelles conditions les points de contrôle P0, P1, P2, …, PN désignent aussi les sommets d’un polygone convexe ?

.
pour tout i = 1 jusqu’à N-1



.
si les vecteurs (Pi – Pi-1) X (Pi+1 – Pi) et (P0 – PN) X (P1 – P0)

ont des directions différentes





alors le polygone n’est pas convexe; terminé.

.
si les vecteurs (PN – PN-1) X (P0 – PN) et (P0 – PN) X (P1 – P0) ont des directions différentes




alors le polygone n’est pas convexe; terminé




sinon le polygone est convexe; terminé.

(iii)
À quelle position sur la courbe le mobile se trouve s’il a franchi une distance d si la position initiale est C(0) ? Il s’agit de calculer u( [0, 1] tel que la longueur de la portion de courbe allant de 0 à u est égale à d. Construire un algorithme qui calcule la valeur de u en tirant profit au maximum des propriétés des courbes de Bézier.

(0) soit une liste L vide, insérez dans L l’intervalle [0, 1] et les points de contrôle correspondants à la courbe.

(1) Calculez 
Borneinf = 
distance entre C(0) et C(1),

N-1

Bornesup = 
( distance entre Pi et Pi+1,







i = 0



si  Bornesup < d alors
la longueur de la courbe au complet est plus petite que d,

terminé.

(2) Borneinf = 0;
Bornesup = 0.


umin = 0; umax = 1.

Pour chaque intervalle [a, b] appartenant à L et les points de contrôle correspondants,



-
calculer C((a + b) /2),



-
calculer Borneinf ( 
Borneinf + distance entre C(a) et C((a + b) /2),

N-1



-
calculer Bornesup ( 
Bornesup + 
( distance entre Qi et Qi+1,










i = 0





où Q0, Q1, Q2, …, QN sont les points de contrôle de la portion de

courbe entre C(a) et C((a + b) /2),

-
si Bornesup < d alors umin = (a + b) /2,

-
si Borneinf > d alors
remplacer dans L l’intervalle [a, b] par

[a, (a + b) /2] avec les points de contrôle

correspondants,





umax = (a + b) /2,






enlever de L toutes les portions de courbe

restantes,

aller à l’étape 3.




-
calculer Borneinf ( 
Borneinf + distance entre C((a + b) /2) et C(b),

N-1



-
calculer Bornesup ( 
Bornesup + 
( distance entre Ri et Ri+1,










i = 0





où R0, R1, R2, …, RN sont les points de contrôle de la portion de

courbe entre C((a + b) /2) et C(b),

-
si Bornesup < d alors umin = b,

-
si Borneinf > d alors

remplacer dans L l’intervalle [a, b] par les 2 suivantes :

[a, (a + b) /2]
et [(a + b) /2, b] avec les points de contrôle

correspondants,

umax = b,

enlever de L toutes les portions de courbe restantes,

aller à l’étape 3.


-
remplacer dans L l’intervalle [a, b] par les 2 intervalles suivantes :

[a, (a + b) /2]
et [(a + b) /2, b].



Si Bornesup < d alors
la longueur de la courbe au complet est plus petite que d,

terminé.

 (3) Si umax - umin < ( 
alors retourner u = (umax + umin) / 2





sinon aller à l’étape 2.

-------------------------------------------------------

