Chapitre # 4 – Objets géométriques élémentaires
Exercices résolus
Question #1

Calculer la normale aux surfaces S suivantes en (u, v) :
(i) Surfaces de Coons linéaires :

Soit S(u, v) = 
(1-v) P(u,0) + v P(u,1) + (1-u) P(0,v) + u P(1,v)



- P(0,0)(1-u)(1-v) - P(0,1)(1-u)v



-P(1,0)u(1-v) -P(1,1) u v,



u, v ( [0, 1]
où P(u, 0), P(u, 1), P(0, v) et P(1, v) sont les 4 courbes frontières.

Pour calculer la normale à cette surface, déterminons la tangente à la surface dans chaque direction :


(S(u, v) / (u = (1-v) Pu(u,0) + v Pu(u,1) - P(0,v) + P(1,v)



+ P(0,0) (1-v) + P(0,1) v -P(1,0)(1-v) - P(1,1) v,
u, v ( [0, 1]


(S(u, v) / (v = - P(u,0) + P(u,1) + (1-u) Pv(0,v) + u Pv(1,v)



+ P(0,0)(1-u) - P(0,1)(1-u) + P(1,0)u - P(1,1) u,
u, v ( [0, 1]

où
Pu(u,0) = dP(u, 0) / du, Pu(u,1) = dP(u, 1) / du, Pv(0,v) = dP(0, v) / dv et

Pv(1,v) = dP(1, v) / dv.
La normale est alors obtenue en calculant le produit vectoriel suivant :

N(u, v) = [(S(u, v) / (u] x [(S(u, v) / (v].
(ii) Surfaces coniques où la génératrice est une droite :


S(u, v) =
 P + v (C(u) - P), 


u, v ( [0, 1]


où P est un point quelconque et C(u) est une courbe paramétrique.

Déterminons la tangente à la surface dans chaque direction :

(S(u, v) / (u = v dC(u) / du

et

(S(u, v) / (v = C(u) – P.
La normale est alors obtenue en calculant le produit vectoriel suivant :


N(u, v) = [(S(u, v) / (u] x [(S(u, v) / (v].
Question #2
Étant donné une courbe polynomiale de degré 3 dans l’espace 3D : p(u), u ( [0, 1] dont les extrémités sont P et Q et les tangentes aux 2 extrémités sont tP et tQ respectivement. Donnez la forme analytique de cette courbe ?

Cette courbe est donc sous la forme suivante :


p(u) = A u3 + B u2 + C u + D, 

u ( [0, 1].

Pour déterminer A, B, C et D, on procède comme suit :


P = p(0) = D,


tP = dp(u)/du à u = 0
= C,


Q = p(1) = A + B + C + D = A + B + tP + P


tQ = dp(u)/du à u = 1
= 3 A + 2 B + C = 3 A + 2 B + tP.

Les deux dernières équations nous permettent de trouver les coefficients A et B :


B = 3 (Q - P) –2 tP  - tQ,


A = -2 (Q – P) + tP + tQ.

Nous obtenons alors :


p(u) = [-2 (Q – P) + tP + tQ] u3 + [3 (Q - P) –2 tP  - tQ] u2 + tP u + P, u ( [0, 1].

Question #3
Construire une fonction booléenne qui retourne true si l’ensemble des sommets P1, P2, …, Pn désignent un polygone dans l’espace 3D. False autrement.

Étape 1. Les sommets doivent être distincts.

Pour tout i = 1, 2, …, n-1


Pour tout j = i +1, i+2, …, n


Si Pi == Pj alors retourner false.

Étape 2. Trois sommets consécutifs ne doivent pas être colinéaires.

Pour tout i = 1, 2, …, n

Si || (Pi+1 – Pi ) x (Pi+2 – Pi) || est égale à 0 alors retourner false.

Étape 3. L’ensemble des sommets doivent faire partie d’un même plan.

Soit N = (P2 – P1 ) x (P3 – P1), 


Pour tout i = 4, 5, …, n



Si N * Pi est différent de N* P1 alors retourner false.

Étape 4. L’ensemble des arêtes ne doivent pas se croiser.

Pour tout i = 1, 2, …, n-3


Pour tout j = i +2, i+3, …, n-1

Si les 2 vecteurs (Pi – Pj ) x (Pj+1 – Pj) et (Pi+1 – Pj ) x (Pj+1 – Pj) n’ont pas la même orientation et si les 2 vecteurs (Pj – Pi ) x (Pi+1 – Pi) et (Pj+1 – Pi ) x (Pi+1 – Pi) n’ont pas la même orientation
alors retourner false.

Étape 5. Toutes les conditions sont vérifiées.

Retourner true.
Question #4
Considérons une surface guidée définie à l’aide de 2 courbes quadratiques C1(u) et C2(u). Calculer la normale à la surface en un point quelconque.

Supposons que la courbe C1 est définie à l’aide des 2 extrémités de la courbe, P1 et Q1, et le vecteur tangent à  l’extrémité initiale est tP1, et la courbe C2 est définie à l’aide des 2 extrémités de la courbe, P2 et Q2, et le vecteur tangent à  l’extrémité initiale est tP2, alors 


S(u, v) = (1 – u) C1(v) + u C2(v),
u, v ( [0, 1]

où
C1(v) = P1 + tP1 v + (Q1 – P1 - tP1) v2, 

v ( [0, 1]


C2(v) = P2 + tP2 v + (Q2 – P2 - tP2) v2, 

v ( [0, 1]

La normale peut s’exprimer comme suit :


N(u, v) =
[(S(u, v) / (u]  x [(S(u, v) / (v]

où
(S(u, v) / (u = C2(v) – C1(v),


(S(u, v) / (v = 
(1 – u) (tP1 + 2(Q1 – P1 - tP1) v) +

u (tP2 + 2(Q2 – P2 - tP2) v).

Question #5
Considérons une surface conique définie à l’aide d’une courbe quadratique C(u) et d’un point T quelconque : 


S(u, v) = T + v (C(u) - T),

u ( [0,1], 
v ( [0,1].

Calculer la normale à la surface S en un point quelconque.
La normale peut s’exprimer comme suit :


N(u, v) =
[(S(u, v) / (u]  x [(S(u, v) / (v]

où
(S(u, v) / (u = (4R – 3P – Q) v  + 4 (P + Q – 2R) uv,

(S(u, v) / (v = C(u) - T.

Question #6
Considérons un polygone 2D quelconque dont les sommets sont P1, P2, …, Pn. Déterminer si ce polygone est un polygone en étoile.

Pour chaque sommet i allant de 1 à n


ETOILE est une variable booléenne initialisée à vrai.


Pour chaque sommet j allant de 1 à n où j est différent de i-1, i et i+1


avec ETOILE égale à vrai



Si le segment Pi-Pj croise une arête du polygone




alors
Etoile est initialisée faux




sinon si le point-milieu du segment Pi-Pj ne fait pas partie

du polygone alors Etoile est initialisée à faux.



Si ETOILE est égale à vrai

alors le sommet Pi est visible et l’algorithme termine.


Ce polygone n’est pas en étoile.

Pour vérifier si un point P appartient à un polygone ou non, construisons une demi-droite issue de P qui intercepte le polygone sans intercepter ces sommets, il s’agit de calculer m ( # d’intersections entre cette demi-droite et les arêtes du polygone.
Si m est impaire
alors P appartient au polygone




sinon P n’appartient pas au polygone.

Pour vérifier si 2 arêtes se croisent, il s’agit de vérifier si les extrémités d’une arête sont de part et d’autre de la droite coïncidant avec l’autre arête et vice versa.

Question #7

Soit une courbe d’interpolation C(u) = A0 + A1 u + A2 u2, u ( [0, 1] dans l’espace 3D, sachant que les 2 extrémités de la courbe sont P et Q, et R est un point intermédiaire sur la courbe, déterminez alors la valeur des coefficients A0, A1 et A2 en fonction de P, Q et R.


C(0) = P

(
A0 = P


C(1) = Q

(
A1 + A2 = Q – P


C(½) = R

(
½ A1 + ¼ A2 = R – P

D’où, A2 = 2P + 2Q – 4R et A1 = 4R – 3P - Q.

On obtient alors :

C(u) = P + (4R – 3P – Q) u + (2P + 2Q – 4R) u2, 
u ( [0, 1].


Calculez un vecteur tangent à la courbe en un point quelconque.


d C(u) = (4R – 3P – Q)  + 4 (P + Q – 2R) u, 
u ( [0, 1].



du

Question #8

Soit une courbe quadratique C(u) = A0 + A1 u + A2 u2, u ( [0, 1] dans l’espace 3D, sachant que les 2 extrémités de la courbe sont P et Q, le vecteur tangent à  l’extrémité initiale est tP, déterminez alors la valeur des coefficients A0, A1 et A2 en fonction de P, Q et tP.


C(0) = P

(
A0 = P


C(1) = Q

(
A1 + A2 = Q – P


d C(u) à u = 0
(
A1 = tP

du

D’où, C(u) = P + tP u + (Q – P - tP) u2, u ( [0, 1].


Calculez un vecteur tangent à la courbe en un point quelconque.


d C(u) = tP + 2(Q – P - tP) u, u ( [0, 1].



du

---------------------------------------------------------

