CHAPITRE Il

Calcul vectoriel



Calcul vectoriel

Représentation des points et vecteurs 3D

vy (axe vertical)
A Coordonnées cartésiennes

z (profondeur)
(X,y,Z)

Systeme gaucher en infographie

» X (axe horizontal)

Origine



Calcul vectoriel

@® Soient U = (uy, u,, ug) etV = (v, V,, V3) 2 vecteurs 3D,

P . (p11 p21 p3) et Q = (q11 q21 q3) 2 pOIntS 3D1 I P y‘
I’addition d’un point avec un vecteur est un point : P + U, NA: Q=B
Q

® Soit DIST(U,V)2 =3, ,,(U-V; )2

longueur d’un vecteur U = | U | = Norme(U) = DIST((0,0,0),U) = (Zizl’z’guiz)l/z
|Q — P| = distance entre les points P et Q,

® UNITAIRE(U) = vecteur unitaire obtenude U= U/|U|.
® Arithmetique vectorielle

a) l'addition de 2 vecteurs U et V
U+V=(up+vy, Uyt vy, Ug + V)

b) la soustraction de 2 vecteurs U et V
U -V = (Up-vy, Up-Vy, Ug-Vs)

c¢) la multiplication d'un vecteur U par un scalaire r
r*U=(ru,ru,ru,)




Produit scalaire de 2 vecteurs

® le produit scalaire de 2 vecteurs U et V

UeV=|U|*|V|[*cosB

ou B est I'angle entre les droites définies par le prolongement de U et V.

@® Si U etV sont des vecteurs unitaires, U e \/ = cos R.

@ Dans un espace orthonormé, on a aussi:
UeV =uv, +UV, + UV,

@® Si U et V sont des directions perpendiculaires alors U e VV = 0.

Si V est unitaire

alos  UeV =|U|cos(d
= projection de U sur V.
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CALCUL VECTORIEL

l———————————————————————————————————————-I

(UtWw)ev=UeV+WeyV

(su)ev=s(uev)

V[e=vev

Note : 0 <90° sivew>0
0 = 90° sivew=0
0 > 90° sivew<0



Produit vectoriel de 2 vecteurs

® le produit vectoriel de 2 vecteurs U et V.
U XV = (U,V; - UgVy, UgV, - VoUy, UyV, - UyV,)

le produit vectoriel de U et V est un vecteur perpendiculaire a U et V dont la
grandeur est donnée par:
|lUxV |[= U] *|V]|*sinB oul3estl'angle entre les 2 vecteurs U et V.

Cette grandeur a pour valeur la surface du paralléelogramme de c6tés U et V.

axb

axb|

UxV=0& U/|U =+V/|V| ouencore U=0ouencoreV =0. 6



Produit vectoriel de 2 vecteurs

Liste plus complete des propriétés du produit vectoriel de 2 vecteurs.

e IXj=Kk
o JXK=I
o KXI=]
o IX]J=k

e VXW=-WXV
e UX(V+W)=UXV+UXW

o (V+HW)Xu=vxu+wxu

o (SV)XW=sS(VXW)=VX(SW)
e (UXV)eu=(uxv)ev=0

o UXu=0

o UX(VXW)=(UewW)V—(UeV)W
e (UXV)XW=(Uew)V—-(Vew)U



CALCUL VECTORIEL

® Combinaison lineaire de m vecteurs v,, v, ..., V,

Une comblnal_son lindaire w =s, v, +S,V,+ ...+ V_ DL SEAS. aeresis
sont des scalaires.

® Combinaison lineaire affine de m vecteurs v,, v, ..., V,
Une combinaison lineairew =s, v, +s,v,+ ...+s Vv ous +s,+...+s =1

® Combinaison lineaire convexe de m vecteurs v,, v,, ..., V,,
Une combinaison lineaire affinew =s v, +s,v,+ ...+s_Vv_ ous >0 Vi<m.

Exemple : m=2

VZA

A w=(1-s)v,+sv,=v.+s(v,-v,)ous e [0, 1]

»
>

Exemple : m=3 |q=s,v,+s,v,+(1-s,-s,)vy0us,;,s,>20,s, +s,<1

L’extrémité de chaque vecteur g est sur le trlangle

Vs joignant v, Vv, etv,.



DEFINITION D'UN REPERE

Un repere est défini a partir d’un point O et de 3 vecteurs unitaires
perpendiculaires deux a deux, a, b et c.

b
P

V= (Vq, Vs, Vy) ouv=v,a+Vv,b+vsC

P=(py, Ps, P3) ouP =0 +p;a+p,b+psc

Un deplacement a partir de I’origine dans la direction p,a + p,b + psC



COORDONNEES HOMOGENES

V= (a,b,c,0) (v, et P=(a,b,c,0)p,)
v, P>
Vs Ps
Wy 1)

Vv est donc représente par le quadruplet (v,, v,, Vs, 0) et P par (p,, p,, P, 1).

Cette représentation demeure juste lors d’operations
II‘ .
vectorielles.

EX.:P-Q,P+AvV,U+yv,etc.

Utile pour représenter
des transformations affines




PASSAGE D’UN REPERE A UN AUTRE

Soient les 2 reperes
| (V1 Vo, Vg, Py) et (U, U, Us, Q)

on obtient :

U; = oy Vy + 0V, + 0V,

U, = o,V + oV, + 0,0V,

Uj = 05V + 0V, + 0gVg

Qp = 0yyVy + 0V, + 03V + Py
ou, sous forme matricielle,

u, Vi

u, | = M vV,

Us V3

Qo Po

ou la matrice d’ordre 4

Olyq Olgs Oly3 0
M = Qyg Oy Qlos 0
Olag Olay Olas 0
Olyg Oy Oly3 1

; . 11
représente le changement de repere.



Droites et plans
dans
I'espace
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DROITES DANS L'ESPACE

@ Nous pouvons définir une droite par 2 points p; = (Xq, Y4, Z1) €t p, = (X,,Ys, Z,).

@ Un point (x, y, z) appartiendra a cette droite s'il satisfait au systeme d'équations

(X - X)(Y2- Y1) = (Y - V) (X5 - Xy)
Y -Yi(Z3-2)) = (2 - 2))(Y,- Y1)

(Z - 2;)(Xo - X1) = (X - X)(25- Zy).

@ Un autre mode de représentation correspond a la définition vectorielle suivante:

P(L) =P, + U(P,-P) - = =

k.
ou p est un nombre réel quelconque.

vecteur de base direction

Pour se déplacer sur cette droite, il s'agit de faire varier g indéfiniment. o



DROITES DANS L'ESPACE

@ Onremarque que la direction p, - p, est parallele a la droite p().

@ Pour représenter un segment de droite dont les extrémités sont p, et p,, il s'agit
de faire varier p dans l'intervalle [0,1] uniquement.

@ Les coordonnées du vecteur (p, — p,) / |p, — p,| peuvent étre représentées
comme sulit : (cos B, cos B, cos B,)

ou B,, B,, B, sont les angles que font ce vecteur avec les 3 axes.

PLANS DANS L'ESPACE

@ Définissons maintenant un plan par 3 points p;, p, et ps.

@ L 'équation correspondante est :

P(B, 1) =p; + B (p; - Py) + K(Ps - Py)

ou P(B, ) est un point du plan et 3 et p sont 2 nombres reels. !



PLANS DANS L'ESPACE

@ Un plan peut aussi étre défini par un de ses points Q = (q, 0, g3) et un vecteur

normal N au plan.
N

@ En effet, soit P un point quelconque du plan,
etant donneé que P- Q est 1 a N, alors leur produit scalaire est nul:
(P-Q)*N=0 o0 P=(P,,P,P,), N=(N,, N, N,), i.e.
Py N, + PNy +P,N, - (qlNX+q2Ny+q3NZ) = 0.

@ En divisant par || N ||, on obtient ce qu'on appelle I'équation cartésienne du plan:
A*P, +B*P, +C*P,+D =0 ou (AB,C)=N/|N|l, D=-Q e N/|[N]
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Nous voulons maintenant donner une interprétation oéometrigue de D :

posons | = distance d’un point R au plan
= projection du vecteur R- Qsur N/ | N |
=(R-Q)* N/|N|.

En choisissant R = (0,0,0), il s'en suit que
D =11i.e. D représente la distance de I'origine
du systeme d'axes au plan.

16



Calcul d’'une normale
a
un point d’'une surface
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Calcul d’une normale

Forme algebrique : F(X,¥,z)=0

(OF | ox, oF | oy, oF | 0z) est normale a la surface en (X, vy, z).

Bemples] (x-c)? + (y-c)? + (z-¢,)2 =1

(OF 1 0%, oF I oy, oF [ 0z) = 2(x-C,, y-C,, Z-C,)

Vecteur normal a la surface en (X, y, z) = (X - ¢,, y - C,, Z - C,).
Forme explicite : z = f(X,y)

(- of | ox, - of [ 9y, 1) est normale a la surface en (X, vy, z).

18



Calcul d’une normale

Forme parameétrique : = X(u, V) u, v e [O, 1]
Y =Y(Uu,v)
z=2(u, V)

\

Soit (F,, Fy , F,) =(0F / ox, oF / dy, oF | &z) un vecteur normal a la
surface en (X, y, z), alors

anl'l'l:ya_Y'Fanl:O y ]

ou AU 2 Solution non unique
Fxﬁl‘F Fy@_Y+F28£:O

| oV oV oV

<
N

<

Une solution est :

c

e Y4 ouY,=aY/au,..
\' T Z

Dty Yu
ou encore, (F, ,F,,F,)=(X,, Y Z)x(X,, Y\, Z,) 19

N

“Th LTSGR
=

N < X

\'
u XV
XV

1 n
N

<



Calcul d’une normale

Cas particulier :

F(X,y,2)=0=z-1(X, V)

(

\

ﬂ - ZU YV ZV YU
R M S A
@ 3 XU ZV ><V ZU
el S A

@ La représentation sous forme paramétrique est souvent utilisée en modélisation.

@ Ce n’est pas toujours facile de passer d’une forme de représentation & une autre.

@ La forme algébrique nous permet de distinguer les 3 cas suivants :

F(X, Y, 2) <0 a I’intérieur de I’objet
=0 sur I’objet
>0 a I’extérieur de I’objet.

[EXempIE=T] polyedre 2"



Exercice # 1

@ Calculer la distance d entre un point P et une droite L passant par un point Q
dont le vecteur directeur est v.

droite L

d =|P-0Q|sIin©O

=|P-0Q||v]|sin6
| V|

=|(P-Q)x V]|

|V




Exercice # 2

Considérons deux droites D, et D, non paralleles faisant partie d’un méme plan
La droite D, passe par les points P, et Q, et la droite D, par les points P, et Q..
Déterminez le point d’intersection de ces deux droites. ¢

1 AOeRtlqueP, +A(Q,-P)=P,+6(Q,-P,),
ou encore,
(P x(Qp-Py)) e (P + A (Q-Py)) =Py x(Qy-Py))e(P+6(Q,—Py)).
En simplifiant gréce aux propriétés du produit vectoriel, on obtient :
0=(P,x(Q-Py))e(P,+6(Q;—Py)).

Ainsi, nous pouvons en deduire que :
6=-(P,x(Qy-Py))eP,
(Pyx(Qy-Pp)e(Q,-Py)
Le point d’intersection s’exprime comme suit: P, + 6 ( Q, — P,), )
avec comme valeur de 0 celle obtenue ci-dessus. “'




Exercice # 3

@ Considérons une droite D passant par les points P et Q et un plan défini par un
point R et un vecteur normale n. En supposant que D n’est pas parallele au plan et
n’en fait pas partie, calculer le point d’intersection | entre la droite D et ce plan.

D n

I = P+A(Q-P), Ae®R
Puisque | appartientau plan,ne (P+ A (Q—P))=neR.

— A= NeR-neP , sine(Q-P)=0
ne(@Q-P)

de sorte que

| = P+ NeR-NneP (Q-P), sine (Q-P)=0.
[no(Q—P) J “'23



Exercice # 4

Calculer I’intersection entre le segment de droite d’extrémites p et g et
leplan][I=neP =ner ounetrsontrespectivement la normale et un point de [].

lercas:nep <ner et Neq <Nner
aucune intersection.
2iemecas:nep >ner et Neq >nNner
aucune intersection.
3iemecas:nep =ner et Neq =ner
L’intersection est le segment de droite d’extrémités p et q.
4ieme cas : autrement

[l s’agit du point d’intersection entre la droite passant par p et q et
le plan 1. ,‘, 24




Exercice # 5

Calculez la normale en chacun des points d’une surface de la forme :
S(u,v)=(rcos2mu,rsin2rucos2n v, rsin2zusin2rzv) u,v e [0, 1]

ou r est une constante fixeée.
< ______________________________ >

La normale peut s’exprimer comme suit : N(u, v) = [0S(u, v) / ou] X [0S(u, V) / ov]

ou oS(u, v) / ou = (- 2xr sin 27U, 27r €OS 27tU €COS 2mV, 27tr COS 27U Sin 271tv),
oS(u, v) / ov = (0, - 2ztr sin 2xtu Sin 2wV, 2xr Sin 27U oS 271tV).

Par conséquent,
N(u, v) = (4r?r? cos? 2V €0S 2wtu Sin 27tu + 4m?r? sin? 2tV oS 27U Sin 27U,
Amr? cos 27V Sin? 2xtu, 4m?r? sin? 2ztu Sin 27tv)
= (4w2r? cos 2mu sin 2xtu, 4m?r? cos 2nv Sin%2zu, 47t2r? sin®2wu sin 2mtv)

= 4g°r sin 2wty (r cos 2mtu, r €os 27tV Sin 27U, 1 sin 2wtu Sin 2mtv)

= 47tr sin 27tu S(u, V).
En normalisant, on obtient le vecteur unitaire S(u, v) /r. ,‘, 25
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