Chapitre # 1 – Concepts de base en infographie

Exercices résolus
1.1 Considérons le développement de l'algorithme de Bresenham. Sans perte de généralité, nous supposons qu'une des extrémités est prise comme origine de sorte que le segment à tracer est totalement inclus dans un octant. Pour simplifier, nous allons considérer le premier octant : 

{(x, y) : x>= 0, x > y >= 0}.
Pour choisir entre un mouvement axial et un mouvement diagonal, nous nous basons sur le signe d'une fonction "e" évaluée au point courant. Est-ce que cette fonction peut prendre des valeurs très grandes en cours d'exécution ? Justifiez.

Solution :
Si "e" >= 0 alors "e" est réduit à la prochaine itération de 2(Dy - Dx); ce terme est négatif. C'est un mouvement diagonal. 
Si "e" < 0 alors "e" est augmenté de 2Dy. C'est un mouvement axial.

Par conséquent,  2(Dy - Dx) <= e < 2Dy.

Cela est aussi vrai initialement car e(0, 0) = 2Dy - Dx appartient à cet intervalle.

En conclusion, "e" est bornée.

--------------------------------------------------

1.2 Méthode du point milieu pour générer un arc de cercle

[Hearn & Baker, Computer Graphics with OpenGL, 2004]

Soit un cercle de rayon r centré à l’origine, considérons l’arc de cercle d’extrémités (0, r)-(r/(2, r/(2).








(0,r)









   x = y












(r, 0)

Note :
La position des pixels des sept autres octants est obtenue par symétrie :
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La pente de la tangente varie de 0 à –1.

Soit (xk, yk) la position du dernier pixel affiché, alors deux choix sont possibles : le pixel en position (xk + 1, yk) ou celui en position (xk + 1, yk –1).

Pour arriver à faire notre choix, considérons la fonction suivante :






< 0
si (x, y) est à l’intérieur du cercle,


f(x, y) = x2 + y2 – r2
= 0
si (x, y) est sur la frontière du cercle,





> 0
si (x, y) est à l’extérieur du cercle.

Il s’agit alors d’évaluer f au point milieu (xk + 1, yk – ½) :


pk 
= f(xk + 1, yk – ½)



= (xk + 1) 2 + (yk – ½)2 – r2.

Si pk < 0
alors
le point milieu est à l’intérieur du cercle ; nous choisissons donc (xk + 1, yk)

la position du pixel suivant,

sinon
le point milieu est à l’extérieur ou sur la frontière du cercle ; nous choisissons (xk + 1, yk –1) la position du pixel suivant.

Proposez une méthode efficace pour calculer les différentes valeurs de pk.

---------------------------------------------------------

Pour calculer efficacement chaque valeur de pk, on procède ainsi :


pk+1 
= f(xk+1 + 1, yk+1 – ½)



= [(xk + 1) + 1]2 + (yk+1 – ½)2 – r2
ou encore,


pk+1 
=  pk + 2 (xk + 1) + 1 + (y2k+1 - y2k) – (yk+1 - yk).

Si pk < 0
alors
yk+1 = yk
ce qui donne
pk+1 
=  pk + 2 xk+1  + 1



sinon
yk+1 = yk - 1
ce qui donne
pk+1 
=  pk + 2 xk+1  + 1 – 2 yk+1.

Les deux termes 2 xk+1 et 2 yk+1 peuvent être évalués comme suit :


2 xk+1 = 2 xk + 2
et


2 yk+1 = 2 yk – 2
(mouvement diagonal seulement).

À la position de départ (0, r), ces deux termes sont initialisés à 0 et 2r respectivement. Par la suite, pour obtenir 2 xk+1, il s’agit d’ajouter 2 à la valeur précédente ; de même, pour obtenir, le cas échéant, 2 yk+1, il s’agit de soustraire 2 de la valeur précédente.

Finalement,
p0 
= f(1, r – ½)




= 1 + (r – ½)2 – r2



= 5/4 – r.

Si le rayon r est un entier, on peut arrondir p0 à 1- r puisque tous les facteurs d’incrémentation sont des entiers.
1.3
Méthode du point milieu pour générer un arc d’ellipse

[Hearn & Baker, Computer Graphics with OpenGL, 2004]

Soit une ellipse, centrée à l’origine dont les axes principaux sont parallèles aux axes x et y, définie comme suit :


x2
+
y2
= 1


rx2

ry2
Si tel n’était pas le cas, on peut ramener une ellipse dans sa forme générale à cette forme plus simple à l’aide d’une transformation de rotation et d’une transformation de translation.

Pour générer une ellipse, on peut tirer profit de ses propriétés de symétrie : on peut générer les pixels d’un quadrant et en déduire ceux des trois autres quadrants. Toutefois, à moins que l’ellipse soit en fait un cercle, la symétrie est absente entre les deux octants d’un même quadrant.

Nous allons donc appliquer la méthode du point milieu pour générer un arc d’ellipse dans le premier quadrant. Illustrons notre approche au cas où l’axe principal correspond à l’axe des y (rx < ry). Nous devons diviser cet arc en deux régions :


I :
la pente de la tangente passe de 0 à –1,


II :
la pente de la tangente passe de -1 à –(.
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Dans la région I, nous avons à choisir entre un mouvement axial (direction x) et un mouvement diagonal ; dans la région II, nous avons à choisir entre un mouvement axial (direction y) et un mouvement diagonal. Pour améliorer la performance de cet algorithme, on peut prendre en compte le fait que ces deux régions peuvent être générées de manière indépendante en utilisant des processeurs parallèles.

Considérons ici une implantation séquentielle. Débutons à la position (0, ry) en se déplaçant dans le sens horaire dans le premier quadrant. Pour arriver à faire notre choix entre un mouvement axial et un mouvement diagonal, considérons la fonction suivante :








< 0
si (x, y) est à l’intérieur de l’ellipse,


f(x, y) = ry2 x2 + rx2 y2 – rx2 ry2

= 0
si (x, y) est sur la frontière de l’ellipse,







> 0
si (x, y) est à l’extérieur de l’ellipse.

De plus, nous devons vérifier à quel moment nous sommes à la frontière entre la région I et la région II. Pour effectuer ce test, nous calculons la pente de la tangente en un point de la courbe :


dy
= 
- 2 ry2 x


dx

   2 rx2 y
Puisque la frontière entre les deux régions coïncide avec une pente égale à –1, on pose :


2 ry2 x
=
2 rx2 y.

Par conséquent, on sort de la région I du moment que 2 ry2 x ( 2 rx2 y.
Région I :

Nous sommes dans la région I où le dernier pixel affiché est en position (xk, yk). Deux choix sont possibles : le pixel en position (xk + 1, yk) ou celui en position (xk + 1, yk –1). 

Il s’agit alors d’évaluer f au point milieu (xk + 1, yk – ½) :


p1k 
= f(xk + 1, yk – ½)



= ry2 (xk + 1) 2 + rx2 (yk – ½)2 – rx2 ry2.

Si p1k < 0
alors
le point milieu est à l’intérieur de l’ellipse ;

nous choisissons donc (xk + 1, yk) la position du pixel suivant,

sinon
le point milieu est à l’extérieur ou sur la frontière de l’ellipse ;

nous choisissons (xk + 1, yk –1) la position du pixel suivant.

Pour calculer efficacement chaque valeur de p1k, on procède ainsi :


p1k+1 
= f(xk+1 + 1, yk+1 – ½)



= ry2 [(xk + 1) + 1]2 + rx2 (yk+1 – ½)2 – rx2 ry2
ou encore,


p1k+1 
=  p1k + 2 ry2 (xk + 1) + ry2  + rx2 [(yk+1 - ½)2 – (yk - ½)2].

Si p1k < 0
alors
yk+1 = yk
ce qui donne
p1k+1 
=  p1k + 2 ry2 xk+1  + ry2


sinon
yk+1 = yk - 1
ce qui donne
p1k+1 
=  p1k + 2 ry2 xk+1  + ry2– 2 rx2 yk+1.

Les deux termes 2 ry2 xk+1 et 2 rx2 yk+1 peuvent être évalués comme suit :


2 ry2 xk+1 = 2 ry2 xk + 2
ry2
et


2 rx2 yk+1 = 2 rx2 yk – 2
rx2 
(mouvement diagonal seulement).

À la position de départ (0, ry), ces deux termes sont initialisés à 0 et 2 rx2 ry respectivement. Par la suite, pour obtenir 2 ry2 xk+1, il s’agit d’ajouter 2ry2 à la valeur précédente ; de même, pour obtenir, le cas échéant, 2 rx2 yk+1, il s’agit de soustraire 2rx2 de la valeur précédente.

À la fin d’une itération, le test précédent est effectué pour vérifier si l’on a franchi la région II ou non.

Finalement,
p10 
= f(1, ry – ½)




= ry2 + rx2 (ry – ½)2 – rx2 ry2



= ry2 - rx2 ry + ¼ rx2.

Adaptez la procédure précédente afin de pouvoir générer la région II de la courbe.

1.4
Méthode pour générer une courbe parabolique

Décrivez une méthode pour générer une courbe parabolique quelconque : y = a x2 + b, a > 0 où a et b sont fixes. Cette courbe est générée pour des valeurs de x dans l’intervalle [- 100, 100]. Pour vous faciliter la tâche, considérez les 2 cas suivants :

(i) x ( 1 / 2a

(ii) x > 1 / 2a

Puisque la courbe est symétrique de chaque côté du point (0, b), on choisit comme point de départ ce point.

Soit P = (u, v) = (0, b), le point courant,

1. Afficher le point P.

2. Pour tout x = 1, 2, …, [ min(100, 1 / 2a) ]

Puisque x ( 1 / 2a, la pente de la tangente est ( 1; par conséquent, deux candidats sont possibles : (u + 1, v) et (u + 1, v + 1).





v+1



d1




y







v



d2


u + 1
Soit y l’ordonnée du point appartenant à la parabole dont l’abscisse est u + 1,

alors y = a (u + 1)2 + b ; on obtient ainsi :


d1 = v + 1 – y = v + 1 - a (u + 1)2 – b,


d2 = y – v = a (u + 1)2 + b – v.

Posons Q(u, v) = d1 – d2
= v + 1 - a (u + 1)2 – b - a (u + 1)2 - b + v





= 2v + 1 – 2a (u + 1)2 – 2b.

Si Q(u, v) > 0 alors
choisir P = (u + 1, v),




afficher le point P,




Q(u+1, v) = Q(u, v) – 2 a (2u + 3)



sinon
choisir P = (u + 1, v + 1),




afficher le point P,




Q(u + 1, v + 1) = Q(u, v) – 2 a (2u + 3) + 2.

3. Pour tout x = [min(100, 1 / 2a)] + 1, …, 100

Puisque x ≥ 1 / 2a, la pente de la tangente est ≥ 1; par conséquent, deux candidats sont possibles : (u, v + 1) et (u + 1, v + 1).





v+1








v






u
   x
u + 1
Pour arriver à faire notre choix, considérons la fonction suivante :


R(x, y) = y – a x2 – b

< 0
si (x, y) est à l’extérieur de la parabole






= 0
si (x, y) appartient à la parabole






> 0
si (x, y) est à l’intérieur de la parabole

Il s’agit alors d’évaluer R(u + ½, v + 1) 
= v + 1 – a (u + ½)2 – b

= R(u, v) + 1 – a u – a / 4.

Si R(u + ½, v + 1) < 0
alors
choisir P = (u + 1, v + 1),






afficher le point P,






R(u + 1, v + 1) = R(u, v) + 1 – a – 2au.





sinon 
choisir P = (u, v + 1),






afficher le point P,






R(u, v + 1) = R(u, v) + 1.

1.5
Algorithme de remplissage d’un polygone convexe

Soit un polygone convexe dont les sommets sont (x1, y1), (x2, y2), …, (xn, yn), indiqués selon le sens horaire, proposez un algorithme de remplissage de ce polygone sachant que vous avez comme primitive, une fonction permettant d’afficher un segment de droite horizontal.

1. S’il existe des arêtes horizontales du polygone, affichez-les.

2. Déterminez les 2 arêtes dont l’un des sommets est d’ordonnée minimale : l’arête de gauche (xk, yk)- (xk+1, yk+1) et l’arête de droite (xj, yj)- (xj+1, yj+1).

Posez xG = xk, xD = xj+1.

3. Pour tout y = yk, yk + 1, …, yk+1


Si y (  yj  





alors
afficher le segment horizontal (xG, y)- (xD, y),





xG = xG  + 1 / pente du segment (xk, yk)- (xk+1, yk+1)





xD = xD  + 1 / pente du segment (xj, yj)- (xj+1, yj+1)




sinon
j = j – 1,

//
On passe à l’arête de droite suivante.





xD = xj+1.

4. 
si yk+1 = yj

alors l’algorithme termine





sinon
k = k + 1,





xG = xk.
On retourne à l’étape 3.



--------------------------------------------------

Note : 

(i) Mise à jour de xG et xD à chaque itération

Considérons l’arête (xk, yk)- (xk+1, yk+1) dont l’équation de la droite correspondante est de la forme :
z = mk (x – xk) + yk 
où mk est la pente de la droite.

Nous avons alors y = mk (xG – xk) + yk ;

par conséquent, 
y + 1
= mk (nouvelle valeur de xG – xk) + yk 

= 1 + mk (xG – xk) + yk 

ce qui donne :

nouvelle valeur de xG  = xG  + 1 / mk.

(ii) Calcul des indices des sommets

n + 1 ( 1, n + 2 ( 2, …

0 ( n, -1 ( n - 1, …

1.6


Considérons une fonction polynômiale de degré 3, disons f(x), dont les racines non nuls sont a, b et c et f(0) = d. Construire un algorithme permettant d’afficher à l’écran la fonction f(x) pour des valeurs de x = u, u + 1, …, v – 1, v. L’algorithme doit nécessiter au plus 3 multiplications et 4 additions à chaque itération où l’on doit évaluer f(x) pour une valeur de x.

Il s’ensuit que f(x) = D (x – a) (x – b) (x – c) 
où D = -d / (abc).

1. Initialisation.

Posons :
fa = u – a ;




fb = u – b ;




fc = u – c ;




x = u.

2. Répéter « v – u + 1 » fois les opérations suivantes :

Calculer y = D * fa * fb * fc;

Afficher le point (x, y) ;

Ajouter 1 à fa ;

Ajouter 1 à fb ;

Ajouter 1 à fc ;

Ajouter 1 à x.

1.7
Soit un triangle dont les sommets sont (x1, y1), (x2, y2) et (x3, y3), indiqués selon le sens horaire, où (x1, y1) est d’ordonnée minimale, proposez un algorithme de remplissage de ce triangle sachant que vous avez comme primitive, une fonction permettant d’afficher un segment de droite horizontal.

Qu’advient-il de cet algorithme si l’une des arêtes est horizontale ?

1. Déterminez les 2 arêtes dont l’un des sommets est d’ordonnée minimale : l’arête de gauche (x1, y1)- (x2, y2) et l’arête de droite (x1, y1)- (x3, y3).

Posez xG = x1, xD = x1.

2. Pour tout y = y1, y1 + 1, …, min(y2, y3)




Afficher le segment horizontal (xG, y)- (xD, y),




xG = xG  + 1 / pente du segment (x1, y1)- (x2, y2)




xD = xD  + 1 / pente du segment (x1, y1)- (x3, y3)

3. Si y2 < y3 alors 



Posez xG = x2, xD = l’abscisse du point faisant partie de l’arête

(x1, y1)- (x3, y3) dont l’ordonnée est y2.




Pour tout y = y2, y2 + 1, …, y3




Afficher le segment horizontal (xG, y)- (xD, y),





xG = xG  + 1 / pente du segment (x2, y2)- (x3, y3)

xD = xD  + 1 / pente du segment (x1, y1)- (x3, y3)

4. Si y2 > y3 alors 



Posez xD = x3, xG = l’abscisse du point faisant partie de l’arête

(x1, y1)- (x2, y2) dont l’ordonnée est y3.




Pour tout y = y3, y3 + 1, …, y2




Afficher le segment horizontal (xG, y)- (xD, y),





xG = xG  + 1 / pente du segment (x1, y1)- (x2, y2)

xD = xD  + 1 / pente du segment (x3, y3)- (x2, y2).

Note : 

Mise à jour de xG et xD à chaque itération

Considérons l’arête (xk, yk)- (xk+1, yk+1) dont l’équation de la droite correspondante est de la forme :

z = mk (x – xk) + yk 
où mk est la pente de la droite.

Nous avons alors :
y 
= mk (xG – xk) + yk ;

ou encore, 

y + 1 
= 1 + mk (xG – xk) + yk .


(*)

De plus,
 

y + 1
= mk (nouvelle valeur de xG – xk) + yk .
(**)

En combinant (*) et (**), on obtient :

nouvelle valeur de xG  = xG  + 1 / mk.

Qu’advient-il de cet algorithme si l’une des arêtes est horizontale ?


1er cas :
y2 = y3



Les étapes 3 et 4 ne s’appliquent pas et l’algorithme fonctionne correctement.


2ième cas :
y1 = y3



Il s’agit d’ajouter à l’étape 2 la condition à respecter y1 < y3.



Les étapes 2 et 3 ne s’appliquent pas et l’algorithme fonctionne correctement.

1.8
Construire un algorithme permettant d’évaluer un polynôme quelconque de degré n nécessitant au plus n additions et n multiplications. Le polynôme a la forme suivante :


p(u) = a0 + a1 u + a2 u2 + … + an un.
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l’évaluation se fait alors comme suit :
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n
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# additions : n

# multiplications : n
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