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Travail pratique #3 — Solutionnaire

Ensembles infinis et résolution de récurrences

Questions et réponses

1. Pour chacun des ensembles suivants, indiquez s’il s’agit d’un ensemble fini, infini
dénombrable ou non-dénombrable et justifiez votre réponse.

(a) {f :N~>N|Dom(f) est fini}.
(Note : On parle ici de fonctions partielles.)
Réponse
Soit S cet ensemble. S est infini dénombrable.
Preuve

On construit une application bijective f : N — §. Grace a cette fonction et
grace aux théorémes (I.2.2) et (I.2.6), on pourra conclure que S a la méme
cardinalité que N, c¢’est-a-dire infini dénombrable.

On définit la suite d’ensembles (S;);en suivante, ou :
Si={f:N~N | #Dom(f)) <i A (Vo,y|(z,y) € f:x<iNy<i)}

On remarque quelques faits a propos de cette suite.

— Pour n’importe quel i € N, 'ensemble S; est fini car il n’existe qu'un nombre
fini de fonctions composées d’au plus i couples et ou les éléments de chaque
couple sont dans {0,1,...,7}.

— Pour n’importe quel ¢ € N, on a que S; C S;41.

— Enfin, lim;_ ., S; = S.

(Il faut noter qu'’il ne serait pas suffisant de définir S; = {f : N ~» N |
#(Dom(f)) < i} car, ainsi, les S; ne seraient pas finis. Cela causerait des
problemes dans la définition de f qui suit.)



On définit f par extension de la maniere suivante :

{

So : 1
f(0)
{0,00} {(0,1)} {(1,00} {1, 1)}
Si-S: 111 1

JACO R (C)RN A ) f(4)

{(0,2)} {(2,2)y {{0,0),(1,0)} {(0,0),(1,1)}
Sy — 51 T T 1 T
f(5) f09) f(10) f(1)

C.Q.F.D.

(b) {f : M — B} ou M est ’ensemble des mots finis (qui ne sont pas nécessairement
des mots valides en frangais) qu’on peut former avec les 26 lettres de 'alphabet
latin.

(Note : On peut voir une telle fonction f comme un vérificateur d’orthographe.
Etant donné un mot w € M , f(w) indique si le mot est bien orthographié ou
pas. On peut voir chaque f comme étant le vérificateur d’orthographe dans une
langue hypothétique.)

Réponse

Soit S cet ensemble. S est non dénombrable.

Preuve

Par la définition (I.3.14), S = BM. Or, |B| > 2 et M est infini (voir prochain
paragraphe). Donc, par le théoréme (1.3.17), on a que S est non dénombrable.

L’application injective f : N — M suivante démontre que |N| < |M], grace a
laxiome (I.3.2) :

€ a aa aaa  aaaa

r 1 1 1 1
fFO) f) f2) ) f(4)

C.Q.F.D.
(¢) {an | n € N} ou la suite (a,)nen est définie récursivement par

ayg = 10

a; = 5

as = 7

ap, = ap-1+apn—2+2a,-3—22, Vn:N—{0,1,2}.

(Indice : Calculez a la main les quelques premiers termes de la suite.)



Réponse

Soit S cet ensemble. S est fini.

Preuve

Premiérement, soit P(n) = an + ap—1 + ap—2 = 22, pour n: N —{0,1}.
On montre que P(n), ¥n : N —{0,1}, par induction.

Cas de base : on montre P(2).
Comme ag + a1 +ag =7+ 5+ 10 = 22. P(2) est vrai.

Hypothese d’induction : soit n > 2; on suppose P(n — 1).

Pas d’induction : on montre P(n).
ap + ap—1 + ap—2
= ( Définition de a,, par la récurrence )
(an—l +ap—2+2a,-3 — 22) + ap—1+ an—2
= ()
2(an—1 + ap—2 + an—3) — 22
= ( Hypothese d’induction )
2.22-122
= ()
22

Deuxiemement, soit Q(n) = a, € {5,7,10}, pour n : N.
On montre que Q(n), ¥n : N, par induction a trois cas de base.

Cas de base : on montre (0). Comme ag = 10 € {5,7,10}, Q(0) est vrai.
Cas de base : on montre (1). Comme a; =5 € {5,7,10}, Q(1) est vrai.
Cas de base : on montre @(2). Comme ay =7 € {5,7,10}, Q(2) est vrai.

Hypothese d’induction : soit n > 3; on suppose Q(n —3), Q(n —2) et Q(n —1).

Pas d’induction : on montre Q(n).
Qn

= ( Par la récurrence )
Up—1+ ap—2 + 2a5,_3 — 22

= ()
(an—l + Ap—2 + an—3) + Ap—3 — 22

= ( Grace a P(n—1) )
22+ ap—3 — 22

= ()
an—3

€ ( Grace a Q(n —3) )
(5,7,10}



Ce dernier résultat nous permet de conclure que S = {5,7,10}. S est donc fini.
C.Q.F.D.

2. Soit la suite (b, )nen définie par la récurrence suivante :

b = —1
by = 0
bn = bp1+cos(§-bp2)+1, Vn:N—{0,1}.

Démontrez que b, = 2] — 1, Vn € N.

Je vous recommande de faire une preuve par induction avec cinq (oui, 5) cas de base.
Utilisez cette version du principe d’induction :

<P(0)AP() P(2) NP(3) A P(4) A >
(Vn:N|n>5:P(n—5)AP(n—4)AP(n—3)AP(n—2)AP(n—1)= P(n))
= (Vn:N|: P(n))

(Indice : observez que b, = b,_3 + 4 pour n > 3.)
(Petit rappel de trigonométrie :

cos(—g) =0, cos(0)=1, cos(g) =0, cos(m)=—1, cos(x+2m)=cos(x).)

Preuve
Soit P(n) = b, = %] -1, pour n € N.

Cas de base P(0). bp = —1= |42 -1

Cas de base P(1). by =0 = |41| — 1.

Cas de base P(2). by = by +cos(5-bg)+1 = 0+cos(F-(—1))+1 =0+1=1=[42]-1.
Cas de base P(3). by = by+cos(Z-by)+1=1+cos(3-0)+1=1+1+1=3= 43| 1.
Cas de base P(4). by = by+cos(Z-bp)+1=3+cos(3-1)+1 =3+0+1=4= |&] -

Soit n > 5. On suppose P(n —5), P(n —4), P(n —3), P(n —2) et P(n —1).

On doit montrer P(n).

bn
= ( Par la récurrence )

bn—1 + cos (% . bn_g) +1
= ( Grace a P(n—1) et P(n—2) )

n— T 4(n—2

= ( Propriétés de l'arithmétique )

({@J 4 1) + cos (g : ({@J +4—1)) +1
= ( Propriétés de I'arithmétique )



( 1>+cos< (L@J—1>+g-4)+1+4
Proprletes de I'arithmétique )

( >+cos<2 ({@J—1>+2w)+1+4
Proprletes du cosinus )

(1252 = 1) +cos (3 (12052 1)) +1+4

= Grace aP(n—4)et P(n—5))
b _4+Cos(2 bpos) +1+4

= ( Par la récurrence )
bn_3+4

= ( Grace a P(n—3) )
=

= ( Propriétés de l'arithmétique )
[3] -1

C.Q.F.D.

. Trouvez le terme général pour chacune des suites suivantes en utilisant la méthode
des séries génératrices.

co = 1
(a) { ¢n = 3cp_1+6n—-3, VYn:N-—{0}.
Réponse
Soit G(x) = co + 1z + cox? + 32 + ... F e + ...

On a que ¢, — 3¢y—1 —6n+3 =0, pour n: N— {0}, et donc

C1 - 300 - 61 + 3 =0
C2 — 361 - 62 + 3 = 0
cy3 — 302 - 63 + 3 =0
G(z) = co + car + o2 + w2 + .+ ™+
—3xG( ) = — 3cox — 3az® — 3cz® — ... — 3cp_z" —
113)2 = —6-0 — 6-1z — 6-222 — 6-323 — ... — 6-na" —
= 3 4 3z + 32 + 3 4+ ... + 32"+
(x) = ¢+3 + 0z + 0z? + 0z + ... + 0z" +

o F(2) = G(a) — 30G(z) — i + 1.
Donc, G(z) — 3z2G(x) — (19—“’;)2 + % — 4.
Donc, G(z) = (ub’—) S T 4) /(1 - 32).

Donc, G(z) = 7(14§x;r(€+i)

Selon le théoréme (R.3.4), G(z) = li a Bx)z + %

Done, o) = S UG s0iC)




3A+C =
En solutionnant le systéme d’équations { —4A — 3B — 2C
A+B+C = 1,

I
—

on obtient que A =0, B= -3 et C =4.

G(x)

—3 4
(1— :(:)2+1 3z
~3:1-3-20-3-322 -3 423 — ... = 3(n+1)z" —

+44+4-3c+4-3222+4-3323+... 443" + ...
= 1+6z+2722+962° + ...+ (4-3"=3(n+1))z" +...

Donc, ¢, =4-3" —3(n+1), Yn: N.

C.Q.F.D.
dy = 3
d, = 4
dy, = 2dy—1—dp—2+1, Yn:N—{0,1}.
Réponse
Soit G(x) = do + dyx + dox?® + dgx® + ... + dpa™ + . ..
On a que d,, — 2d,—1 +dp—2 — 1 =0, pour n: N — {0, 1}, et donc
dy — 2dy + dg — 1 = 0
d3 — 2dy + dp — 1 = 0
dgy — 2d3 + dy — 1 = 0
G(z) = do + diz + dex® + dgzd + + dpx™  +
—2zG(x) = — 2pxr — 2d12®2 — 2dyxd — — 2dp,_1x™ —
?G(x) = doz® + di2® + 4+ dy_gx™ +
% = -1 - T — 2 - 3 - — " -
F(z) = H(x) + 0z + 023 + + 0z +
ol F(z) = G(z) — 22G(z) + 2°G(z) — 1=
et H(x) =dp + diz — 2dpzr — 1 — x.
Donc, G(z) = % = T i x)z + x)3, selon (R.3.4).
Apres résolution, on obtlent que A=3,B=—-1let C=1.
3(95) 1 1
e e A o
34+3x+322+323+ ... +32" +...
—1—-22—32% 423 — ... — (n+ 1Da" —
PRI B2, 4000 Bags )
= 3+4z+622+112% +... + (3—(n+1) M)x"—i—

Donc, dn:2—n+w,Vn:N.
C.Q.F.D.



60:1

(C) e = 3
én = €p—1+2e,92—4, Vn:N—-{0,1}.
Réponse

Soit G(x) = eg + e1x + eg2® + ez + ... + e 2™ + . ..

On a que e, — €1 — 2€,_2+4 =0, pour n: N—{0,1}, et donc

es — e — 2 + 4 = 0
e3 — e — 2¢ + 4 = 0
eq4 — e3 — 2e + 4 = 0
Glz) = e + ex + e +  e3rd + + epx”  +
—zG(x) = — e — e — e — en_12"  —
—222G(z) = — 2022 — 2e12° — ... — 2e, 92"
=+ = 4 + 4z o+  42? + 4P 4+ L+ 4" +
F(x) = H(x) + 0z + 0z3 + ... + 0z™ +
N _ 2 4
ot F(z) = G(x) — 2G(x) — 22°G(x) + =
et H(z) =ep+e1x —epx + 4 + 4x.
—622 a4l
Donc, G(z) = m —1 - selon (R.3.4).
Apres résolution, on obtient que A = 2 —0 et C =—1.
(z)
L_L
11—z 1+
242z +2x +223 4+ . 22"+
—1—(-Dz - (-1)%x 2_ (—1)32% — ... — (=1)"a" — ...
= 1+3z+22+32%+...+2— (D)) 2" +...
Donc, e, =2 — (—=1)", Vn: N.
C.Q.F.D.

4. Trouvez le terme général pour chacune des suites suivantes.

fo = 0
(@) ¢ fi = 2
fo = 2fn—1+3fn-2, VYn:N—-{0,1}.
Réponse

Il s’agit d’une récurrence linéaire et homogene d’ordre 2.

Soit p(z) = 2? — 2z — 3 son polyndéme caractéristique.

On veut p(x) =0, donc (z — 3)(z + 1) = 0.

Les deux zéros sont p; = 3 et po = —1.

Ainsi, selon (R.4.5), on a que f, = A-3"+ B-(—1)", ¥n: N.

En sachant que fo = 0 et f; = 2, on peut déterminer que A = % et B =

o,
_



Donc, f, = 3-3" — 4(—1)", Vn: N,
C.Q.F.D.

g0 = 13
gn = Ggn—1+n+13, ¥Yn:N-—{0}.
Réponse

Il s’agit d’une suite des sommes des premiers termes d’une suite arithmétique de
premier terme 13 et de différence 1.

Ainsi, selon (R.2.8), g, = (13+(n+§3))("+l) = ("+26%("+1), Vn : N.

C.Q.F.D.
hg = 3
hy = 7
hn = 5hn_1 — 6hn_2, VYn:N— {0, 1}.
Réponse

Il s’agit d’une récurrence linéaire et homogene d’ordre 2.

Soit p(z) = x? — 5z + 6 son polyndéme caractéristique.

On veut p(z) = 0, donc (x — 3)(x —2) = 0.

Les deux zéros sont p; = 3 et po = 2.

Ainsi, selon (R.4.5), on a que h, = A-3"+ B-2", ¥n: N.

En sachant que hg = 3 et hy = 7, on peut déterminer que A =1 et B = 2.

Donc, h, =3"+2-2" ¥Vn:N.

C.Q.F.D.
0 = 7
{ in = 3ip—1, Vn:N-—{0}.
Réponse
Il s’agit d’une suite géométrique de premier terme 7 et de raison 3.
Ainsi, selon (R.2.5), i, =7-3", Vn: N.
C.Q.F.D.

hy = 2
{ hp, = hp-1+2-3" Vn:N-{0}.
Réponse
Il s’agit d’une suite des sommes des premiers termes d’une suite géométrique de
premier terme 2 et de raison 3.

Ainsi, selon (R.2.10), h,, = 2(1%3?1) =31 —1,V¥n:N.

C.Q.F.D.



