MAT-22257 : Exercices Série 2

Réponses et\ou solutions.

Exercice 2 : Ilustrez si possible chacune des propriétés ci-dessous a 1’aide de diagramme de Venn et
donnez-en une démonstration formelle :

119) S={z|z € S:x}

(11.49) Distributivit¢ de NsurU: SN (TUU) = (SNT)U(SNU)
(1.53) SCT=SUT =T

1157 S-T=5SNn~T

(AL64) (V2| P = Q) = {«|P} € {4]Q)

Solutions : (Pour ce qui est des diagramme de Venn, vous pouvez les faire vous-mémes.)

11.9) S={z|z € Sz}
Nous utiliserons la méthode de démonstration (11.18)b qui ramene ce probleme a la démonstration
de veS=ve{r|zeS:a}

ve{r|zeS:a}
= ((11.6) — Appartenance, cas particulier, avec [F := v|, [z := z| et [R := = € 5])
v e Sz =]

veES
C.Q.ED.

(11.49) Distributivit¢ de NsurU: SN (TUU) = (SNT)U (SNU)
Nous utiliserons la méthode de démonstration (11.18)b qui ramene ce probleme a la démonstration
de veSN(TUU)=ve (SNTYU(SNU).

veSN(TuUl)
= ((11.29) — Axiome, intersection, avec [S := S| et [T := T U U])
veSAveTUU
= ((11.28) — Axiome, union, avec [S := T et [T := U])
veSANweT Vovel)
= ((3.60) — Distributivité de A sur V, avec [p:=v € S],[¢:=v € T|et[r :=v € U])
(weSAveT)V (veSAvel)
= ((11.29) — Axiome, intersection (2 fois),
1°7€ fois avec [S := S] et [T :=T], 2° fois avec [S := S] et [T := U])
(vesSNT)V (veSNU)
= ((11.28) — Axiome, union, avec [S := SNT]et [T :=SNUJ)

ve(SNT)u(SnNU) C.OED



11583) SCT=SUT=T

SCT

= ((11.21) — Axiome du sous-ensemble)

Ve |zeS:xel)

= ((7.3) — Axiome de transfert, avec [R := x € S]et [P =z € T)

Ve |izeS=zel)

= ((3.73) — Axiome définition de =, avec [p:=z € S|et[q:=x € T)|)
Ve l:xeSVeeT=xeT)

= ((11.28) — Axiome d’union, avec [v := x])

Ve |izeSuT=x€eT)

= ((11.8) — Axiome d’extensionalité, avec [S := SUT] et [T :=T1)

SUuT =T
C.Q.ED.

11.57) S-T=SN~T
Pour faire cet exercice, nous devons supposer 1’existence d’un Ensemle universel U.

Nous utiliserons la méthode de démonstration (11.18)b qui ramene ce probleme a la démonstration
de veS-—T=veSN~T ouvel.

veS-T

= ((11.30) — Axiome, différence)

veSANvgT

= ((11.26) —avec [S:=T]et[v:=v|, carveU)

veSANve~T

= ((11.29) — Axiome, intersection, avec [S := S|, [T :=~ T et [v := v])
veSN~T

C.Q.ED.

(11.64) (Vz|: P = Q) = {z|P} C {z|Q}

{zP} € {z]Q}
= ((11.21) — Axiome, sous-ensemble, avec [S := {z|P}] et [T := {z|Q}])
(Vo | x € {z|P} : z € {z|Q})
= ((7.3) — Axiome, transfert, avec [R := {z|P}] et [P := {z|Q}])
(Vz |: o € {z|P} = z € {z|Q})
= ((11.13) — Axiome, sous-ensemble (2 fois),
1°7€ fois avec [z := x| et [R := P], 2 fois avec [z := z] et [R := Q])
(Vz |: P= Q)

C.QED.



Exercice 3 «(Vous pouvez faire cet exercice en représentant vos relations par des graphes.)

Etant données les trois relations p, 0,0 C {1,2,3,4} x {1,2,3, 4} suivantes :
- p= {(172>7 <273>7 <374>7 <47 1>}
- o ={(11),(1,2),(1,3),(1,4),(2,1),(3,1), (4, 1)}
- 0=Azyle <y:(z,9)}

a) Calculez poo, p?, ~Get 0L

b) Montrez que pour ce p, ce o et ce 6, les théoremes (12.23 (a), (c) et (e), ainsi que le théoreme (12.33) sont
corrects.

¢) Déterminez la (ou les) propriété(s) du tableau 12.1 que la relation p satisfait.

d) Méme question pour la relation o.

e) Méme question pour la relation 6.

f) Existe-t-il un n pour lequel p™ = {1,2,3,4} x {1,2,3,4} ? Si oui, trouvez le plus petit de ces n.
g) Méme question pour la relation o.

h) Méme question pour la relation 6.

REPONSES :

a) poo = {(1,1),(2,1),(3,1),(4,1),(4,2),(4,3),(4,4)}
p2 = {<173>’<371>7<2’4>7<472>}
~0 = {zr,ylz>y:(z,y)}
0 = {zyle<y:({y,x)}ouf{zr,ylz>y:(zr,y)}
c) (b), (d) et (e).
d) (o).
e) (a), (d) et (f)
f) NON.
g) OUL n = 2.

h) NON.



Exercice 4 : (Pour ce numéro, aucune justification n’est demandée.)
Etant données les trois relations p, 0,0 C Z x Z suivantes :
—p={ijli+1=7:( )}
—o=pt=(Un|0<n:p")
—0={x,y|(Fz:Z|: 2z =2 —y) : (x,y)}
a) Donnez po o, p?,c Uly, ~Oetd .
Réponse: poo = {i,j:Z)i+1<j:(i
pPo= i, Zli+2=7:
oUly = {i,j:Zi <j:{,j)
~0 = {z,y|(3z:Z]|: 22+
6=t = 0

b) Déterminez la (ou les) propriété(s) du tableau 12.1 que la relation p satisfait.
Réponse : (b)irréflexivité, (d)antisymétrie et (e)asymétrie.

i,7)}
i,7)}

}
l=z—-y):(x,y)}

¢) Méme question pour la relation o.
Réponse : (b)irréflexivité, (d)antisymétrie, (e)asymétrie et (f)transitivité.
(Notezque o = {4,j : Z|i < j: (i,j)}.)

d) Méme question pour la relation o U I.
Réponse : (a)réflexivité, (d)antisymétrie et (f)transitivité.

e) Méme question pour la relation 6.
Réponse : (a)réflexivité, (c)symétrie et (f)transitivité.



