3.2 Modeles de séries de puissances

Theoreme R.19 Soient a, b € R — {0}, alors Vx €

-1 1
] o[ ‘b|[, on a que

¢ 5 = a4+ ab-x+ ab? -z + ab3- -3+ ab*-
zr 4+ o 4 ab?og + ...

o (1_0;)@2 = a + 2ab-x + 3ab?-z2 + 4ab3. 23
(n4+ 1)abd™ - 2™




o (1_6%)2 — 04 a-x+ 2ab-22 4+ 3ab?-x3 + 4ab3.

et 4+ -+ nablogn 4+ ...

a _ 21a ; 3-2-ab 4.3-a-b% 2 | 5-4.0-b3 3
L (n+2)(n+1)-a-b" 0
2




En particulier, nous avons donc les séries de puissances

suivantes.

Théoreme R.20

= =1l+z4+2+34+2%+ - Fa"+ -

T

1 1
1+ = 1—(—xz)

=14+ (-Dz + (-1)%x% + (-1)323 4+ (-1)%z*
+ (=1)"z" + -

¢ G =1+20+37+ 4+ + (ntDa" + -



oﬁ:O—I—a:—|-2m2—|—3a:3—|-4334—|----—I-na:”—l—---

. (1_1@3 = 21432, 4 43,2154,3, . (n+2)2(n+1)$n_|_



3.3 Decomposer une fonction rationnelle en
fractions partielles

Théoreme R.21 Voici la forme de décomposition en frac-
tions partielles de chacune des familles de fonctions ra-

tionnelles suivantes :

o axr—+b _ A | B
(cx+d)(ex+f) =~ cx+d " ex+f

Pourvu que y = cx + d ety = ex + f aient des zeros différents.

o _0Ztb A B
(cx+d)2 =~ cx+d ' (cx+d)?




arl+br+t-c A | B | C

® zte)(Frt+g)(hz+i) — dzte T fz+g T ha+i

Pourvuquey = dx+e¢e,y = fx+ g et hxe + i aient des zéros tous différents.

arl+brtc _ A | B | C

(dw-i-e)z(fx-l-g) ~ dzte ' (dzte)? | frtg

Pourvu que y = dx + e et y = fx + g aient des zeros difféerents.

arl+br+c __ A | B | C
(dz+e)3 ~— dxte ' (dz+e)? ' (dz+e)3




3.4 Exemples de resolution de recurrence
par la methode des series géneratrices

Exemple R.22 Résolvez la récurrence suivante :

ao 1
an = 3-a,_1+4" Vn . N*



Solution :

Etape 1 : On exprime la série génératrice sous la forme
d'une fonction rationnelle

e On remarque que :
an — 3-a,_1—(4") = 0 Vn:N*

e Ce qui en extensiondonne : a1 —3-a90—4 =0
a2—3-a1—42=O
a3 —3-ar—43=0
a4—3-a3—44=0

etc...



e Posons G(x) = ag + a1z + asx? + a3x3 +

Alors,
G(z) = a9 + arz+ anx? + azzr34- -+
—3z-G(x) = 4+—-3.apz+—-3 a1+ -3 -aox34-- -+ -3
1z = -1+ —Aet —(4DP+ (@D
G(m)—?):pG(:E)—l_—um = ag— 1+ Ox+ 0x2+ Ox34- -+
Ce quidonne G(z) —3xG(x) — =4, = O

(Car ag—1 = 1—-1 = 0.)



Donc,ona G(x)(1 —3xz) = 1_14;,;

1
(1-32)(1—-4x)’

Donc,ona G(x) =

ce qui est une forme beaucoup plus simple pour expri-
mer la fonction G.



Etape 2 : On décompose la fonction G en fractions par-
tielles.

On sait que
1 A B

(1—32)(1—4z) 1-—3z ' 1-4z

( Théoreme R.21.)

Alors, on a

1 _ A(l —4z) + B(1 — 3z)
(1 —-32)(1—4z)  (1-3z)(1-42)




Ce qui implique
1=A(1—-42)+ B(1 —3x)
Donc
1=A-1—4Ax+ B-1—3Bx
Donc
Ox+1=(—4A—-3B)x+ (A+ B)
Ce qui donne

1 =A+B (1)
0 = —4A + 3B (2)



Donc

Donc

Donc

Donc

1-B=A

0= -4(1—-B)-3B

0=-4+4B — 3B

0=-4+4+B



Donc

Conclusion :
1 -3, 4

(1—-32)(1—4z) 1-3z ' 1-4xz




Etape 3 : On trouve la série de puissances associée a
G et on répond a la question.

G(x)

1
(1 —-3x)(1 —4x)
_3 4

= 13z 142

= 34+ (-3)3-2+ (-3)3%2° 4+ (-3)3> 2+ - + (=3)3"-2" + -
+ 4+ @4+ D2+ D O+ DA+

= 3+ -3 -2+-3)2®+ -3+ - +-@"FTH2" + .
4+ 44+ 42,5 443 .22 4 4% .34 .. fogntlogno L

= (=344 + (=3 +4%) 2 + (=(3°) +47) - 2® + (-3") +4%) -2 +
o (@) AT



Réponse : La définition par terme général est

an = —(3"TH 44771l yn N



Exemple R.23 Résolvez la récurrence de Fibonacci :

fo=0
Ji =1
Jn = fn—1+ fn-2 vn:N-—{0,1}

\



Solution :

Etape 1 : On exprime la série génératrice sous la forme
d’'une fonction rationnelle.

e On remarque que :

fo— fol1— foo = 0 V¥n:N-—{0,1)}

e Ce qui en extensiondonne : fo—f1—fo =0
Ja—Jo—f1=0
Ja—Jf3—J2=0
Js—Ja—Jf3=0

etc...



e Posons G(z) = fo + fiz + fo2? 4+ fzz> +

oo 4+ ™ + -
Alors,
G(z) = fot+ fiz+ foz?+ fzzP4-+ faz"4
—z-G(z) = +  —fort+—frett—fori++—foo12"4
—z? - G(z) = +—for*+—frz 3+ —fr_oz™4

G(z) — zG(z) — 2°G(x) fot+(fi— fo)z+ 022+ 0z34+ .-+ 0x"+

Ce quidonne G(z) — 2 G(z) — 22 G(z) = =

(Car fo=0¢e fi—fo=1-1=1.)



Donc,ona G(z)(1 —z—z2) = =z

Donc,ona G(x) p—

Doncona G(x)

(1-(AHY5)2) (1-(128))

( Les deux zéros de p(z) = z2 4+ —1 -2 — 1 étant (H'Q\/g) et (1_2\/5) )



Pour simplifier I'écriture, posons

et

Donc on a

_(1+¢3
p1 = 5

=27
p2 = 5

G(z) =

(I=p12) (1=ps2)"



Etape 2 : On décompose la fonction G en fractions par-
tielles.

On sait que
x A B

— |
(1-p12) (L—poz) (L-p12) (1-poz)
( Théoreme R.21 )

Alors, on a
T _ A —p2z) + B(1 — py z)
(1—p12) (1 —pox) (1—p12) (1 —p12)




Ce qui implique

Donc

r=A(1—-poz)+ B(1-p17)

r=A—Ap>x+ B—-—Bpjx

Autrement dit

O

1- 2= (A

(=Apo—Bp1)- =



Ce qui donne

Donc

Donc

o
|

A+ B

1=—p2A + —p1-(—A4)



Donc

1= (-p2+p1)A

Donc

On a donc aussi




Donc

Conclusion :

1 —1
L . pP1—p2 | p1—pP2

(1—-p1z) (1—poz) (L—p1z) (1-poz)



Et comme

Pl — P2

14++v5 1-+/5
D 2

1 v5 1 —+vb

> 2 D 2



On a donc

€T
@) = A8 (L= pao)
1 —1
— P1—pP2 I P1—pP2
(1 —p1z) (1—po7x)
1 -1
V5 | V5

(1-p12)  (1-p2z)



Etape 3 : On trouve la série de puissances associée a
GG et on répond a la question.

G(x)
75 7
_ 5 5
= Aopo) A= pao)

_ .t N S R PULL: BN SRR SN R
= \/g_l_\@[il -I-f(p) +\/§(fl) + -I-\@(lpl) -
+z Tt E e :U-I-\f(pz)2 % + T(p2)3-w3+---+%(pz)”-w

= (\/154‘\_/%)4‘(\/1—/01"‘\/—%02) +<1 (p1)2+7(pz)> +

+ <% (p1)° + ﬁ (p2)3> o EE ( (p1)" -|- —= (pz) ) "+



Réponse :

La définition par terme général est

fn \/5 (p1)" \/—(pz)n Vn N

Autrement dit :




4. Resoudre une réecurrence
Methode 4 : le cas des relations de recur-
rence linéaires et homogenes

Définition R.24 Une relation de récurrence est dite linéaire,
homogéne d’ordre k si la formule permettant de calculer n®™®
terme de la suite est une combinaison linéaire des k termes

précédents.



Exemple R.25 La relation de récurrence suivante est une re-

lation lin€aire, homogene d’ordre 4.

7

ag = 9
a1 = T
. an — 3
az = b4
an = 8-apn_>+7-a,-4 VYn:N—{0,1,2,3}

Notons que la formule permettant de calculer ar,, le n°™° terme
de la suite, est bien une combinaison linéaire des 4 termes pré-

cédents puisque

anpb, = 0-ap_1+8-anp_>+0-a,_3+7- a,_a.



Exemple R.26 La relation de récurrence de la suite de Fibo-

nacci est une relation lin€aire, homogene d’ordre 2.

Exemple R.27 La relation de récurrence d’une suite géomé-

trique est une relation lin€aire, homogene d’ordre 1.



On peut conclure du dernier exemple qu’il existe une for-
mule permettant de résoudre tres rapidement les rela-
tions de récurrence linéaire, homogene d’'ordre 1 (Voir le
théoreme R.11). Le prochain résultat (Théoreme R.28)
nous donne une formule permettant de résoudre tres ra-
pidement les relations de récurrences linéaires, homo-
genes d'ordre 2.



Théoreme R.28 Recurrences lineaires, homogenes
d’ordre 2

Soit (an), oy UNe suite définie récursivement par :

(

ag = a
| a1 — b
an = Tr-ap_1+s-ap_> Vn:N-—{0,1}

ou a, b, r et s sont des constantes reelles.



Soit p(x) = x? — rax — s le polynéme caractéristique de
la suite (an),,cn, €t soient py et po les zéros de ce poly-
nome.

Alors, le terme geneéral de la suite est

a _{A.(pl)n—_B(Pz)” n:N  8lp1# p2
n_ "
A-(p))"+B-n-(p1)" n:N Sip; = p>

Ou A et B sont deux constantes determinees par les
conditions initiales de la recurrence
(c.-a-d. : parag = a etay1 = b).



Déemonstration

Cas1: p1 # po.
La demonstration pour ce cas est tres semblable a la

solution de I'exemple R.23.

Etape 1 : On exprime la série génératrice sous la forme
d’'une fonction rationnelle.

e On remarque que

Ap — T Cp_1— S ap_o = 0 Vn : N—{0, 1}



e Ce qui en extensiondonne : a> —ray —sag =0
a3z —rap> —sa; =0
aqg —raz — sar = 0
ag —ragq — saz = 0
etc...
e Posons

G(z) = ag +a1$+a2x2 —|—a3x3 + -+ apx + -

Alors,
G(x) = ao+ a1z +  acz® 4+ azzd 4 -+ anx™ =+ -
—rx - G(z) = + —raor + —ra1x? + —razx>® + - + —ra,—12" + -
—sz? - G(z) = + —sapr? + —sa1x3 + - 4+ —sa,_ox™ + -

G(x) — raG(z) — sz?°G(x)
Ce qui donne

ag + (a1 — rag)x + 0z2 + Ox3 4+ .-+ Ox" + -

G(z) —rz G(z) — sz° G(z) = ag + (a1 — rap)z



Donc, on a
G(z)(1 —rz — sx?) = ag+ (a1 — rag)x

Donc, on a

G(z) = ag + (a1 — rag)x

1 —rz — sz2
Donc on a

ag + (a1 — rag)x

) = A e (= o)




Etape 2 : On décompose la fonction G en fractions
partielles.

On sait que
ag + (a1 —rag)z A | B
(1-p12) (L—poz) (1—p1z) (1-poz)

( Théoreme R.21.)




Etape 3 : On trouve la série de puissances associée
a GG et on répond a la question.

G(x)

A B
Gpo) T Opo)

+ B4+ Bpa-xz+ B(p2)?- 2>+ B (p2)>- 2>+ - 4+ B (p2)"-a" + ---

= (A+B)+ (Ap1+Bp2) =+ (A (p1)?>+ B (p2)?) -2+

+ (A (p1)* + B (p2)3) a4 + (A (p1)"+ B (p2)") -z" + - -

Conclusion : La définition par terme général est bien

an = A(p1)"+ B(p2)" Vn:@N



Cas2: p1 = po. A faire en exercice.

C.Q.F.D.



Exemple R.29 En utilisant le théoréme R.28, résolvez la ré-

currence de Fibonacci :

' fo =0
1 Ji =1
\fn = fp—1+ fn—2 Vn:N-{0,1}



Solution :

1.- Trouvons la «forme» du terme géneéral de la suite.

Le polynOme caractéristique de la suite (fn),,cn €st
p(z) = 22 — (1) -z — (1).

Et les deux zéros de ce polynOme sont

i

oy = —CEDFVED2=41(=1) . 145
) Fl 2-1 2

_ —(ED-V(=1)2-41(=1) _ 1-V5
| P2 = 21 — 2




Donc, par le théoreme R.28,
la forme du terme géneral de la suite est

fn=A(1+2\/§) +B(1_\/§) Vn € N

2

ou A et B sont deux constantes.



2.- Trouvons les valeurs des constantes A et B.

| (A 14/5)\" + B 1-v5 0

On sait que <\ ) El_;%l LB Elz\/%l
A+ B

Ce qui donne <\ y (1__2\/§> B (1_2\@)

En résolvant, on trouve facilement que A

— =1
B—\/g'

i

Jo
/1

et



3.- Réponse : Le terme général cherché est

1 (1+\/§)” -1 (1—\5






