Filtre Kalman étendu (EKF)



Filtre Kalman Etendu (EKF)

* Le filtre Kalman exige des équations linéaires
* Tres peu de problemes reels le sont
* Que faire?

Linéariser!

e Attention! EKF sera donc une solution
approximative

e UNIVERSITE . . . .
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Linéarisation a 2 variables d’entrées

* Soit une fonction f(l,m) a 2 variables d’entrée
 Linéarisation autour de (a,b):

f(m)~f(abh) + %f(l,m) (I-a) + aifa,m) (m—b)

|=a,m=b |=a,m=h

* Exemple f(I,m) = cos(l)In(m)

— on linéarise autour de (a=0.4 rad, b=30)

(1, m) = cos(a) In(b) —sin(a) In(b)(I — &) + Coz(a)

f (I,m)= 31327 — 1.3245(1—a) +0.0307(m-b)

f(l,m)~ f

(m-D)

=t UMIVERSITE
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Jacobienne : linéarisation généralisée

 Soit une fonction F de n entrées, avec m sorties :
.- o
| (X X))

* La matrice jacobienne au point P est définie comme suit :

( of, of, )
& ox. C’est 'extension de la tangente
o . pour fonctions multi-variables
J-(P)=| : PR
matricedemxn | of  of Trés utilisé en robotique!
\8X1 6Xn )

=t UMIVERSITE
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Linearisation avec Jacobienne

Linéarisation | f OZ)‘)?A ~ f (XA) + J (>_<>A)(>Z — XA)

X B ~\ | .
Exemple X=|6| f(X)= B(X)|_ 3xcosdsin ¢
& (X)) | | 7x+14In¢
__—a X . 0 . y
) a—f(X) @f(x) 8—¢f(X) f,
1X)=| i :
—~ — — f
E f,(X) sz(x) a¢f(X) )
[3cos@sing —3xsindsing 3xcosdcosg
100 7 0 14
i @ | 108
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Filtre Kalman étendu (EKF)

* Pour problemes non-lin€aires. Exemple :
— Véhicule avance V, tourne o
— Mesure distance d d'un point de repere fixe

X
(Xp,Yb) t+1

¢t+1 — ¢t + C()At

Xy, 6) d =X %) + (o= %)’

" x

e Comment utiliser d pour améliorer I'estimé X ?

#4444 UNIVERSITE . \
= AVAL (d est une mesure incomplete)
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Equations du filtre de Kalman étendu
_I changements vs. KF I—

(1) )A((k +1 k) =| fx ()’Z(k), U(k)) J déplacement du robot
(2)|D = dfx I = dfx calcul des Jacobiennes, pour propager erreur
AX I (k-+1) au f341)

T T augmentation covariance P, apres déplacement
(3) P(k +1 k) = (DP(k)(D +FCVF (le bruit ici est sur la commande)

(4) 2(k ‘|‘1| () :I hz ()/Z(k —|—1| k)) ‘ prédire ce que je devrait mesurer
(5) I’(k -|—]_) = 7(k _|_]_) _ j(k _|_]_| k) compare avec mesure

(6) AT = dh,
dX {3 (k+1)

(7) K(k+D)=P(k+1|K)A'{AP(k +1|k)A" +C, (k +1)}* mélange optimal
(8) ),Z(k +1) — )A((k ‘|‘1| k) + K (k +1)I’(k +1) combine estimé pose + mesure
9) P(k+1) =1 —=K(k+D)A)P(k +1|Kk) ajuste covariance P, apres gain info

=0 UNIVERSITE
[ a

calcul du Jacobien pour la mesure

Jamais besoin d’'inverser la fonction de capteur h,()! |
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Exemple propagation P(X) (sans bruit)

{X:Z.S} f; (X)) =2cos(x) +3sin(y) + xy {0.04 0.03}
, , P(X) =

y=39| f,(x)=e*+7 0.03 0.08
X
[ y—2sin(x) 3cos(y)+ X |
Jacobienne :® = Y 1
G X

* Les points sont I'approximation par echantillonnage

| P
15| + 1(X)

05
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Les approximations : linéarisations

* Le calcul de la propagation de la matrice P se
fait avec la matrice jacobienne O.

P(k+1|k)=®P(k)®"' +T'CT"

* La correction a partir de la mesure z se fait avec
la matrice jacobienne A.

K(k+1) =P(k+1|K)AT{AP(k +1|K)A +C. (k + D}
P(k+1) = (I = K(K+1)A)P(K +1|k)

UNIVERSITE . N . .
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Systeme non-linéaire du robot 2D

* Propagation :

f. =x+VAtcosg y
f =y+VAtsIn (x5 7»)
 =y+VAtsing e
f,=¢+Aow

* Mesure:

d=J(x=%) +(y-¥,)’

e UNIVERSITE . . . .
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Kalman étendu : Jacobienne @

* Pour propager la covariance, on utilise @ :

=[xy of

of, of, of

f =Xx+VAtcosg = o ool |1 0 —VAtsing

f,=y+VAtsing o-|Zx 2 S1=10 1 VAtcosg
f,=¢+Atw % 9 10 0 1

OX oy oQ —

UNIVERSITE . N . .
LAVAL GLO-4001/7021 Introduction a la robotique mobile
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Kalman étendu : Jacobienne I’

* Pour propager le bruit des commandes V, o vers

XY @], on utilise I":
f, =Xx+VAtcos¢

- T f =y+VAtsIn
u=|V w y = ?
) - f¢:¢+Ata)
_X_ afX afx
oV oo Atcosg O |
—_ = afy afy i
X=1Y & dw =| Atsing O
¢ of, of, 0 At
- oV O | - .

HebH UNIVERSITE
rxEa
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Kalman étendu : Propagation

 On propage 'estimé X directement avec f :

KR f, =Xx+VAtcosg
R(k+1[k)=| f, f,=y+VAtsing
f, f,=¢+Atw

* On propage la covariance P avec la jacobienne @ :
P(k+1|k)=®P(K)D" +T'C I

UNIVERSITE . N . .
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Kalman étendu : Jacobien mesure A

* Pour la correction a partir de la mesure, on

calcule la jacobienne A fonction de capteur
|

[
h, (X) = J(X=%)% + (Y= ¥,)’

)

X=[x vy ¢]T

A:_ﬁhz oh, 8hz_:_ X=X, V-V, 0

X By 08| | xS -Y Jxx) (y- Y,

* Indique quelles variables d’éetat affectent
directement la mesure z

UNIVERSITE . N . .
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Jacobienne mesure A

A—th oh, th} B X—X, Y-V,
Ox 0y 0] [Jo-x)P+(y-%)  JX-%)+(y-Y,)
casl:y=y, cas 2 : X =X,
- b7
A=[1 0 O] A=[0 1 0]
... toute la ... toute la
mesure/correction se fait mesure/correction se fait
selon la direction X... selon la direction y...

B UNIVERSITE . _ )
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Kalman étendu : code matlab (boucle)

UNIVERSITE

Q

% simulation du systéme
X¥Wrai(l) = xVrai(l) + [(V4+5V*randn) *cos (xVrai(3))*dT:;
EVrai(2) = xVrai(2) + (V+5V*randn) *sin(xVrai(3))*~dI:

XWVrai(3) = xVrai(3) + (omega+Somega*randn) *dT;
% Je simule la reponse du capteur de distance
2 = B3grio{ (¥Vrai(l)-Xb) "2 + [(xVrai(2)-Yb)"2) + SBeacon*randn;

Xily = Xi(1) + V*cos (X (3))=dT;
Xi2) = Xi(2) + V*sin (X (3))*=dT;
¥(3) + omega®dTl:

v
w
[

% J'estime la distance
zhat = sgro((X(1)-X¥Xb) "2 + (X(2)-Yb)"2):

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
:q)\% =====—=== (Calcul des matrices Jacobiennes
1 F=1[10-V*=3in(X(3))*dT; 0 1 V*cos(X(3))*dT; O0 0 1]=-
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

vl

Kalman Etendu

G = [dT*cos(X(3)) dT*sin(X(3)) 0; 0 0 dT]';
/\-__—_—)>H = [(X(1)-Xb)/zhat (X(2)-Yb)/zhat 0]:

P = F*¥P*F' + G*Cv*GE'; % Propagation covariance

F = HiSE—E—jD-J.I ss——————
= P*H'/ (H*P*H'+Cw); % matrice [3x1]

K

r (z2—zhat) F matrice [1]
X =X + Efr;

P = [eye(3)-K*H)*P:

GLO-4001/7021 Introduction a la robotique mobile
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Kalman étendu : résultats

sl ' ' | ' ' ' 1 intégration des commandes u(t)
— Kalman /
va = |ntegree ] Erreur moyenne = 0.59
2000 . .
°r 1 1000}
i rotation T
. 0 02 04 06 0.8 1
>4l ' | Erreur integration
Erreur moyenne = 0.16
1000 . . .
3r @® Repere -
500
2r i
0 1 1 1
1L _ 0 02 0.4 0.6 0.8 1
Erreur Kalman

On arrive a corriger X, Y, @ méme si le capteur ne les
mesure pas directement! (mesures incompletes) 122
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Exemple 2 : pseudo GPS

 Etat[xy 4T
* Propagation non-linéaire

* Mesure X, Yy lineaire
* Bruits de déplacement: ,= 0.2 m/s, 5,= 0.1 rad/s
 Commande fixe u=[10m/s 0.1 rad/s]' : tourne en rond!

* Bruits de capteurs : o, = o, = 12 metres

* Trois cas testés:
— Bonne initialisation de I'état;
— Erreur sur initialisation de 'angle &
— Biais de 0.01 rad/s sur la commande en rotation.

_ FiltreKalmanNonLineairePseudoGPS.m
B UNIVERSITE
b = 123
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Bayes : réconcilier I'innovation

Qui est fautif? La Kalman : « Mmmm, mais
position? L'angle? aussi I'orientation est peut-
B GPS étre aussi a blamer... je vais
la corriger aussi... »
Kalman : « Je dois

déplacer le point un
peu vers le GPS » /

LTX(t+)
7Ty 21 Kalman : « Le tout en
/ u ={ } proportion des
w=0 . .
bruits/covariance »

X(t)

S ANAL GLO-4001/7021 Introduction a la robotique mobile 124
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Filtre Kalman non-parfumé
(unscented)



Fonctions fortement non-linéaires?

 Le filtre EKF se basait sur la linearisation (série
de Taylor) pour calculer la nouvelle matrice P,
via la jacobienne @

e Sila fonction f est fortement non-linéaire,
'approximation ne sera pas bonne

* Autre approche : utiliser des échantillons d’état
X choisis judicieusement (sigma points), que I'on
passe directement dans la fonction f

» Extraire les statistiques par la suite

4= UNIVERSITE . _ _
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http://www2.ulaval.ca/accueil.html

UT : Unscented Transform

Tiré de « A tutorial on Dynamic Bayesian Networks », Kevin Murphy.

Actual (sampling) Linearized (EKF) UT
. sigma pomis
| N
y = £(%) Y = £()
T
y = f(x) P, =A"P,A weighted sample mean
and covariance

v v
£(x) o—
o 5:3";;&1;5

true mean
| N
\ . true covariance
¥ UT mean
o o N o
ATP_A

UT covariance

e UNIVERSITE
1 LAVAL GLO-4001
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UT : Choix des sigma points X!

* Pour état a n dimensions, on utilisera 2n+1 points
+ Premier sigma point: X% = U

* Choisit un facteur de distance A par rapport au
centre,viaa, B etk : A=a"(N+x)—n

A est généralement petit: 1e-3

* (Calcule la position des 2n sigma points restants :

/—~sqrtm
X [1] :ﬂ+(\/(n+/1)2))_ pouri=1,---,n
Iv\iéme colonne
x ] :y—(\/(n+ﬁ)2))_ pouri=n+1---,2n
Bl LAVAL  GL0-4001/7021 Introduction & Ia robotique mobille 129
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UT: Poids W associés aux sigma points

* Poids pour calculer la moyenne et la covariance

* Pour 1€ sigma point:
[0] A [0] A
— W, =——+(1-a’+
T “n+A ( 2

e Pour tous leS autres Sigma pOII’ItS .
[1] [1] 1
2(N+ 1)

 Statistiques en passant les points dans la fonction f( ) :

Win

=ZZnWE1] . (X[i]) 2'=§:W([;i](f(x[i])_:ul)( f (X[i])—,u')T
i=0 =0

* Plus besoin de calculer les dérivés ©

130
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UT : exemple

* Reprise de I'exemple de linearisation précédent :
{X:Z.S} f,(X) =2cos(x)+3sin(y) + xy {0.04 0_03}
X = P(X) =

y=39|" f,(X)=¢ % 0.03 0.08
* n=2 dimensions, donne ' ' e
2n+1= 5 sigma points : ;. *‘w
e Parametres UT utilisés : s2] ‘”ﬁ'&f 3
a=0.00L,L4=2,xk=1 >~3:_
Points sigma dans matlab 38

2.5000 2.7677 2.5913 2.2323 2.4087

3.9000 3.9913  4.2894  3.8087  3.5106 34r

3.2F

=t UMIVERSITE 1|.5 2 2|.5 3 3|.5 131
4 LAVAL ’
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UT : exemple

* Plus précis que la simple linéarisation dans EKF

16 @) Réel
Non-parfume (UT)
14r CI) P (X) (I)T f(X) =+ Linéarisation (EKF) ||

12~

08

06— —

5 55 6 8.5 7 7.5 8 8.5 9 95 10

* [l peut étre demontré que UT est exact pour les
deux premiers termes de Taylor

LEd L) -
UNIVERSITE
e 132
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Equations du filtre UT (1)

» Etape 1 : calcul de la propagation non-linéaire

énere les
Xia = thaty2ea tha— VA 2i1) gigma points

X¢ = T(U;, Xy4) passe les sigma points dans la fonction non-linéaire

2n R
— [i157 *[i] calcule de la
Fhe= ZWm Xt distribution

i=0 \
— apres

_oan i déplacement
* . * —\T _
ztzz\’\’([:l](xt[l]_ﬂt)(xt[l]_ﬂt) + R via f( ), u;
= s
tient compte

du bruit de
E; :: W\Efﬂt deplacement Rt 7/ — n + l

133
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Equations du filtre UT (2)

» Etape 2 : prédiction de la mesure

_ — — genere des nouveaux
)(t :(IL_‘t 7 +7/‘/zt 7 _7/'/Zt) sigma points

Z_t = h(it) passe ces sigma points dans la fonction de mesure

2n L
Ly = ZWHJZP] préedit la mesure moyenne
i=0

cette prediction

2n . |
S; = ngl (Zt[l] ~2, )(Zt[l] 3, )T +Q, covariance sur
1=0

J

|
{AP(k+1|K)A" +C }"| « EKF

Eg w{fﬁt GLO-4001/7021 Introduction a la robotique mobile 7/ =vN+ ﬂ’ 134
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Equations du filtre UT (3)

. Etape 3 : mise-a-jour
S X,Z W['] vail i) T covariance entre la
2 ( 7} )(Z —7 ) mesure et I’estimation
\ ; lth t t | d’état

Pk +1]Kk)A'- & EKF
K = itx ’ZSt_1 calcul du gain Kalman

= H+ K7 = 2) mise-a-jour
— de |'état et de
la covariance

2y = it - K¢S KtT

=

s tire de Probabilistic Robotics, p. 70

135
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Résume des filtres de Kalman

* Estimateur optimal (ou proche-optimal) d’états cachés
(pose du robot)

* Fonctionne par récusions

* Trois variantes vues en classe :
— Kalman (linéaire)
— Kalman étendu EKF (non-linéaire)
— Kalman non-parfumé (unscented : UKF)

* Principales difficultés d'implémentations :

— mise en équation du systeme
— bien évaluer les bruits (déplacements, commandes, capteurs)

— risque d’erreurs dans les nombreux termes

=t UMIVERSITE
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